CANTOR, NGƯỜI CHẾ NGỰ VÔ CỰC 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


Tóm tắt: Trong bài này chúng tôi sẽ trình bày một số nghịch lý về 
vô cực và những đóng góp cua Cantor trong việc giải thích, chứng 
minh và mở rộng hiểu biết về vô cực, cùng những gian khổ ông phải 
vượt qua để đạt đến chân lý. 


Trước Cantor, vấn đề vô cực chưa được hiểu một cách đầy đủ và có hệ thống. Nó 
là nguồn gốc của nhiều nghịch lý và sự nhầm lẫn (confusion). Các nhà Thần học 
thường dùng ý niệm vô cực (vô tận) trong những phép ẩn dụ (metaphor). Cantor 
là người đầu tiên đã đưa ra được giải thích hợp lý, chính xác và có hệ thống về 
khái niệm này. Trong phần đầu của bài này chúng tôi sẽ trình bày một số nghịch 
lý về vô cực nổi tiếng, sau đó sẽ trình bày những kiến thức đôt phá của Cantor về 
vô cực cùng là những khó khăn ông phải vượt qua để đạt được chân lý. Một số 
chi tiết quá chuyên môn sẽ được giải thích thêm trong phần phụ chú. 


1. Vài nghịch lý về vô cực. 


1. Nghịch ly Zeno. 
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Zeno nhà Triết hoc, nhà Toán học Hy Lạp, sống khoảng 490 - 430 trước TL. 


Zeno là một nhà Triết học Hy lap cổ đại, sống trong khoảng 490 — 430 trước Tây 
lịch, tức là trước Socrates (470 — 399 trước TL). Aristotle (384 — 322 trước TL) gọi 
Zeno là ông tổ của phương pháp biện chứng. Zeno nổi tiếng với nghịch lý về 
chuyển đông, phát biểu dưới nhiều cách khác nhau. 


e Nghich lý thường thấy dưới dạng sau đây gọi là nghịch ly Achilles! và con 
rua: 


Achilles và con rùa cùng nhau chạy dua. Ai cũng biết Achilles thì chay quá 
nhanh còn con rùa thì bò quá chậm. Vì thế Achilles cho rùa khởi hành trước. 
Nhưng Achilles có bắt bắt kịp con rùa không? 


Zeno nói KHÔNG, chàng dũng sĩ Achilles không thể nào thẳng cuộc đua. 


Đây là lý luận của Zeno. Giả sử khi Achilles bắt đầu chạy thì con rùa đã cách Achilles 
một khoảng đ vì con rùa chạy trước. Muốn đuổi kịp con rùa Achilles phải chạy hết 
khoảng cách ấy. Trong thời gian ấy con rùa đã di chuyển được một khoảng d' nào 
đó rồi. Muốn bắt kịp con rùa Achilles lại phải chạy hết khoảng cách a’, khi ấy con 
rùa đã đến một vị trí khác rồi. Và cứ thế tiếp tục mãi mãi....Bao giờ cũng có một 
khoảng cách nào đó giữa Achilles và con rùa, và như vậy Achilles không bắt kịp con 
rùa. 


e Giải thích thế nào đây? 
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Chúng ta lặp lại lý luận trên bằng cách lấy những con số cụ thé; thí du như quảng 
đường chạy đua là 100m, vận tốc con rùa (T) là 0.8 m/sec, còn Achilles (A) chạy 


1 Achilles mà một trong những anh hùng trong chuyện Thần thoại Hy Lạp. 
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nhanh gấp mười lần con rùa, tức là vận tốc của Achilles là 8m/sec. Giả sử con 
rùa chạy được 80m thi Achilles mới bắt đầu chạy. Dé chạy hết 80m nay Achilles 
mất 10 giây. Trong thời gian ấy con rùa bò thêm được 8m nữa. Achilles phải 
mất 1 giây cho khoảng cách này. Trong khoảng thời gian 1 giây ấy con rùa bò 
thên được 0.8m. Khoảng cách này Achilles phải mất 0.1 giây để chạy hết. Và cứ 
thế tiếp tục. Mỗi khi Achilles đến vị trí trước đó của con rùa, thì con rùa đã qua 
vị trí khác rồi. Nói cách khác Achilles không bắt kịp con rùa. 
Cái gì sai ở đây? Thời gian — tính bằng giây - Achilles chạy đuổi theo con rùa là 

10 + 1 + 0.1 + 0.01 +... 
Đây là một chuổi vô tận các con số dương hữu han, nghĩa là có vô số các con số 
dương hữu hạn được cộng lại với nhau. Người ta cho rằng tổng số vô cùng ấy phải 
là vô cực, cho nên Achilles không đuổi kịp con rùa. Nay ta biết rằng đây là tổng 
các số hạng của một cấp số nhân vô hạn với công bội 0 < q = = < 1, nên kết quả 


là một số hữu hạn, tính như sau: 


10 + 1 + 0.1 + 0.01 +... = = = = =11 += giây. 
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Vậy Achilles cần 11 += giây dé bắt kịp con rùa (với khoảng cách gần bằng 90m kể 
từ chỗ Achilles khởi hành). 
Cái sai trong lý luận của Zeno là người ta đã vô tình công nhận rằng tổng số của vô 
số các số dương hữu hạn sẽ không thể nào hữu hạn được. Rõ ràng tình huống này 
là không đúng với kiến thức về chuổi số vô hạn hội tụ ngày nay. 


2. Nghịch lý Galileo. 





Galileo Galilei 
(1564-1642) 


Galileo Galilei là một nhà Thiên văn học, một nhà Vật lý học và cũng là một nhà 
Toán học người Ý. Ông nổi tiếng về việc bảo vệ lập luận hệ đồng tâm của Copernic 
(tức là quả đất và các hành tinh khác quay quanh mặt trời) vì thế ông bị Tòa án Di 
giáo La Mã kết tội vào năm 1633: ông bị giam lỏng suốt đời và buộc phải rút lại 


những kết luận của mình”. Về lãnh vực Toán học ông có một nghịch lý thú vị sau 
đây. 

Chú ý đến tập hợp các số nguyên tự nhiên. Thỉnh thoảng ta bắt gặp một số nguyên 
b là bình phương của một số nguyên ø nào đó, ta nói b là một số chính phương. 
Thí dụ 1, 4, 9,... là những số chính phương. Thông thường ta cho rằng số các số 
chính phương thì ít hơn các số nguyên, xem cách sắp xếp dưới đây thì rõ. 


1 2 345 6 T 6 9 10 IL 12 13 
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Nhưng Galileo nói KHÔNG phải vậy. Ông lập luận bằng cách sắp xếp lại như sau: 


Qua đó ta thấy ở hàng trên có bao nhiêu số thì hàng dưới cũng có bấy nhiêu số. 
Nói cách khác, số các số chính phương cũng nhiều bằng số các số nguyên tự nhiên, 
tức là một phần cũng nhiều bằng toàn phần!? 


3. Nghịch ly Hilbert (hay là chuyện vé khách san Hilbert). 





David Hilbert (1862 - 1943). 


? Người ta kể rằng bước ra khói tòa, vừa di Galileo vừa làu bàu: « E pur si muove! » (Nhưng nó vẫn cứ quay!) 
Trước Galileo đã có Bruno bị lên dàn hóa vì chuyện này rồi. 

3 Toàn phần bao giờ cũng lớn hơn một phần (Le tout est toujours plus grand que la partie. Sách Elements của 
Euclid — Qui định số 5). Vậy Galileo đã nói ngược với Euclid rồi 
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David Hilbert là một nhà Toán học người Đức. Ông được xem là một trong hai nhà 
Toán học hàng đầu thế giới trong thời gian đầu thế kỷ 20. Ông có một chuyện kể 
vui mà những người cùng thời đặt tên là chuyện về khách sạn Hilbert. Có thể ông 
muốn góp phần “ủng hộ” cho Cantor — người bị một số nhà Toán học cùng thời 
hiểu lầm hoặc không muốn hiểu (sẽ nói trong phần sau). Một lần nữa đặc điểm 
của tập hợp có vô số phần tử là lý do của nghịch lý sau đây. 


George Gamov trong cuốn sách One, Two, Three...., Infinity kể lại chuyện của Hilbert 
như sau: 


e Hay tưởng tượng có một khách sạn có vô số phòng. Môt hôm có một ông 
khách đến mướn phòng. Người quản lý nói: “Rất tiếc, khách sạn chúng tôi 
đã hết phòng.” Người khách nói: “Khách sạn có vô số phòng ma! Hãy để 
tôi sắp xếp.” Người quản lý đồng ý. Người khách chỉ cho quản lý làm như 
sau: Khách ở phòng số 1 được di chuyển qua phòng số 2, khách ở phòng 
số 2 được di chuyển qua phòng số 3, khách ở phòng số 3 được di chuyển 
qua phòng số 4,...,cứ thế tiếp tục. Và phòng số 1 trống sẽ dành cho người 
khách mới đến. Có phải mọi người đều sẽ có phòng cả không? (Xem hình 
a.) 
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Empty for the new 
guest! 


Hinh a. 


e | Một hôm khác người khách thông thái lại dán đến khách sạn “vô cực” ấy 
một số khách đông vô cùng (vô cực), và họ muốn mướn phòng. Quản lý 
nói: “Rất tiếc, chúng tôi không còn một phòng nào trống cả.” Người khách 
thông thái nói: “Hãy để tôi giúp.” Và đây là cách ông ấy chỉ cho quản lý làm: 


* Nhà Toán học thứ hai là Henri Poincaré (1854 - 1912). Độc giả có thể xem cuốn Từ Poincaré đến Perelman (Dịch 
cuốn Poincaré's Prize) dé biết thêm cuộc đời và sự nghiệp của nhà Toán học được mệnh danh là The last 
universalist (Tạm dịch: Nhà thông thái cuối cùng), do tác giả bài viết này dịch. 
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Khách ở phòng số 1 được di chuyển sang phòng số 2, khách ở phòng số 2 
được di chuyển sang phòng số 4, khách ở phòng số 3 được di chuyển sang 
phòng số 6,..., cứ thế tiếp tục. Như vậy tất củ những phòng mang số lẻ đều 
trống. Các khách mới đến sẽ được phân phối vào các phòng này. Có phải 
như vậy mọi người đều sẽ có chỗ cả không? (Xem hình b.) 
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Hinh b. 


2. Georg Cantor, người chế ngự vô cực. 


1. Vài nét về Cantor. 

Xuyên qua Lịch sử Toán học, ta thấy có những con người làm thay đổi cách suy 
nghĩ, làm thay đổi bộ mặt của Toán học bằng ý tưởng, bằng lý thuyết của họ. 
Euclid khoảng 300 năm trước Tây lịch với bộ sách Elements là một thí dụ. Hơn 
1800 năm sau, khái niệm vô cùng nhỏ của Leibniz và Newton đã tạo ra phép tính 
Vi-Tích-phân (Calculus) làm phát triển không những Toán học mà cả các Khoa học 
có liên quan với một tốc độ đáng kể. Tiếp theo là một số đông các nhà Toán học 
tên tuổi khác với những đóng góp không nhỏ như Weierstrass, Cauchy, 
Dedekind,...nhưng hơn nổi trội cả trong giai đoạn này là Cantor với lý thuyết tập 
hợp vô hạn của mình. “Đó là một trong những đóng góp đột phá cho Toán học 
trong suốt gần 2500 năm Lịch sử Toán học.” (David Burton. The History oƒ 
Mathematics: An introduction.) 





Georg Cantor (1845 - 1918), hình ở tuổi 25 tuổi và hình trước khi qua đời vài năm. 


Tên đầy đủ của ông là Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor. Ông sinh ngày 3 
tháng 3 năm 1845 tại Saint Petersburg, Nga. Nhiều thành viên trong đại gia đình 
ông là nhạc sĩ, nghệ sĩ, cho nên từ rất sớm ông đã được sống trong một môi trường 
thuận lợi cho thiên tài phát triển. 

Năm 1862, Cantor vào Đại học Zurich, Đức. Cha của ông muốn con trai của mình 
thành kỹ sư, một nghề có tương lai rực rỡ thời ấy. Nhưng sau mùa đầu, Cantor bắt 
đầu hướng hän về Toán học. Năm sau ông chuyển về Đại hoc Berlin, ở đó ông may 
mắn được học với Weierstrass, Kummer, và cũng không may trong số giáo sư của 
ông có Kronecker (tại sao, sẽ nói thêm trong phần sau). Năm 1867 - ở tuổi 22 — 
Cantor nhận bằng Tiến sĩ với luận án về Lý Thuyết Số, rồi được bổ nhiệm về Đại 
học Halle. Bị hấp dẫn bởi những bài nghiên cứu chặt chẽ và chính xác về Giải tích 
của Weierstrass, Cantor viết một loạt bài báo về biểu diễn hàm số bằng các chudi 
lượng giác. Chính những bài báo này vô tình đã hướng Cantor tới những tập hợp 
các điểm trên đường thẳng số. Ông nhận ra nhanh chóng rằng chủ đề này phức 
tạp hơn ông tưởng, từ đó ông bắt đầu để hết tâm trí nghiên cứu các tập hợp, nhất 
là những tâp hợp vô hạn. 


2. Một số kết quả cơ bản trong lý thuyết của Cantor. 


Chúng ta bắt đầu với định nghĩa của chính Cantor: “Tập hợp được tạo nên bởi vật 
thể phân biệt mà trực giác hoặc trí tưởng tượng chúng ta có thể hình dung ra.” 
(Cantor. Bản dịch của Philip E.B. Jourdain, p 85). 


Điều cơ bản đầu tiên mà chúng ta quan tâm là kích cỡ (size) của tập hợp và so sánh 
kích cỡ của hai tập hợp. Đối với tập hợp hữu hạn thì chỉ cần đếm số phần tử của 
chúng và so sánh các số này. Chẳng hạn tập hợp A = {a,b,c,d} có 4 phần tử còn 
tập hợp B = {2,4,6,8,10} có 5 phần tử, như vậy A có kích cỡ nhỏ hơn kích cỡ của B. 


Cantor dùng ký hiệu À để chi là lực lượng của tập hợp A (cardinal number of A), 
tức là số phần tử mà nó chứa. Trong trường hợp này ta có 


A<B. 
Còn đối với tap hợp vô hạn thì sao? Làm sao đếm hết các phan tử của chúng? Va 
liệu có đếm được không? Nhưng mà đếm là gì chứ? 


Đây là câu chữ của Cantor: “Chúng ta nói hai tập hợp M và N tương đương với 
nhau, viết là M ~ N hoặc N ~ M, nếu có thể bằng một cách nào đó, liên kết mỗi 
phần tử của tập hợp này với một và chỉ một phần tử của tập hợp kia.” (Cantor. 
Sách đã dẫn, p 86). 


Ngôn ngữ Toán ngày nay nói rằng sự liên hệ giữa hai tập hợp trong định nghĩa của 
Cantor là một ánh xạ một-một-trên (one-to-one and onto mapping) hoặc là một 
song ánh (a bijection) giữa hai tap hợp ấy. Nói một cách khác hai tập hop M và N 
tương đương với nhau khi có một song ánh ƒ từ M đến N. 


fF MAN. 


Lưu ý rằng khi ấy ánh xa ngược ƒ1: N — M cũng là một song ánh nén định nghĩa 
của Cantor hoàn toàn hợp lý. Hai tập hợp M và N tương đương với nhau thì cùng 
cỡ (same size) nghĩa là có cùng lực lượng. Ta viết: M=N. 





Đếm là gì? Xem tập hợp M = {a,b,c,d}. Ta thiết lập một song ánh giữa M và tập 
hợp {1,2,3,4}, một tập hợp con (a subset) của tập hợp các số tự nhiên Ñ. Ta nói ta 
đã đếm tập hợp M và số phần tử của nó là 4. Đó là một tập hợp hữu hạn. Còn với 
tập hợp vô hạn thì sao? Dưới đây là mở rộng khái niệm đếm cho tất cả các loại 
tập hợp: 


e Táp hợp S được gọi là đếm được (countable) nếu nó hữu hạn hoặc nếu có 
một song ánh từ tập hợp cúc số tự nhiên N đến S. 
e Tập hợp S được gọi là không đếm được (uncountable) nếu nó không phải 
là tập hợp đếm được. 
Tập hợp N là tập hợp vô hạn đếm được cơ bản, song ánh nói trong định nghĩa là: 


f: NON; f(n)=n. 


Điều thú vị là sau đó Cantor cho thấy rằng tập hợp các số tự nhiên chẵn E*, một 
tập hợp con thực sự của Ñ, cũng là vô hạn đếm được nhờ song ánh f{n) = 2n, tức 
la E'~ N. Dễ thấy rằng tập hợp các số tự nhiên lẻ cũng vô hạn đếm được. Điều 
này một lần nữa giải thích thêm nghịch lý Galileo và cho thấy ghi chú số 5 trong bộ 
sách Elements của Euclid° không đúng trong trường hợp tập hợp vô hạn. 


Năm 1888, Richard Dedekind, một người bạn rất gần với Cantor, dùng nội dung 
trên để chính thức đưa ra định nghĩa thế nào là một tập hợp vô hạn: 


Một tập hợp là vô hạn khi nó tương đương với một tập hợp con thực sự của nó. 
Trong trường hợp trái lại, tập hợp ấy là hữu han. 


Bây giờ hãy nghĩ đến tập hợp các số nguyên Z = {...,-2,-1,0,1,2,...}. Nó là loại gi? So 
với Ñ nó “lớn” hơn, nói rõ hơn nó chứa Ñ. Nhưng Cantor chứng minh được rằng 
nó tương đương với Ñ như sau: 


Viết lại Z = (0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, ...}, rồi thiết lập ánh xa: 


n ^ g% 
; neun chăn. 
f: N>Z; fn)=441n , , 
— néun lé. 
2 
Ta có thể kiểm chứng rằng đó là một song ánh. Vậy N và Z tương đương với 
nhau. Do đó theo định nghĩa chúng có cùng lực lượng. 


Cuối cùng Cantor chứng minh được mọi tập hợp con của một tập hợp đếm được 
đều đếm được. 


Tất cả những điều này đối với chúng ta ngày nay không có gì lạ cả, nhưng chúng 
gây rất nhiều ngạc nhiên trong giới Toán học thời ấy. 

3. Cantor đi xa hơn nữa. 

Tất cả các tập hợp được xem xét tới giờ này chỉ là những tập hợp các số nguyên. 
Thế còn tập hợp các số hữu tỷ Q thì sao? Đã có lúc nhà Toán học nghiệp dư thiên 
tài Fermat cũng có nghĩ tới câu hỏi này rồi, nhưng ông ấy chưa đưa ra được câu 
trả lời rõ ràng. Cantor chứng minh được Ñ x Ñ đếm được bằng cách liệt kê các 
phần tử của tập hợp tích này (xem hình dưới đây), từ đó suy ra rằng tập hợp Q là 
vô hạn đếm được. Như vậy Q ~ N. 


5 Nhắc lại: Toàn phần bao giờ cũng lớn hơn một phần (Euclid). 
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1 2 3 4 5 6 7 8 
1 1 1 1 1 1 1 1 
eo ee —-.: 
: NPL al aKa gK na 2 
1 2 -- 3 C^ ca 2 6 7 8 
DE ee ee AAC 3 3 
E 2 NAT E a, LE 
gh AIT dc... 4 4 4 
EN i Tr Ec EC E 
: s 19 Sus ý 3 05. 3715 
1 2 3 #4 4 5 6 3 8 
: UI ge go 6a 8.8. 
1 ES 4 2 6 " 8 
: 34 OT ru n omo ag S 
T 3 4 5 6 7 8 
N:“:-:-.:^ E 
1 2 3 4 2 6 7 8 


(Chú ý trong bảng trên các phân số bị gạch bỏ vi đã được liệt kê ít nhất là một lần rồi.) 


Đến đây ta thấy Cantor đã có một bước tiến rất lớn với những kỹ thuật chứng 
minh chưa từng thấy trước đó. Nhưng ông chưa dừng ở đây vì câu hỏi rất quan 
trọng đối với ông vẫn còn đây: Tập hợp các số thực R thì thế nào so với Ñ ? Và 
Cantor đã trả lời được bằng định lý nổi tiếng sau đây: 


Định lý: Tập hợp các số thực R là không đếm được. 


Cantor đưa ra hai cách chứng minh, cả hai đều độc đáo chưa từng có. Nhưng 
trước khi đi vào chỉ tiết của hai chứng minh này, người viết xin được nhắc ra đây 
một trong những kết quả mà chứng minh có trong phan phu chüé: 


Khoảng (0,1) là tương đương với tap hợp cúc số thực R. 


Như vậy muốn chứng minh R là không đếm được ta chỉ cần chứng minh khoảng 
(0,1) là không đếm được. 


e Chứng minh 1: Phương pháp đường chéo (diagonal argument). 


Giả sử (0,1) đếm được, tức là có một song ánh ƒ: W (0,1). Giả sử bảng dưới 
đây cho giá trị của ƒ(n) với mọi số tự nhiên n. 


Ta đọc: f(0) = 0.do,o do,1 Go,2 do,3 ao4....; f(1)20.010011012013014..; … Van vân. 


$ Xem phụ chú. 
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0 +> 0. đo 0 đọ 1 đọ 2 đọ 3 đọ 4 - -- 
l> 0. a1,0 41,1 41,2 đị 3 11,4 --- 
2 -> 0. 02.0 42,1 42,2 G2 3 G24... 
3 > 0. đạo 43,1 43,2 03,3 đã 4... 
4 — 0. Q4,0 đ4 1 24,2 04,3 04,4 . .- 


Ta chứng minh ánh xa này không thé là toàn ánh (onto = surjective). Từ các chữ 
số in màu trong bảng trên, ta lập nên một số thực mới, đó là 

y = 0.00,0 1,1 2,2 3,3 4,4... 
Số y không thể trùng với bất cứ giá trị nào của f(n) trong bảng trên. That vậy, nó 
khác f(1) từ số thập phân thứ hai; nó khác f(2) từ số thập phân thứ ba; nó khác f(3) 
từ số thập phân thứ tư,..., vân vân. Vì y € (0,1) và không có số tự nhiên n nào để 
f(n) = y, nên ƒ không là toàn ánh được. 
Tóm lại f không phái là song ánh, tức là (0,1) là không đếm được. o 


e Chung minh 2: Phương pháp dãy các khoáng kín bi chặn lồng vào nhau 
(Sequence of closed bounded nested intervals). 


Giả sử | = (0,1) đếm được, tức là ta có thể liệt kê hết tất cả các phần tử của nó: 
| = (xs, Xz Xs, .... 


Đầu tiên ta chọn một khoảng kín /1 trong I sao cho x1 € lı . Sau đó ta chọn một 
khoảng kín /2 trong lı sao cho x? € l2 . Cứ nhu thế tiếp tuc ta sẽ được dãy các 
khoảng kín lồng vào nhau như sau 


sao cho Xn € In với mọi số tự nhiên n. Theo tính chất của dãy các khoảng kin bi 
chặn lồng vào nhau” thì tồn tại một số a € In với mọi số tự nhiên n. Khi ấy a z Xn 
với mọi số tự nhiên n, nghĩa là a không có trong danh sách các phần tử của ! đã 
được liệt kê. Điều này vô lý via € In với mọi số tự nhiên n, nena El. Tóm lại, 
(0,1) là không đếm được. o 


Một kết quả của định lý Cantor là tập hợp các số vô tỷ không đếm được. 


7 Xem phụ chú. 
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Như vậy ngoài những tập hợp cùng cỡ với tập hợp N (tức là đếm được), còn tồn 
tại những tập hợp cỡ lớn hơn (những tập hợp không đếm được), hóa ra là có nhiều 
loại vô cực! Để chỉ lực lượng của các tập hợp vô hạn Cantor dùng các ký hiệu sau: 
N = No và E =c. 

Theo lý luận trên, Cantor viết: No « c. Đến đây Cantor tiếp tục tự hỏi: Lực lượng 
của R? = RX R là gì? Có lớn hon lực lượng của R không? Theo ngôn ngữ Hinh 
học thì câu hỏi được chuyển thành: số điểm trên mặt phẳng có nhiều hơn số điểm 
trên đường thẳng không? Cantor nghĩ câu trả lời là đúng và tìm cách chứng minh. 
Chẳng những không chứng minh được mà, vào năm 1877, ông đã khám phá ra 
điều ngược lại, nghĩa là ông đã chứng minh được 


Trong một bức thư gởi cho Dedekind, Cantor viết: “Tôi thấy mà tôi không tin 
được.” (Dunham. Journey through Genius, p 273). Nhưng Cantor vẫn chưa tìm 
thấy tập hợp có lực lượng lớn hơn lực lượng của R. Sau nhiều nổ lực của bộ óc 
thiên tài, Cantor đã tìm thấy điều tổng quát hơn câu hỏi làm bận tâm ông rất nhiều 
ấy. Năm 1891, trong bài báo Über eine elementare Frage der 
Mannigfaltigkeitslehre (On an Elementary Question of the Theory of Multiplicity) 
Cantor đã phát biểu và chứng minh định lý sau đây — ngày nay định lý nay mang 
tên ông: 


Định lý Cantor: Với bất kỳ tập hợp A, ta luôn luôn có: 
A< P(A). 


Trong định lý trên, P(A) là tập hợp tat cả các tap hợp con của A. (Chứng minh dé 
trong phần phụ chú). 


Áp dụng định lý này ta có R < P(R), nghĩa là tập hợp P(R) có lực lượng lon hơn 
lực lượng của tập hợp R. Cứ thế tiếp tục, ta có chuổi thứ tự sau đây: 








No« c« P(R) < P(P(R)) <... 


Như vậy là có vô số loại vô cực khác nhau được sắp xếp thứ tự. Đối với thời ấy thì 
đây là một cái gì không tưởng tượng được, ngay cả với chúng ta ngày nay điều này 
cũng thật đáng kinh ngạc. Vẫn theo Dunham trong sách đã dẫn: “Điều này có thể 
là một chân lý lớn nhất sau thời kỳ Hy Lạp cổ đại đến nay.” Còn một câu hỏi cuối 
cùng mà Cantor vẫn chưa nghĩ ra, đó là: Ở giữa hai lực lượng vô cực No và c, có 
còn vô cực nào không? Ngày nay người ta phải chấp nhận là không có, và gọi đây 
là giá thiết của sự liên tục (the continuum hypothesis). 


8 Ta bỏ chữ vô hạn vì từ đây ta chỉ chú ý đến tập hợp vô hạn. 
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4. Phản ứng của những người đương thời và kết thúc bi thảm của Cantor. 


Tất cả những việc làm của Cantor làm bùng lên nhiều phản ứng khác nhau trong 
cộng đồng Toán học thời ấy. Có những phản ứng ủng hộ, cổ vũ, có những phản 
ứng có tính cách tấn công của kẻ thù. Vết thương đau đớn nhất lại do chính người 
thầy cũ của Cantor gây nên: nhà Toán học Leopold Kronecker (1823 - 1891). 





Leopold Kronecker (1823 - 1891) 





Kronecker- 


Symbol 


à Of 1 falls i=j 
ï U0 falls i#j 


l'in 


Con tem có hình của nhà Toán hoc Kronecker và những dấu ấn của ông trong Toán học. 





Deutsche Post © 
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UT 











Kronecker là một nhà Toán học lớn người Đức vô cùng bảo thủ. Ông là tác giả câu 
nói nổi tiếng "Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist 
Menschenwerk.” (Thượng Dé làm ra số nguyên, tất cá cái còn lại là do con người.) 
Vì vậy những gì không được xây dựng trên cơ sở các số nguyên đều được ông cho 
là lố bịch, không đáng để mắt tới. Do đó ông đặc biệt không ưa ngành Giải tích 
của Wierstrass nổi tiếng thời ấy. Kronecker đã từng làm cho nhà Toán học vĩ đại 
Weierstrass phải muốn khóc với ý kiến: “Những kết luận sai trái ấy mà được gọi 
là Giải tích học đó sao?” (David Burton. The History of Mathematics: An 
introduction, p 631). Kronecker không thể nào chịu nổi cái ma ông gọi là “thứ 





Karl Weierstrass (1815 - 1897), nhà Toán học hàng đầu của Đức thế kỷ 19, người được 
xem là đã tạo ra ngành Giải tích hiện đại. 
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ngôn ngữ ð — e của Cauchy.” Hãy tưởng tượng xem cảm tưởng của ông thế nào 
về những ý tưởng về vô cực của Cantor. Trong một bài báo Cantor có lần nói đại 
ý rằng nếu từ chối khái niệm vô cực thì tức là từ chối trực tiếp sự tồn tại của các số 
vô ti (E. Maor. To Infinity and Beyond: A Cultural History of the Infinity.) Nhưng đó 
đúng là điều mà Kronecker đã làm. Hinh nhu ông ta chỉ muốn Toán học từ thói 
Pythagoras cho dén thé ky 19 thói. Kronecker dác biét vó cüng ghét Ly Thuyét Táp 
hợp của Cantor và do đó ghét lây sang cả con người Cantor nữa. Điều này ảnh 
hưởng rất nhiều đến đời sống của thiên tài Toán học Cantor. Chúng ta nhớ lại 
rằng sau vài năm ra trường Cantor được bổ nhiệm về Đại học Halle, một loại 
trường Đai học chưa có uy tín, một loại trường Đại học hạng hai, và lúc nào ông 
cũng muốn được có nhiệm sở tại Đại học Berlin danh tiếng. Nhưng Kronecker 
đang là giáo sư kỳ cựu và có thế lực tại đây, cho nên ước muốn của Cantor là điều 
không thể thực hiện được. Thậm chí Kronecker còn dùng ảnh hưởng của mình để 
ngăn chặn một số bài báo của Cantor ở tòa soạn các tờ báo Toán học có tiếng, cho 
nên bài báo của Cantor chỉ có thể xuất hiện ở những tờ báo loại thường. Mặc dù 
Cantor được một số nhà Toán học tên tuổi ủng hộ, cổ vũ, như Hilbert, Weierstrass, 
Dedekind,...nhưng vị thế của Kronecker khi ấy rất mạnh, mạnh một cách áp đảo. 


Tất cả những tấn công ấy nhắm vào chính cá nhân của Cantor làm cho cuộc sống 
Cantor luôn luôn bị căng thẳng. Thêm vào đó trong thời gian dài Cantor không thể 
chứng minh được giỏ thiết về sự liên tục, Cantor gần như kiệt lực. Vào năm 1884, 
Cantor đã bắt đầu có dấu hiệu suy nhược thần kinh, nên sau đó người ta đưa vào 
bệnh viện tâm trí Halle. Sau một vài tháng, ông bình phục và trở lại công việc, trở 
lại với nghiên cứu. Năm 1888, trong một bài báo, ông viết: “Tôi tín rằng lý thuyết 
của tôi chắc chắn chư dé tảng. Mũi tên nào bắn vào nó, mũi tên ấy sẽ nhanh chóng 
quay về người bắn.” (Dunham. Sách đã dẫn, p 283). Năm 1899, điều bi thảm đã 
đến với ông. Người con trai út mà ông thương yêu nhất — Rudolph - qua đời đột 
ngột, làm cho ông đột quy. Từ đó, ông liên tiếp ra vào bệnh viện tâm trí vào các 
năm 1902, 1904, 1907, 1911 với các chu kỳ: bệnh, khỏi bệnh, lại bệnh,...Cuối cùng 
ông phải rời khỏi nhiệm sở năm 1913 trong tình trạng gần như mất trí. Trong 
những năm này, lý thuyết của Cantor đã lan tỏa và được chấp nhận khắp mọi nơi, 
nhưng bệnh tâm trí của Cantor thì càng ngày càng nặng. Ông mất tại bệnh viện 
ngày 6 tháng 1 năm 1918. 


Đó là kết thúc thảm kịch của một trong những thiên tài của thế giới Toán học. Ý 
tưởng độc đáo của ông tiếp tục là nguồn cảm hứng của nhiều thế hệ Toán học sau 
này. Nhà Toán học vĩ đại Hilbert từ đầu đã không cho phép lý thuyết của Cantor 
chết. Hilbert nói về lý thuyết của Cantor: “Đó là một sản phẩm trí tuệ tinh tế nhất 
của một thiên tài Toán học, một trong thành tựu cao cấp nhất mà trí tuệ con người 
có thể đạt được.” (Burton. Sách đã dẫn, p 629). Để bảo vệ lý thuyết này, Hilbert 
viết: “Không ai có thể ngăn cấm chúng ta bước vào thế giới kỳ diệu mà Cantor đã 
tạo ra."(Dunham. Sách đã dẫn, p 281). « 
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Phụ chú 


Phụ chú 1. Khoảng (0,1) tương đương với đường thẳng thực R. 


x 


Đó là ham số liên 





Chứng minh: Xem hàm số f:  — (0,1) định bởi f(x) = 


e 
1+e#` 
tục trên R và có đạo hàm: 


ex 


F(X) 7c 


>0; với mọi x€ R. 





Vậy hàm số này liên lục và đồng biến nghiêm cach trên R. 
Ngoài ra ta còn có 
lim f(x) =0 và lim f(x) 2 1, 
X——00 x00 


cho nén f: R — (0,1) là một song ánh. Vậy R tương đương với (0,1). o 


Phu chü 2. 
Binh ly: (Vé khoáng lóng) 


Nếu {In}, n € N là một dãy gồm các khoáng kín (đóng) bị chán lồng vào nhau, nghĩa 
là 


thì 241,29. 


Chứng minh: 
Với mỗi n EN, đặt /; = [an , bn]. Hai dãy số (an) và (ba), do giả thiết In 2 In. phải 
thỏa điều kiện: 

(*)  ai<a›a <as<.. San S bn < bna <... < b2 < b1. 


Như vậy dãy số (an) tăng và bị chặn trên nên hội tụ về môt sõ a, còn dãy sõ (bn) 
giảm và bị chặn dưới nên hội tụ về một số b. Do điều kiện (*) nói trên nên ta có: 


an<a<b<ba. 
Từ đó a,b € In với moin € N. Suy ra 


[2:4 . O 
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Phụ chú 3. 

Định lý Cantor: Với bất kỳ tập hợp A, ta luôn luôn có: 
A< P(A) 

trong do P(A) là tap hợp các tập hợp con cua A. 

Chứng minh: 


Coi ánh xa f: A > P(A) định bởi f(a) = {a}. Hiển nhiên f là ánh xa 1-1 (injective), từ 
do 


(*) A<P(A). 





Giả sử dáng thức xảy ra, nghĩa là ta có A = P(A), tức là À ~ P(A). Theo định nghĩa, 
khi ấy có một song ánh g: A > P(A). Coi tập hợp 


B={a€A/a¢ O(a) }. 


Hiển nhiên B là một tap hợp con của A cho nên B € P(A). Vig là một song ánh 
nên tồn tại một phần tử x € A sao cho g(x) = B. Có hai trường hợp có thể xảy ra: 


1. x€ B. 

Theo định nghĩa của B, x € g(x). Nhung g(x) = B, do đó x € B. Mau thuẩn. 
2. x € B. 

Theo dinh nghĩa của B, x € g(x). Nhung g(x) = B, do đó x EB. Mau thuẩn. 


Cả hai trường hợp đều dẫn tới mâu thuẩn. Vậy giả sử A = P(A) là không thể xảy 
ra được, nghĩa là A + P(A). Cùng với (*), bắt buộc chỉ có 








A< P(A). n 


KK K K K K K K KKK 
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Câu chuyện về 
HUY CHƯƠNG FIELDS 


(Fields Medal) 


Tặng cúc bạn cựu sv Toán ĐHSP Saigon. 


Huy chương Fields (Fields Medal) là cách gọi tắt thông thường của một phần 
thưởng cao quý trong giới Toán học dành tặng cho những nhà Toán học xuất sắc 
nhất không quá 40 tuổi. Có người gọi nó là giải Nobel Toán học, gọi như thế chỉ là 
cách so sánh tính cao quý của giải này với giải Nobel, chứ thực tế không có giải 
Nobel dành cho Toán học!. Càng về sau giải thưởng Fields càng nổi tiếng, nhưng 
ít người ngoài giới Toán học biết nhiều về giải thưởng này. Bài viết này sẽ trình 
bày lịch sử sự ra đời của giải thưởng và những sự kiện có liên quan. Ngoài ra chúng 
tôi cũng có một phụ bản có tên của tất cả các nhà Toán học đã được trao tặng giải 
thưởng cùng những khám phá xuất sắc của họ. 


Cũng như tất cả các câu chuyện Toán học chúng tôi biên soạn hoác biên dịch, mục 
đích của chúng tôi là cung cấp cho học sinh, sinh viên và độc giả quan tâm đến 
Toán học những thông tin, những hiểu biết có tính phổ thông về lịch sử phát triển 
Toán học ở một giai đoạn nào đó. Ước mong của chúng tôi là tạo thêm hứng thú 
cho các bạn trẻ trong việc học tập và nghiên cứu bộ môn Khoa học tuyệt đẹp này. 

California cuối Hè 2017 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


1 Xem phụ chú về vấn đề tại sao không có giải Nobel cho Toán hoc và những xì xâm quanh câu chuyện này. 


1. John Charles Fields 





John Charles Fields (1863 — 1932), nhà Toán học Canada, người sáng lập giải 
thưởng Fields. 

John Fields sinh ra ở thành phố Hamilton, Ontario, Canada, năm 1863. Cha của 
ông có một cửa hàng bán da thú ở đường King và gia đình ông sống ở gần đó (nay 
khu này là một phần thuộc Jackson Square và một phần khác thuộc khu vực khách 
sạn Ramanda). Sau khi tốt nghiệp Đại học Toronto năm 1884, ông chuyển đến học 
Cao học tai Đại hoc Johns Hopkins, một trường danh tiếng của Mỹ, trưởng khoa 
Toán thời ấy do J.J. Sylvester, một nhà Toán học nổi tiếng, đảm nhiệm. Ông tốt 
nghiệp Ph.D. năm 1887 và ở lại giảng dạy tại đây trong 2 năm trước khi chuyển 
sang Đại học Allegheny, Pennsylvania. 

Không thỏa mãn với nền Toán học Bắc Mỹ thời ấy, năm 1891 ông sang sống và làm 
việc hơn 10 năm tại Châu Âu, chủ yếu là ở Göttingen và Paris. Ở đây ông chịu ảnh 
hưởng sâu đậm về phong cách làm việc và nghiên cứu của một số nhà Toán học 
Châu Âu thời ấy như Klein, Frobenius, Weirstrass,...Trong 10 năm này ông đã công 
bố nhiều bài báo trong lãnh vực hàm-đại số và kết bạn với nhà Toán học nổi tiếng 
người Thụy Điển Gosta Mittag-Leffler. 

Năm 1902, Fields trở về Canada, giảng dạy tại Đại học Toronto, và công tác ở đó 
cho đến hết đời. Ông được giải thưởng Hoàng gia Canada (Royal Society of 
Canada) năm 1909 và giải thưởng Hoàng gia Anh (Royal Society of London) năm 
1913. Thời gian nghỉ ông thường đi đây đó khắp Châu Âu. Ông quen biết nhiều 
giới Hoàng gia trên thế giới, chẳng hạn như Hoàng gia Anh, Hoàng gia Thụy Điển, 
và ngay cả Mussolini (trong thời gian Đại hội Toán học thế giới diễn ra tại Bologna, 
Ý, năm 1928). 


Fields hoạt động không mệt mỏi trong việc quảng bá Toán học, nhất là lãnh vực 
tìm tòi nghiên cứu. Ông vận động thành phố Toronto và chính quyền Canada tài 
trợ cho quỹ nghiên cứu Khoa học của Đại học Toronto. Số tiền hàng năm đem về 
cho trường là $75,000, một con số rất có ý nghĩa (so với lương của một giáo sư khi 
ấy là $1,000 / năm). Ông cũng vận động thành lập được Hội Đồng Quốc Gia Nghiên 
Cứu Khoa Học Kỹ Thuật Canada. Ông giữ chức Chủ tịch Viện Nghiên cứu Hoàng 
gia Canada (Royal Canada Institute) từ năm 1919 đến năm 1925. Trong thời gian 
này, ông đã biến đổi cơ quan này thành thành một cơ quan quản lý nghiên cứu và 
phát triển Khoa học Kỹ thuật. Nhiều nhà Khoa học nổi tiếng thế giới được ông mời 
về đây thuyết trình những đề tài mới nhất, thúc đẩy sự phát triển Khoa học cho 
đất nước ông. 


2. Đại hội các nhà Toán học Thế giới (ICM) 

Lâu nay cộng đồng Toán học trên toàn thế giới làm việc riêng rẽ, từng nhóm với 
nhau hoặc từng quốc gia với nhau, chưa có một cuộc tập họp nào có tính tổ chức 
quy mô. Lần đầu tiên, vào năm 1897, một số các nhà Toán học có tiếng tụ họp với 
nhau tại Zürich (Bỉ). Họ gồm có 208 nhà Toán học từ 16 nước khác nhau, trong đó 
Nga có 12 và Mỹ có 7. Họ bàn đủ mọi vấn đề, từ tổ chức sinh hoạt tới chuyên 
môn. Đó là Đại Hội các nhà Toán học lần thứ nhất (The International Congress of 
Mathematicians, ICM). Họ cũng thống nhất với nhau là Đại Hội lần thứ hai diễn ra 
tại Paris (Pháp) vào năm 1900, sau đó cứ 4 năm một lần Đại Hội lại được tổ chức 
ở một địa điểm nào đó được thỏa thuận trước. Đại Hội tai Paris năm 1900 đánh 
dấu bước ngoặc của lịch sử phát triển Toán học: Tại diễn đàn này, nhà Toán học 
hàng đầu thế giới David Hilbert đưa ra 23 bài toán (vấn đề) định hướng cho những 
gì sẽ diễn ra trong thế kỷ 20 và sau đó. 

Theo quyết định của Đại Hội lần thứ 6 năm 1920 họp tại Strasbourg (Pháp) thì Đại 
Hội lần thứ 7 năm 1924 sẽ diễn ra tại Toronto (Canada). Một ủy ban chuẩn bị cho 
Đại Hội được thành lập vào tháng 11 năm 1923, trụ sở đặt tại Đại Học Toronto, 
chủ tịch ủy ban do giáo sư John Fields và thư ký là giáo sư John Synge, một đồng 
nghiệp của ông, đảm nhiệm. 

Tưởng cũng nên nhắc lại một sự kiện tưởng chừng như sự đoàn kết của cộng đồng 
Toán học thế giới đã có thể tan vỡ rồi. Sau Thế chiến thứ nhất, bản đồ thế giới có 
một số thay đổi, sự đoàn kết giữa dân tộc này với dân tộc khác, quốc gia này với 
quốc gia khác vẫn còn nhiều đe dọa rạn nứt. Cộng đồng Toán học thế giới cũng 
không thể tránh khỏi hệ quả. Đại Hội các nhà Toán học tại Strasbourg năm 1920 
đã loại bỏ các đoàn của các nước Đức, Áo-Hung, Bulgaria, và Thổ Nhĩ Kỳ (theo phe 
Truc). Đã có những tiếng nói phản đối lại quyết định này, nhưng không đủ mạnh, 
thí dụ như nhà Toán học người Anh G.H. Hardy phát biểu: “Hãy trad những mối liên 
hệ có tính Khoa học về đúng vị trí của nó. Đối với tôi, những gì một số nhà Khoa 
học nổi tiếng của Pháp và Anh đã nói năm qua (1918) có thể xem như ngu xuẩn.” 


Mittag-Leffter, nhà Toán học nổi tiếng người Thụy Điển, cũng lên án mạnh mẻ chủ 
trương mang tính chất chính trị này. 

Khi được giao nhiệm vụ đứng ra chịu trách nhiệm tổ chức Đại Hội 1924 tại Toronto, 
Fields đi nhiều nước trên thế giới, nhất là Châu Âu, vận đông cho sự đoàn kết, 
muốn đại hội lần này thành công tốt đẹp hơn lần trước. Tuy nhiên, việc các nhà 
Toán học thuộc các nước theo phe Đức trong Thế chiến thứ nhất vẫn phải tiếp tục 
bị loại trong đại hội lần này, trái với ý của Fields. Mãi cho tới kỳ Đai Hội 1928 ở 
Bologna, các nhà Toán học này mới được chấp thuận trở lại Đại Hội. 


3. Huy chương Fields 


Lịch sử huy chương Fields bắt đầu từ Đại Hội 1924 Toronto. Trong khi tiến hành 
chuẩn bị Đại Hôi, Fields đã có ý định thiết lập một phần thưởng trao tặng cho một 
hoặc hai nhà Toán học xuất sắc nào đó, nhưng Fields chưa có điều kiện thực hiện. 
Cho tới cuộc họp ban trù bị năm 1931 chuẩn bị cho Đại Hội 1932 tổ chức lai Zürich 
— Fields là thành viên — Fields mới chính thức đưa ra ý kiến này. Trích báo cáo của 
ủy ban trù bị về ý kiến của Fields: “Sau Đại Hội 1924 đến nay, tổng kết còn lại số 
tiền là $2500. Số tiền này sẽ được dành riêng để làm hai huy chương bằng vàng 
va phần thưởng trao tặng trong kỳ Dai Hội kế tiếp 1936. Một ủy ban do Đại Hội 
này bổ nhiệm sẽ chọn lựa ra người thẳng giải.” Fields cũng cho biết là các hội Toán 
học Pháp, Đức, Ý, Thụy Sĩ, và Mỹ hoàn toàn ủng hộ ý kiến này. 

Trong văn bản Đại Hội 1932, có ghi lại một số nguyên tắc chính cho giải thưởng do 
Fields đề nghị, trong đó có ý quan trọng sau đây: “Người được trao tặng huy 
chương không được quá 40 tuổi.” Ông nói lý do cho việc này như sau: “Trong khi 
chúng ta công nhận công trình xuất sắc của người được giải, thì cùng một lúc 
chúng ta khuyến khích anh ấy và những người trẻ tuổi tiếp tục nổ lực làm việc cho 
những thành tựu khác trong tương lai.” Ông ta nói thêm: “Huy chương này có 
tính cách quốc tế, không gắn theo nó một ý nghĩa cá nhân hoặc quốc gia dân tộc 
nào cả.” 

Tiếc thay, Fields đã qua đời vào tháng 5 năm 1932 trước khi nhìn thấy ý định của 
mình được Đại Hội nhóm họp vào tháng 8 năm ấy chuẩn thuận. Danh dự cao quý 
được mang tên chính thức là Huy chương Quốc té dành thưởng cho những khám 
phó xuất sắc của Toán học (International Medal for Outstanding Discoveries in 
Mathematics), nhưng để ghi nhớ công sức của Fields trong sự hình thành giải 
thưởng này nên giải thường được gọi tắt là Huy chương Fields. 

Cuối Đại Hội 1932, một ủy ban đươc thành lập, có nhiệm vụ tìm và chọn người sẽ 
được trao Huy chương Fields trong kỳ Đại Hội kế tiếp (sẽ tổ chức vào năm 1936 
tại Oslo, Na-uy). Ủy ban này gồm các nhà Toán học tài giỏi và uy tín nhất thời ấy 
thuộc các chuyên ngành Toán học khác nhau: 


George David Birkhoff (1884 — 1944), người Mỹ. 
Constantin Carathéodory (1873 — 1950), người Hy Lap. 
Élie Cartan (1869 — 1951), người Pháp. 

Francesco Severi (1879 — 1961), người Ý. 

Teiji Takagi (1875 — 1960), người Nhật. 
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Hai mặt của huy chương Fields. 


Theo điều lệ, Huy chương Fields làm bằng vàng 14 đường kính 63.5 mm. Huy 
chương được điêu khắc gia Robert Tait McKenzie người Canada thiết kế. Do nó 
có tính cách quốc tế nên các câu chữ ghi trên hai mặt huy chương được viết bằng 
tiếng La Tinh. Mat (trước) có hinh Archimedes (APXIMHAOYS) có ghi 


TRANSIRE SVVM PECTVS MVNDOQVE POTIRI 
(Vượt qua sự hiểu biết của anh và anh sẽ chế ngự được vũ trụ) 


Mặt kia (sau) ghi 


CONGREGATI EX TOTO ORBE MATHEMATICI OB SCRITPTA INSIGNIA TRIBVERE 
(Nhà Toán học được thế giới tặng thưởng huy chương này vì những công trình xuất sắc) 


Chìm trong mặt sau là cành hoa nguyệt quế (tượng trưng cho vinh quang chiến 
thang) và hình trụ ngoại tiếp hình cầu (hình ưa thích của Archimedes và được xem 
là biểu tượng của nhà Toán học này). 

e Giá thành của mỗi chiếc huy chương là S(can) 5,500. 

e Phan thưởng tiền mặt mỗi người $(can) 15,000. 
(Tính theo thời giá 2014) 


4. Những nhà Toán học được tặng thưởng Huy chương Fields 


Danh sách những nhà Toán học được tặng thưởng danh dự cao quý cùng là những 
gì họ đã khám phá được đính kèm trong phụ bản 2. Ở đây trong đoạn này, chúng 
tôi chỉ trình bày những người thắng giải có tính chất đặc biệt: Những người thắng 
giải đầu tiên, người thắng giải trẻ nhất, người phụ nữ đầu tiên thắng giải, và ai đã 
từ chối giải. 


1. Những người được Huy chương Fields đầu tiên. 


Đại Hội các nhà Toán học (ICM) năm 1936 họp tại Oslo, Na-Uy, chính thức trao 
tặng Huy chương Fields lần đầu tiên cho hai nhà Toán học Lars Ahlfors, người Phần 
Lan và Jesse Douglas, người Mỹ. 





Lars Ahlfors (1907 — 1996), nhà Toán học Phần lan, một trong hai nhà Toán học 
nhận thưởng Huy chương Fields đầu tiên. 


Lars Ahlfors 


Lars Ahlfors tốt nghiệp Đại học Helsinki, Phần Lan năm 1928. Dưới sự hướng dẫn 
của hai nhà Toán học nổi tiếng Ernst Lindelöf và Rolf Nevanlinna, Ahlfors đã chứng 
minh được dự đoán Denjoy về hàm phức. Ahlfors nhận bằng Ph.D. tại Đại học 
Helsinki năm 1930 với đề tài nói trên. 

Ông giảng dạy tại Đại học này cho tới năm 1936, rồi sang Đại học Harvard làm giáo 
sư thỉnh giảng vài năm. Năm 1938, ông trở về lại Đại học Helsinki cho đến cuối 
đời. 


Ông nghiên cứu về mặt Riemann, phát triển lý thuyết về các mặt Riemann của các 
hàm ngược. Chính những nghiên cứu này đã đem lại Huy chương Fields đầu tiên 
cho Ahlfors. Ngoài ra, Ahlfors còn có nhiều đóng góp khác cho lý thuyết mặt 
Riemann qua các định lý: The Ahlfors finiteness theorem, the Ahlfors ƒive-disk 
theorem, the Ahlfors principal theorem. 

Cuốn sách giáo khoa về Giải tích phức của Lars Ahlfors (Complex Analysis) xuất bản 
năm 1953 đã là hành trang cho nhiều thế hệ sinh viên Toán học, nay vẫn còn giá 
trị. 


Jesse Douglas 


Jesse Douglas tốt nghiệp City College of New York năm 1916, rồi lấy bằng Ph.D. tại 
Đại học Columbia 1920. Ông giảng dạy tại đó cho đến năm 1930. Thời gian từ 
1930 đến 1942 ông là giáo sư tai M.I.T. và Dai hoc Princeton. Sau 1942 ông trở về 
trường cũ là Đại hoc Columbia và City College of New York. 

Huy chương Fields trao tặng cho Douglas năm 1936 do ông là người đầu tiên giải 
được bài toán Plateau. Bài toán này được hai nhà Toán học Euler và Lagrange đưa 
ra từ năm 1760. Đó là bài toán tìm mặt với diện tích tối thiểu có đường biên cho 
sẵn. Joseph Plateau là một nhà Vật lý người Bỉ. Trong những thí nghiệm của mình 
(1849), Plateau nhúng một vòng kim loại (đường biên) vào nước xà-phòng rồi đưa 
ra ngoài, sau đó nhà Vật lý phát biểu rằng mặt cong được tao nên bọt xà-phòng 
có diện tích tối thiểu. Bài toán này - vẫn thường được goi là bài toán bọt xà-phóng 
— chưa có lời giải Toán học mãi cho tới năm 1931. 





Jesse Douglas (1897 - 1965), nhà Toán học người Mỹ, một trong hai nhà Toán học 
nhận thưởng Huy chương Fields đầu tiên. 


Douglas là người đầu tiên chứng minh được tồn tại một mặt cong diện tích tối 
thiểu có đường biên đơn giản cho sẵn. Về sau, ông phát triển bài toán ra cho 
trường hợp tổng quát với phương tiện Toán học là phép tính biến phân (Calculus 
of variations). Ngoài ra, Douglas còn có nhiều đóng góp cho việc nghiên cứu các 
mặt với các đường biên phức tạp với tính chất topo khác nhau. 

Ngoài các công trình nghiên cứu các mặt topo nói trên, Douglas còn góp phần phát 
triển một số ngành Toán học khác, như Toán hiện đại chẳng hạn. Năm 1941, ông 
xuất bản cuốn Modern Theories of Integration (Lý thuyết hiện dai vé tích phán), 
năm 1951, ông công bố những thành quả về nhóm hữu hạn sinh ra bởi hai phần 
tu. 


2. Người được Huy chương Fields trẻ nhất (cho tới nay). 





phải chụp năm 2016 (90 tuổi), ông vẫn còn trên bục giảng. (Hình: Université de 
Bordeaux). 

Ô Đại hoc Bordeaux có một chương trình Toán rất đặc biệt chuẩn bị cho sinh viên 
quốc tế đi vào nghiên cứu để lấy bằng Tiến sĩ Toán: lớp Toán ALGANT (viết tắt theo 
tiếng Anh của: Algebra, Geometry And Number Theory). Day là lớp qui tụ nhiều 
sinh viên xuất sắc và cả những người ham thích nghiên cứu Toán học trên thế giới. 
Chương trình ra đời từ năm 2005 và được sự yểm trợ của nhiều trường Đại học 
Pháp và một số nước Châu Âu. 

Một hôm người tổ chức giới thiệu một giáo sư đặc biệt đến giảng. Một cụ già cao 
lớn, quắc thước, nhanh nhẹn, không nói gì cả, cầm phấn viết ngay bài giảng trên 
bảng. 





| 


Giáo sư Jean-Pierre Serre đang giảng bài tại lớp ALGANT 2016. 





Ai vậy? Sinh viên ở dưới còn rất trẻ, hầu hết trong khoảng tuổi từ 20 đến 30 sao 
đã được gặp cụ già 90 này, nói gì là hân hạnh được nghe cụ giảng. Bổng đâu đó về 
phía sinh viên có một tiếng nói lớn: Giáo sư Jean-Pierre Serre! 

Phải, đúng, đó là giáo sư Jean-Pierre Serre, nhà Toán học huyền thoại của thế kỷ 
20 và 21, nay (2016) vẫn còn sống, làm việc như chưa cảm thấy mệt mỏi. 

Dưới đây chúng tôi trích dịch một đoạn trong Encyclopedia Britannica (Bách Khoa 
Tự điển Anh) nói về nhà Toán học này: 


Jean-Pierre Serre (sinh năm 1926 tại Bages, Pháp), nhà Toán học được Huy 
chương Fields năm 1954 về những công trình xuất sắc của mình trong lãnh vực 
Topo-Đại số. Năm 2003, ông được giải thưởng Abel cao quý của Viện Hàn Lâm 
Khoa học Na-Uy. 

Serre tốt nghiệp Cao Đẳng Sư Phạm Paris (École Normale Supérieure de Paris) 
khóa 1945 - 1948 và Tiến sĩ Toán tại Đại học Sorbonne năm 1951 (cả hai trường 
nay thuộc Viện Đại học Paris). Giữa những năm 1948 — 1954, ông làm việc tại 
Trung Tâm Nghiên cứu Khoa học Quốc gia (CNRS) và trường Đại học Nancy. 
Sau đó ông về làm giáo sư tại Pháp quốc Học Viện (Collège de France) cho đến 
năm 1994 ông về hưu. Trong thời gian 1983 — 1986, ông là phó chủ tịch Hội Toán 
học Thế giới (International Mathematical Union, IMU). 

Jean-Pierre Serre được tặng thưởng Huy chương Fields tại Đại Hội các nhà Toán 
học Thế giới họp tại Amsterdam (Hòa Lan) khi mới qua tuổi 27 và được xem là 
người thắng giải này trẻ tuổi nhất tính đến nay. Ông được biểu dương về những 
khám phá xuat sắc trong lãnh vực Topo-Đại số. Sau này, ông còn có nhiều nghiên 
cứu sâu rộng trong các lãnh vực khác như Hình-Đại số, Lý thuyết Nhóm, và đặc 
biệt là Lý Thuyết só. 
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Ông là thành viên thé hệ thứ hai của nhóm Bourbaki và là thành viên trẻ nhát?. 
Ông là nguồn cảm hứng cho hai Huy chương Fields khác, đó là Alexandre 
Gorthendieck và Pierre Deligne?. 

Các sách đã xuất bản của ông gồm có: 


Groupes algébriques et corps de classes (1959; Algebraic Groups and 
Class Fields); Corps locaux (1962; Local Fields); Lie Algebras and Lie 
Groups (1965); Abelian l-adic Representations and Elliptic 
Curves (1968); Cours d'arithmétique (1970; A Course in 
Arithmetic); Cohomologie Galoisienne (1964; Galois 
Cohomology); Représentations linéaires des groupes finis (1967; Linear 
Representations of Finite Groups); Algèbre locale, multiplicités (1965; 
"Local Algebra: Multiplicities"); Arbres, amalgames, SL» (1977; Trees). 


Hiện ông vẫn còn sống khỏe (2016). Thinh thoáng nhớ bảng den phấn tráng, ông 
vẫn tham gia giảng dạy vài chuyên đề ưa thích. 


3. Người phụ nữ đầu tiên và duy nhất (cho tới nay) được Huy chương 
Fields. 


Congratulations 


| MARYAM MIRZAKHANI 


1ST WOMAN TO WIN 
= TOP MATH PRIZE = 


* FIELDS MEDAL + 





Thông báo chính thức của trường Đại hoc Stanford, California, ngày 15 thang 7 
năm 1917 cho biết : 


2 Thế hệ thứ hai của Bourbaki (theo thứ tự năm sinh): Charles Pisot, Samuel Eilenberg, Laurent Schwartz, Pierre 
Samuel, Roger Godement, Jean Louis Koszul, Armand Borel, Jacques Dixmier, John Tate, Serge Lang, Jean-Pierre 
Serre. (Xem thêm Bourbaki của cùng tác giả). 

3 Alexandre Grothendieck (sinh năm 1928, nhỏ hơn Serre 2 tuổi), huy chương Fields 1966 và Pierre Deligne, huy 
chương Fields 1978, là hai thầy trò. 
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Giáo sư Maryam Mirzakhni, người phụ nữ đầu tiên và duy nhất (cho đến 
nay) được tặng thưởng Huy chương Fields, đã qua đời vào hôm qua, 14 
thang 7 năm 2017, tại bệnh viện của trường Stanford, hưởng dương 40 tuổi. 


Mirzakhani về giảng dạy tại trường Stanford năm 2009. Bà được trao tặng Huy 
chương Fields cao quý vào năm 2014 vì những thành tích xuất sắc đạt được qua 
các chuyên ngành Toán học mà ngay cả những người trong giới Toán học nghe 
cũng thấy rất lạ: Không gian Moduli, Lý thuyết Teichmüller, Hinh hoc Hyperbolic, 
Lý thuyết Ergodic, và Hinh học Symplectic. Nghiên cứu của bà mang tính lý thuyết 
cao, nhưng lại có ảnh hưởng trên một số vấn đề Vật lý như sự tồn tại của vũ trụ, 
Thuyết Lượng tử, và một số áp dụng vào kỹ thuật vật liệu. Riêng trong lãnh vực 
Toán học, nghiên cứu của bà đóng góp tích cực cho Lý thuyết số (nhất là nghiên 
cứu về số nguyên tố) và Mật mã học (Cryptography). 


Maryam Mirzakhani sinh tai Tehran, Iran, năm 1977. Dat nước bà đã trải qua thời 
kỳ điêu tàn khói lửa của trận chiến Iran-lraq, nay đang đi vào ổn định. Bà chăm 
chú tích cực học hành như lớp trẻ trong hoàn cảnh thuận lợi thanh bình, mơ ước 
của bà là trở thành nhà văn viết về tương lai nở hoa của đất nước mình. 

Ở trường nữ trung học Tehran, nhà trường phát hiện năng khiếu Toán học kỳ lạ 
nơi có gái nhỏ Maryam. Thế là năm 1994 — đang học lớp 11 — người ta gởi Maryam 
tham dự kỳ thi Olympic Toán học dành cho học sinh trung học trên toàn thế giới. 
Và cô nàng chiếm ngay một huy chương vàng, huy chương vàng đầu tiên cho một 
nữ sinh đất Iran. Năm sau 1995, Maryam tiếp tục mang về cho quê hương của 
nàng huy chương vàng thứ hai, lần này với điểm số tuyệt đối 40/40. 

Sau khi tốt nghiệp Đại học Sharif (Tehran) năm 1999, Maryam được gởi qua học 
Cao học Toán tại trường Đại học Harvard, dưới sự hướng dẫn của giáo sư Curtis 
McMuller, Huy chương Fields năm 1998. Vài nhận xét đầu tiên của giáo sư Curtis 
McMuller: “Cô sinh viên nghe, ghi chép bằng tiếng Farsi, nói và hỏi bằng tiếng 
Anh. Cô gái thông minh lạ thường, và có tham vọng hiểu biết, không biết sợ là gì.” 
Luận án Tiến sĩ của Maryam trình năm 2004 là một kiệt tác, ngay cả đối với những 
nhà Toán học chuyên nghiệp và danh tiếng. Benson Farb, giáo sư Toán tại trường 
Đại học Chicago phát biểu: “Cô đã nối lại hai vấn đề lớn của Toán học một cách 
thần ky trong luận án của mình, ngay cả những nhà Toán học chuyên ngành cũng 
không làm duoc." 

Maryam Mirzakhani dà nhuốm bệnh ung thư vú từ mùa hè 2013, nhưng vẫn chịu 
đựng một cách can đảm. Trong khi chữa trị bà vẫn tiếp tục làm việc. Ngày qua 
nhận Huy chương Fields ở Seoul là ngày bà đang chống trả căn bệnh quái ác khi 
nó hoành hành cơ thể bà ở đỉnh cao nhất. Bà viết trong nhật ký: “Tôi không bỏ 
cuộc. Nhất định không bỏ cuộc.” 


^ Tiếng Ba-Tu thường được dân miền Tay Iran xử dụng. 
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4. Ai đã từ chối Huy chương Fields? 


Năm 1966, Alexandre Grothendieck, nhà Toán học thiên tài và cũng rất kì la^ của 
Pháp duoc trao tang Huy chương Fields vì “ông đã làm mới lại ngành Hinh-Dgi số” 
một cách ngoạn mục. Đại hội ICM năm ấy được tổ chức tại Moscow. Ông nhận 
danh dự nhưng không đến Moscow nhận Huy chương. Lý do được báo chí bấy 
giờ đưa tin là ông phản đối chính quyền Soviet đã bắt bớ bủ tù các trí thức, văn sĩ 
chống đối. Thêm nữa - lí do ít người biết tới - làm sao ông có thể đến một đất 
nước đã hai lần kết án tử hình cha ông? 






Alexandre Grothendieck (1928 - 2014). 


Người từ chối danh hiệu và danh dự này chính là một nhà Toán học người Nga, 
Grigori Perelman. Ông là người đã chứng minh được Dự đoán Poincaré, bài Toán 
đã làm bối rối rất nhiều nhà Toán học giỏi nhất trong lịch sử phát triển Toán học 
suốt hơn 100 năm qua®. Và đây cũng là một trong 7 bài toán Thiên Niên Ky mà 
viện Toán học Clay đã đặt phần thưởng 1 triệu dollars Mỹ cho ai giải được bất cứ 
bài nào trong 7 bài ấy. Perelman cũng đã từ chối số tiền này. Ông nói: “Tôi có thể 
kiểm soát vũ trụ. Tại sao tôi phải tranh đua để lấy số tiền ấy? Nói đi?” 


Grigorgi Perelman (1966 - ). 


5 Xem thêm Bourbaki của cùng người viết về cuộc đời và sự nghiệp của nhà Toán hoc này. 
6 Xem câu chuyện thú vị này qua cuốn Từ Poincaré đến Perelman của cùng người viết. 
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Phụ chú 1: Tại sao không có giải Nobel Toán học? 


Hầu hết sinh viên học Đại học đều nghe ít nhất một lần câu chuyện liên quan đến 
câu hỏi này. Câu chuyện có thể đến từ anh sinh viên lớp trên nói với anh sinh viên 
lớp dưới, bên cạnh ly cà phê trong quán sinh viên vắng người. Câu chuyện cũng 
có thể được nghe từ một ông giáo sư vui tính kể ra, vào một lúc rảnh rổi nào đó 
trong một lớp Toán đông sinh viên, mong có được phút thư giản khi không khí quá 
căng. 
Đại khái câu chuyện sẽ như thế này: 

Lý do không có giải Nobel Toán học là vì vợ (hay người tình) của Nobel có quan hệ 

gì đó không trong sáng với một nhà Toán học nổi tiếng Thụy Điển đương thời, đó 

là Gosta Mittag-Leffler. Nobel viết trong di chúc rằng giải ông lập ra dành chỉ dành 

cho Văn học, Vật lý, Hóa học, Kinh tế, Y học, và Hòa bình. Nếu có Toán thì chắc 

chắn giải sẽ về tay Gosta Mittag-Leffler, điều này Nobel không hề muốn. 
Câu chuyện trên cũng chỉ là để “mua vui cũng được một vài trống canh” thôi chứ 
không thể và không phải là sự thực. 
Lý do chắc chắn thứ nhất để phản bác là Nobel không hề có vợ. Còn chuyện tình 
của Nobel xin được kể cùng độc giả như sau: 
(Nguồn: http://www.todayifoundout.com/index.php/2010/10/the-reason-there- 
is-no-nobel-prize-for-mathematics-had-nothing-to-do-with-any-wifemistress-of- 
alfred-nobel/) 
Mối tình đầu đơn phương của Nobel là mối tình với một thiếu nữ tên là Alexandra, 
nhưng chẳng được bao lâu nàng quay lưng theo người đàn ông của nàng. Mối 
tình thứ hai của Nobel là với một cô ý tá tên là Bertha Kinsky, nhưng mối tình 
chẳng đi đến đâu, để rồi cuối cùng cô này lấy một Nam tước tên là Arthur 
Gundaccar von Suttner. Mối tình thứ ba của Nobel và cũng là mối tình suốt đời 
của ông là với một phụ nữ tên là Sophie Hess, nhưng đây cũng chỉ là người tình 
(đơn phương?) không bao giờ cưới của nhà Khoa học cô đơn thôi. Trong tất cả các 
mối tinh ấy, không hề có bóng dáng của nhà Toán hoc Gosta Mittag-Leffler như 
người đời sau thêu dệt. 
Vậy cho nên cái lý do “vì tình yêu” của những người lãng mạn nêu ra để giải thích 
cho câu hỏi tại sao không có giải Nobel Toán học là không có chỗ để tin cậy. 





Nobel là một nhà Hóa học thực nghiệm. Ông không quan tâm đến Toán học. 
Trong di chúc ông nói ý muốn của mình là tặng thưởng cho những ai đóng góp hữu 
hiệu vào việc cải thiện cuộc sống nhân loại. Có thể ông nghĩ rằng Toán học nặng 
tính lý thuyết, không quan trọng như các bộ môn khác trong việc thực hiên mục 
đích ông nêu ra. 

Hơn nữa, trong thời gian ấy, ảnh hưởng của nhà Toán học Gosta Mittag-Leffler đối 
với vua Oscar Il rất lớn. Chính Gosta Mittag-Leffler đã lập nên giải thưởng Toán 
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hoc mang tên Oscar II’ mừng sinh nhật thứ 60 của nhà vua, thì hà cớ gì cần phải 
thêm Toán học trong danh sách các bộ môn được Nobel đề nghị tặng thưởng? 


Không có bằng chứng nào giải thích tại sao không có giải Nobel Toán học từ phía 


chính người sáng lập ra giải thưởng, nhưng thiết nghĩ hai lý do cuối cùng là có thể 
tin cậy được. 


KK KKK 


7 Về giải thưởng Oscar Il, xem tìm doc cuốn Từ Poincaré đến Perelman của cùng người viết bài báo này. 


Năm 


1936 


1950 


1954 


1958 
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Phụ chú 2: Danh sách các nhà Toán học được Huy chương Fields 


Nơi Đại 
Hội 
ICM 


Oslo, 
Norway 


Cambridge, 
US 


Amsterdam, 
Netherlands 


Edinburgh, 
UK 


Lars Ahlfors 


Jesse Douglas 


Laurent 
Schwartz 


Atle Selberg 


Kunihiko 
Kodaira 


Jean-Pierre 
Serre 


Klaus Roth 


René Thom 


Trường/V ién 
xuat than 


University of 
Helsinki, Finland 


Massachusetts 
Institute of 
Technology, US 


University of 
Nancy, France 


Institute for 
Advanced Study, 
US 


University of 
Tokyo, Japan 
and Institute for 
Advanced Study, 
US 


University of 
Nancy, France 


University College 
London, UK 


University of 
Strasbourg, 
France 


Noi cong 
tác (cuôi) 


Harvard 
University, US 


City College of 
New York, US 


University of 
Paris VII, France 


Institute for 
Advanced Study, 
US 


University of 
Tokyo, Japan 


Collège de 
France, France 


Imperial College 
London, UK 


Institut des 
Hautes Etudes 
Scientifiques, 
France 


Công trinh 


Nghiên cứu về các mặt 
Riemann của các hàm phức 
nghịch. Mở ra hướng đi mới 
cho giải tích phức. 


Mặt có diện tích cực tiêu với 
đường biên cho sẵn (bài 
toán Phateau và mở rộng). 


Tác giả Lý thuyết phân phối 
(hàm tong quát). Ap dụng 
vào Vật lý lý thuyết. 


Phát triển mở rông phương 
pháp sàn Viggo Brun; 
Nghiên cứu và có nhiều 
thành quả mới về hàm Zeta 
Riemamn. Đưa ra được một 
chứng minh sơ cấp định lý 
cơ bản về số nguyên tố. 


Có nhiều thành quả trong 
nghiên cứu lý thuyết tích 
phân điều hòa. Có nhiều áp 
dụng vào đa tạp đại số. 


Có nhiều thành quả trong 
nghiên cứu về nhóm đồng 
điều của mặt cầu. Phương 
pháp dãy số phổ (spectral 
sequences). Nghiên cứu lý 
thuyết biến số phức qua các 
sheaves. 


Năm 1952, chứng minh 
được dự đoán Erdös- Turan. 
Năm 1955 giải được bài 
toán Thue-Siegel (xáp xi số 
đại số bằng số hữu ty). 


Năm 1954, đã phát minh và 
phát triển lý thuyết đồng biên 
(cobordism) trong Topo-Đại 
số. Áp dụng lý thuyết đồng 
điều dé phân loại đa tạp. 


Năm 


1962 


1966 


Nơi Đại 
Hội 
ICM 


Stockholm, 
Sweden 


Moscow, 
USSR 


Tên 


Lars 
Hórmander 


John Milnor 


Michael Atiyah 


Paul Joseph 
Cohen 


Alexander 
Grothendieck 


Stephen Smale 
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Trường/V ién 
xuat than 


University of 
Stockholm, 
Sweden 


Princeton 
University, US 


University of 
Oxford, UK 


Stanford 
University, US 


Institut des Hautes 


Etudes 
Scientifiques, 
France 


University of 
California, 
Berkeley, US 


Noi cong 
tác (cuôi) 


Lund University, 
Sweden 


Stony Brook 
University, US 


University of 
Edinburgh, UK 


Stanford 
University, US 


Centre National 
de la Recherche 
Scientifique, 
France. 


City University of 
Hong Kong, 
Hong Kong 


Công trinh 


Nghiên cứu về phương trình 
vi phân. Đặc biệt có đóng 
góp hữu hiệu vào toán tử vi 
phân tuyến tính. Nghiên cứu 
một số van đề do Hilbert dé 
ra năm 1900. 


Chứng minh được mat cầu 7 
chiều có nhiều cấu trúc vi 
phân khác nhau. Từ đó sáng 
lập ra ngành Topo-vi phân. 


Nghiên cứu lý thuyết K, độc 
lập với Hirzebruch. Cùng 
với Singer chứng minh được 
định lý chỉ số của toán tử 
ellip trên đa tạp phức. Cùng 
với Bott chứng minh được 
định lý điểm cố định liên 
quan đến công thức 
Lefschetz. 


Dùng kỹ thuật “cưỡng bức” 
để chứng minh lý thuyết tập 
hợp độc lập với tiên đề 
chọn. Mở rộng giả thuyết 
liên tục. Vấn đề sau là một 
trong những vân đề Hilbert 
đặt ra năm 1900. 


Dựa trên công trình của Weil 
và Zarisky, day mạnh nghiên 
cứu về Hình-Đại số. Giới 
thiệu lý thuyết K (Nhóm và 
vành Grothendieck). Làm 
cuộc cách mạng trong Đại 
số đồng điều bằng bài báo 
"Tohoku paper”. 


Nghiên cứu Topo-vi phân. 
Chứng minh được dự đoán 
Poincaré cho trường hợp n 
> 5.Giới thiệu phương pháp 
handle-bodies để giải bài 
toán này và nhiều bài toán 
khác. 


1970 


1974 


1978 


Nice, 
France 


Vancouver, 
Canada 


Helsinki, 
Finland 


Alan Baker 


Heisuke 
Hironaka 


John G. 
Thompson 


Sergei Novikov 


Enrico 
Bombieri 


David Mumford 


Pierre Deligne 
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Trường/Viện 
xuat than 


University of 
Cambridge, UK 


Harvard 
University, US 


University of 
Cambridge, UK 


Moscow State 
University, USSR 


University of Pisa, 
Italy 


Harvard 
University, US 


Institut des Hautes 
Etudes 
Scientifiques, 
France 


Noi cong 
tác (cuôi) 


Trinity College, 
Cambridge, UK 


Kyoto University, 
Japan 


University of 
Cambridge, UK 


University of 
Florida, US 


Steklov 
Mathematical 
Institute, Russia 


Moscow State 
University, 
Russia 


University of 
Maryland-College 
Park, US 


Institute for 
Advanced Study, 
US 


Brown University, 
US 


Institute for 
Advanced Study, 
US 


Công trinh 


Tổng quát định lý Gelfond- 
Schneider Đây là bài toán số 
7 của Hilbert. Từ kết quả 
này ông đã tìm ra số siêu 
việt chưa được biết tới. 


Tổng quát hóa công trình 
của Zariski, người đã chứng 
minh được định lý liên quan 
đến các kỳ dị trên đa tạp đại 
số vóin € 3. Hironaka 
chứng minh được kết quả 
cho trường hợp bat kỳ số n 
nào. 


Cùng với W. Feit, Thompson 
đã chứng minh được mọi 
nhóm hữu hạn không cyclic 
đều có bậc chän. Từ đó ông 
đã xác định được nhóm hữu 
hạn đơn giản tối thiểu. 


Được nhiều người biết tới vì 
đã chứng minh được sự bat 
biến topo của các lớp 
Pontrjagin trong các đa tạp 
vi phân. Novikov còn có một 
số thành quả trong nghiên 
cứu không gian đồng điều 
và đối-đồng điều của Thom. 


Nhiều đóng góp trong 
nghiên cứu về số nguyên tố, 
hàm đơn trị, dự đoán 
Bierberbach, lý thuyết hàm 
phức nhiều bién và phương 
trình đạo hàm riêng phần. 
Ngoài ra, ông là người đầu 
tiên giải được bài toán 
Bernstein ở cao chiều. 
Mumford đã có nhiều đóng 
góp cho van đề hiện hữu 
(tồn tại) và van đề cấu trúc 
của các đa tạp moduli. 
Ngoài ra ông có nhiều thành 
quả trong nghiên cứu lý 
thuyết về các mặt đại số. 


Đã chứng minh được 3 dự 
đoán của Weil về sự tổng 

quát hóa giả thiết Riemann 
về trường hữu hạn. Công 
trình của Deligne còn giúp 


Năm 


1982 


1986 


Nơi Đại 
Hội Tên 
ICM 
Charles 
Fefferman 
Daniel Quillen 
Grigori 
Margulis 
Alain Connes 
Warsaw, William 
Poland Thurston 
Shing-Tung 
Yau 
Berkeley, Simon 
US Donaldson 
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Trường/V ién 
xuat than 


Princeton 
University, US 


Massachusetts 
Institute of 
Technology, US 


Moscow State 
University, USSR 


Institut des Hautes 
Etudes 
Scientifiques, 
France 


Princeton 
University, US 


Institute for 
Advanced Study, 
US 


University of 
Oxford, UK 


Nơi công 
tác (cuôi) 


Princeton 
University, US 


University of 
Oxford, UK 


Yale University, 
US 


Institut des 
Hautes Etudes 
Scientifiques, 
France 


Collège de 
France, France 


Ohio State 
University, US 


Cornell 
University, US 


Harvard 
University, US 


Imperial College 
London, UK 


Công trinh 


thống nhất Hình-Đại số và 
Lý thuyét so đại so 
(algebraic number theory). 


Có nhiều đóng góp trong 
việc làm mới lại giải tích 
phức đa chiều bằng cách 
mở rộng đúng đắn giải tích 
phức cỗ điển thấp chiều. 
Người thiết kế chính lý 
thuyết K-đại số, một công cụ 
mới hữu hiệu có nhiều áp 
dụng vào Hình học. Người 
đã dùng phương pháp và ý 
tưởng topo để giải quyết các 
vấn đề của Đại số, nhất là lý 
thuyết vành và modun. 
Margulis đã làm mới giải tích 
về cấu trúc nhóm Lie. 
Nghiên cứu của ông rất sâu 
và rộng, bao gồm Hinh vi 
phân, Lý thuyết Ergodic, Hệ 
động lực, cho đến nhóm Lie. 


Nhiều đóng góp vào lý 
thuyết toán tử đại số, đặc 
biệt là phân loại tổng quát và 
dinh lý nhân tố loai IIl, phân 
loại các phép tự đẳng cấu 
của các nhân tử hyperfinite 
và nhiều áp dụng khác vào 
lý thuyết C*-đại số và Hình 
học vi phân. 


Làm cách mạng trong việc 
nghiên cứu Topology thấp 
chiều. Chứng tỏ cho thấy có 
mối tương tác giữa Giải tích, 
Topology, và Hình học. 
Đóng góp nhiều ý tưởng vào 
việc nghiên cứu những lớp 
rộng lớn các loại đa tạp 
đóng 3 chiều. 


Nghiên cứu có nhiều thành 
quả ngành phương trình vi 
phân. Có nhiều đóng góp 
vào dự đoán Calibi về Hình- 
Đại số và dự đoán khối 
lượng dương trong Lý thuyết 
tương đối. Góp phần giải 
phương trình Monge- 
Ampère thực và phức. 


Được tặng thưởng Huy 
chương chủ yêu nhờ công 


Năm 


1990 


1994 


Nơi Đại 
Hội 
ICM 


Kyoto, 
Japan 


Zurich, 
Switzerland 


Tên 


Gerd Faltings 


Michael 
Freedman 


Vladimir 
Drinfeld 


Vaughan F. H. 
Jones 


Shigefumi Mori 


Edward Witten 


Jean Bourgain 
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Trường/V ién 
xuat than 


Princeton 
University, US 


University of 
California, San 
Diego, US 


B Verkin Institute 
for Low 
Temperature 
Physics and 
Engineering, 
USSRIS2] 


University of 
California, 
Berkeley, US 


Kyoto University, 
Japan 


Institute for 
Advanced Study, 
US 


Institut des Hautes 
Etudes 
Scientifiques, 
France 


Nơi công 
tác (cuôi) 


Stony Brook 
University, US 


Max Planck 
Institute for 
Mathematics, 
Germany 


Microsoft Station 
Q, US 


University of 
Chicago, US 


University of 
California, 
Berkeley, US 


Vanderbilt 
University, US 


Kyoto University, 
Japan 


Institute for 
Advanced Study, 
US 


Institute for 
Advanced Study, 
US 


Công trinh 


trình nghiên cứu Topology 
của đa tạp 4 chiều, đặc biệt 
là chứng té có một cấu trúc 
vi phân trên không gian 
Euclid 4 chiều có cầu trúc 
khác với cấu trúc của không 
gian thông thường. 


Được tặng thưởng Huy 
chương chủ yếu nhờ chứng 
minh được dự đoán Mordell 
(bằng cách dùng phương 
pháp của Hình-Đại số- Số 
học). 


Phát triển phương pháp mới 
cho giải tích topo của đa tạp 
4 chiều. Từ đó chứng minh 
được dự đoán Poincaré cho 
trường hợp n = 4. 


Được tặng thưởng Huy 
chương chủ yếu nhờ công 
tình trên nhóm lương tử và 
công trình trên Lý thuyết số. 


Được tặng thưởng Huy 
chương chủ yếu nhờ khám 
phá ra mối liên hệ bat ngờ 
giữa nghiên cứu về nút — 
lãnh vực có từ thế kỷ 19 — 
và ngành thống kê cơ học, 
một lãnh vực Toán học 
nghiên cứu về hệ phức tạp 
với số lượng rất lớn các 
thành phần. 


Được tặng thưởng Huy 
chương chủ yếu nhờ chứng 
minh được dự đoán 
Hartshorne và nhờ công 
trình phân loại các đa tạp đại 
số 3 chiều. 


Được tặng thưởng Huy 
chương nhờ chứng minh 
được (vào năm 1981) định lý 
về năng lượng dương trong 
Thuyết tương đối tổng quát. 


Công trình nghiên cứu của 
Bourgain chạm đến trọng 
tâm của nhiều ngành Giải 
tích Toán học: Hình học trên 
các không gian Banach, tính 
lồi trong không gian cao 
chiều, Giải tích điều hòa, Lý 


Năm 


1998 


Nơi Đại 
Hội 
ICM 


Berlin, 
Germany 


Tên 


Pierre-Louis 
Lions 


Jean- 
Christophe 
Yoccoz 


Efim Zelmanov 


Richard 
Borcherds 


Timothy 
Gowers 


Maxim 
Kontsevich 
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Trường/V ién 
xuat than 


University of Paris 


9, France 


Paris-Sud 11 


University, France 


University of 
California, San 
Diego, US 


University of 
California, 
Berkeley, US 


University of 
Cambridge, UK 


University of 
Cambridge, UK 


Institut des Hautes 


Etudes 
Scientifiques, 
France 


Rutgers 
University, US 


Noi cong 
tác (cuôi) 


Collège de 
France, France 


École 
polytechnique, 
France 


Collège de 
France, France 


Steklov 
Mathematical 
Institute, Russia, 


University of 
California, San 
Diego, US 


University of 
California, 
Berkeley, US 


University of 
Cambridge, UK 


Institut des 
Hautes Etudes 
Scientifiques, 
France 


Rutgers 
University, US 


Công trinh 


thuyết Ergodic, và phương 
trình đạo hàm riêng phân áp 
dụng vào Vật lý lý thuyết. 


Lions được tặng thưởng Huy 
chương nhờ vào công trình 
nghiên cứu phương trình 
đạo hàm riêng phần không 
tuyến tính. Năm 1994, ông 
là người đầu tiên tìm ra 
được nghiệm của phương 
trình Boltzmann với chứng 
minh đầy đủ. 


Yoccoz nghiên cứu về động 
lực học hệ thống. Ông đã 
chứng minh được tính bền 
vững động lực hệ thống và 
tính bền vững cấu trúc. Ông 
phối hợp tài tình trực giác 
hình học sắc bén với phân 
tích tính toán dé có được 
những kết quả động lực học 
hệ thống phức tạp. 


Lãnh vực nghiên cứu của 
Zelmanov là Đại số không 
phối hợp (non-associative 
Algebra) và Lý thuyết Nhóm. 
Huy chương Fields tặng cho 
ông vì ông đã giải được bài 
toán Burnside thu hẹp. 
Borcherds nghiên cứu về lý 
thuyết trường lượng tử và lý 
thuyết nhóm. Ông được 
tặng thưởng Huy chương vì 
những thành quả trong 
nghiên cứu về đại số vô hạn 
chiều và đã chứng minh 
được dự đoán Moonshine. 
Gowers đã có nhiều thành 
quả trong nghiên cứu Giải 
tích hàm. Ông đã dùng 
những phương pháp của tổ 
hợp toán học 
(combinatorics) vào Giải tích 
hàm, hai lãnh vực tưởng 
chừng như hoàn toàn cách 
biệt. 


Ông là chuyên gia về Toán 
lý thuyết và Toán Vật lý. 
Lãnh vực thành công nhất 
của ông là Lý thuyết dây 
(String Theory) và Trường 
lượng tử. Huy chương tặng 
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Nơi Đại 


Năm Hội Tên Trường/Viện Nơi công 


Công trình 


2002 


2006 


ICM 


Beijing, 
China 


Madrid, 
Spain 


Curtis T. 
McMullen 


Laurent 
Lafforgue 


Vladimir 
Voevodsky 


Andrei 
Okounkov 


Grigori 
Perelman (Từ 
chối giải 
thưởng) 


Terence Tao 


xuất thân 


Harvard 
University, US 


Institut des Hautes 


Etudes 
Scientifiques, 
France 


Institute for 
Advanced Study, 
US 


Princeton 
University, US 


None 


University of 
California, Los 
Angeles, US 


tác (cuối) 


Harvard 
University, US 


Institut des 
Hautes Etudes 
Scientifiques, 
France 


Institute for 
Advanced Study, 
US 


Columbia 
University, US 


Steklov 
Mathematical 
Institute, Russia 


University of 
California, Los 
Angeles, US 


thưởng cho ông vì “đã giải 
được 4 bài toán hình học”. 
McMullen có nhiều đóng góp 
quan trọng trong nhiều chủ 
đề của Lý thuyết Động lực 
học hệ thống: khảo sát thuật 
toán cho đa thức, sự phân 
phối các điểm trong lưới của 
nhóm Lie, Hình học 
hyperbolic và chuẩn hóa lại 
các ánh xạ trong khoảng. 


Bảng tuyên dương đọc 
trước ICM ghi: "Laurent 
Lafforgue được tặng thưởng 
Huy chương vì đã chứng 
minh được sự tương ứng 
Langlands cho các nhóm 
tuyến tinh đầy đủ GL; voir 
>1 trên trường các hàm số”. 


Ông là người xác định và 
phát triển motivic 
cohomology (một loại bất 
biến trong đa tạp đại số) và 
lý thuyết A+-đồng luân (A1- 
homotopy) của các đa tạp 
đại số. Ông cũng đã chứng 
minh được dự đoán Milnor 
trong lý thuyết K của các 
trường. 


Bảng tuyên dương đọc 
trước ICM ghi: “Okounkov có 
những đóng góp trong việc 
bắt được nhịp cầu nối các 
ngành Xác suất, Lý thuyết 
biểu diễn (Representation 
Theory) và Hình-Đại số lại 
với nhau.” 


Perelman đã làm một cuộc 
cách mạng trong Hình học 
và Topo-Hình học. Ông đã 
chứng minh được dự đoán 
Thurston, từ đó chứng minh 
được dự đoán Poincaré. 


Trence Tao được tặng 
thưởng Huy chương “nhờ 
vào công trình nghiên cứu 
phương trình đạo hàm riêng 
phần, tính toán tổ hợp và Lý 
thuyết số.” 


Năm 


2010 


2014 


Nơi Đại 
Hội 
ICM 


Hyderabad, 
India 


Seoul, 
South 
Korea 


Tên 


Wendelin 
Werner 


Elon 
Lindenstrauss 


Ngô Bảo Châu 


Stanislav 


Smirnov 


Cédric Villani 


Artur Avila 
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xuat than 


Paris-Sud 11 
University, France 


Hebrew University 
of Jerusalem, 
Israel 


Princeton 
University, US 


Paris-Sud 11 
University, France 


Institute for 
Advanced Study, 
US 


University of 
Geneva, 
Switzerland 


Ecole Normale 
Supérieure de 
Lyon, France 


Institut Henri 
Poincaré, France 


University of Paris 
VII, France 


CNRS, France 


Instituto Nacional 
de Matematica 
Pura e Aplicada, 
Brazil 


Noi cong 
tác (cuôi) 


ETH Zurich, 
Switzerland 


Hebrew 
University of 
Jerusalem, Israel 


University of 
Chicago, US 


Vietnam Institute 
for Advanced 
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Công trình 


Wendelin Werner được tặng 
thưởng Huy chương do đã 
có nhiều đóng góp cho sự 
phát triển phép tiễn hóa 
ngẫu nhiên của Loewner, 
Hình học chuyển động 
Brownian 2 chiều và lý 
thuyết trường bảo giác. 


Ông chuyên nghiên cứu về 
Động lực học hệ thống và Lý 
thuyết ergodic. 
Lindenstrauss được tặng 
thưởng Huy chương ví đã có 
những kết quả quan trọng 
khi áp dụng Lý thuyết 
ergodic vào Lý thuyết số 
(vẫn đề measure rigidity). 


Ngô Bảo Châu được tặng 
thưởng Huy chương vì đã 
chứng minh được Bó dà co 
bản trong Ly thuyết về các 
dạng tự đẳng cấu nhờ sáng 
tạo ra phương pháp mới cho 
Hình-Đại s6. 


Stanislav Smirnov được tặng 
thưởng Huy chương vì đã 
chứng minh được bắt biến 
bảo giác của sự thám thấu 
và mẫu Ising phẳng trong 
Thống kê vật lý. 


Cédric Villani nghiên cứu về 
phương trình đạo hàm riêng 
phần, Hình học Riemann và 
Vật lý Lý thuyết. Ông được 
tặng thưởng Huy chương do 
chứng minh được phương 
trình không tuyến tính 
Landau (giảm chấn) và sự 
hội đi đến cân bằng của 
phương trình Boltzmamn. 
Artur Avila là nhà Toán học 
thiên tài, tham gia nghiên 
cứu nhiều lãnh vực,đặc biệt 
là Động lực học hệ thống và 
Lý thuyết phó (Spectral 
theory). Những thành quả 
đạt được trong hai lãnh vực 
trên - nhờ phương pháp tái 
định chuẩn - kết dính và 
làm thay đổi bộ mặt của hai 
ngành ấy. 
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Nơi Đại 
Năm Hội Tên 
ICM 


Trường/Viện Nơi công 


xuất thân tác (cuối) Công trình 


Ông chuyên nghiên cứu về 
Lý thuyết số. Huy chương 
tặng thưởng cho ông vì “đã 
phát triển phương pháp mới 
Manjul Princeton Princeton rất hữu hiệu cho ngành 
Bhargava University, US University, US Hình-Số học mà ông có 
nhiều thành quả khi cho áp 
dụng vào các vành có bậc 
nhỏ và van đề giới han 
những đường cong elliptic.” 
Martin Hairer được tặng 
thưởng Huy chương vì đã 
“có những đóng góp xuất 
sắc vào lý thuyết phương 
trình đạo hàm riêng phần 
ngẫu nhiên, đặc biệt là đã 
tạo ra một lý thuyết mới về 
những cấu trúc điều hòa của 
các phương trình nói trên.” 


University of University of 


Martin Hairer | Warwick. UK Warwick, UK 


Nghiên cứu của Mirzakhani 
thuộc các lãnh vực Lý thuyết 
Teichmüller, Hình hoc 
hyperbolic, Lý thuyết 
ergodic, và Hình học 
symplectic. Bà được tặng 
thưởng Huy chương vì 
thành quả xuất sắc trong 
nghiên cứu về Động lực học 
hê thống, các mặt Riemamn, 
và không gian moduli. 


Maryam Stanford Stanford 
Mirzakhani University, US University, US 


Tài liệu tham khảo 
http://www.mathunion.org/general/prizes/fields/details 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Honours/FieldsMedal.html 
Stanford News July 15, 2017. 
https://www.britannica.com/topic/Fields-Medal 
George G. Szpiro. Poincaré’s Prize. Penguin Group. A plume book. 2008. 
Và một số hình ảnh lấy trên internet. 
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Tỷ Số Vàng và Dãy S6 Fibonacci 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


Hình chữ nhật vàng, tỷ só vàng, và dãy só Fibonacci là những van dé Toán học được biết tới từ lâu trong 
giới học sinh Trung Học và sinh viên Dai hoc. Nay tôi viết lại một cách có hệ thống theo lời yêu cầu của 
một số só các bạn đọc. Với trình độ Toán năm cuối Trung học độc giả có thé đọc được nội dung bài viết. 
Ước mong bài viết có ích cho các độc giả ham thích Toán và cung cáp thêm một sé tài liệu cho các giáo 
viên Toán phục vụ công tác giảng dạy. 


1. Tỷ số vàng 


Rõ ràng là có rất nhiều con số thú vị. Chẳng hạn như số 2, đó là số nguyên tố chẵn duy nhất; số 
3 là số nguyên tố lẻ đầu tiên; số 6 là một số hoàn hảo (bằng tổng của tất cả các ước số thật sự 
của nó); số V2 là số vô tỷ được tìm thấy đầu tiên (Pythago)....vân vân. 


Trong số những con số thú vị ấy có một con số có thể là thú vị nhất, đó là số 
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Con số này được biết từ thời Hy Lap cổ đại, nhưng người ta chua biết hết tính chất của nó. 
Trong quá trình phát triển lịch sử Toán học, tính chất của con số này được phát hiện nhiều dần 
lên, đôi khi người ta thấy nó xuất hiện trong thiên nhiên nữa. Paccioli (1447 - 1517), nhà Toán 
học Ý, đặt tên nó là tỷ số thiêng liêng (proportion divina), Kepler (1571 - 1630), nhà Toán học và 
Thiên văn học Đức, người đầu tiên thấy nó trong thiên nhiên, gọi nó là con số thiêng liêng 
(sectio divina), Leonard de Vinci (1452 - 1519), một nghệ sĩ thiên tài và đa tài Ý, đặt tên cho nó 
là con số vàng (sectio aurea). 


Trước hết bắt đầu bằng một câu khá lạ của Euclid mà ta sẽ dùng để định con số đó: “Hãy chia 
một đoạn thẳng theo tỷ số cực và tỷ số trung bình.” Ý ông muốn nói rằng hãy chia một đoạn 
thẳng thành hai phần sao cho tỷ số độ dài đoạn thẳng với độ dài đoạn lớn bằng tỷ số độ dài 
đoạn lớn với độ dài đoạn nhỏ. 


Nói rõ hơn: chia một đoạn tháng thành hai đoạn thang độ dài a và b với a > b sao cho các độ 
dài ấy thỏa điều kiện sau đây: 


v a z 
Dat x =-~, ta có 
b 


1+—=X hay là x2- x—1=0. 


Nghiệm dương của phương trình này là 


b= ws = 1.61803989... 


được gọi là con số vàng. Nghiệm âm của phương trình là 


p= ms = - 0.61803989... 


Ta chú ý thấy ngay rằng có vài hệ thức thú vị mà chúng ta sẽ xử dụng rải rác trong các phần sau: 
1. j =d$+1 

2. d'=o-1 và y!-wy-1 

3. d+ W=1 

4. Ó p--1 


2. Ty só vàng trong Hinh hoc 


e Hinh chữ nhật vàng: 


Làm thé nào để xác dinh được ty số vàng p bằng cách dùng phép dựng hình thông thường 
(thước kẻ và compa)? 
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Ta bắt đầu bằng một hình vuông ABCD, chiều dài các cạnh bằng 1. Gọi E là trung điểm của cạnh 
CD. Vẻ đường tròn tâm E bán kính EB, đường tròn này cắt phần nối dài của DC (về phía C) tại 


điểm F. Khi ấy DF = b = INS . Chứng minh: 


DE = EC=—, EB = EF = VEC? + CB? = `”. 


DF = DE + EF =2.+ P Lin. $. 














Hãy vé đầy đủ hinh chữ nhật ADFG. Chú ý thấy: 


cạnh lớn _ DF _ 1+V5 _ ó 

canhnhó AD 2 T 
Người ta goi hinh chữ nhật mà tỷ số canh lớn trên cạnh nhỏ bằng @ là hinh chữ nhật vàng. 
Trong hình vẽ trên, hình chữ nhật CFGB cũng là hình chữ nhật vàng. Thật vậy: 


CF =DF—DC =ġ-1=ġ! (hệ thức 2) 


canh lon _ CB _ b 

canhnhó CF ` 

Nếu ta tiếp tục vẽ bên trong hình chữ nhật vàng CFGB hình vuông BGHI, ta sẽ được hình chữ 
nhật vàng ICFH. Và nếu cứ thế tiếp tục, ta sẽ được một dãy các hình chữ nhật vàng lồng vào 
nhau. 


























Ac 5 
'H 
D? È "F 


Bây giờ ta vẽ cung tròn phần tư tâm ở C đi qua B và D, rồi tiếp tục vẽ cung tròn phần tư tâm ở I 
đi qua B và H,..., và cứ thế tiếp tục. Ta sẽ được một đường cong có dạng một hình xoắn ốc. 
Đường cong này thường được gọi là đường xoắn ốc vàng hay đường xoắn ốc Fibonacci (tại sao 
có tên Fibonacci ta sẽ giải thích sau). 


Một số hình ảnh trong thiên nhiên có hình giống như đường cong trên: 





Người cổ Hy Lạp và La Mã đã biết xử dụng hình chữ nhật vàng trong xây dựng và kiến trúc như 
vài hình ảnh sau: 


| Ww 


Khải Hoàn Món Constantine (The Arch of Constantine) ở La Mã được xây vào năm 315 sau tây lich. 





e Tam giác vùng: 





Hãy xem một tam giác cân ABC, có góc ở đỉnh A bằng 36° (và như vậy hai góc ở đáy B và C bằng 
72°). Phân giác CX tạo ra trong tam gíac ABC một tam giác mới là CXB đồng dạng với tam giác 
ABC. Giả sử BC = x và XB =1. Khi đó 


XA = XC=CB =x. 


Sự đồng dạng của hai tam giác như đã nêu ra ở trên cho 


BC AB ~ X 14x 
—=— haylà ==—. 
XB CX 1 x 
Như vậy ta có 
x!-x-1-0. 
V5 


Nghiệm dương của phương trinh này là d = | Nói cách khác x = $, tỷ số cạnh bên chia cho 


2 
cạnh đáy của tam giác cân ABC (cân tai A) chính là tỷ số vàng, và tam giác ấy được gọi là tam 
giác vàng. Ta cũng nhận xét thấy tam giác CXB cũng là tam giác vàng. Trong tam giác cân XAC 
ta có 
day _ AC x*1 _ 1+V5 


=x=$= 


cạnh "CX x 2 








Tam giác loại này cũng được gọi là tam giác vàng. Dé phân biệt ta gọi loai thứ nhất (nhu tam 
giác ABC) là loại tam giác vàng ốm (gầy), và loai thứ hai ( như tam giác XCA) là tam giác vàng 
máp. 


O 


Tam giác vàng ốm và tam giác vàng mập. 


e Ngü giác đều và tháp giác đều: 


A 
JR. 

















Xem một ngũ giác đều ABCDE. Các đường chéo chia ngũ giác đều thành những tam giác vàng 
ốm và mập. Thí dụ như tam giác ABC là tam giác vàng mập, tam giác ACD là tam giác vàng ốm. 
Các đường chéo tạo bên trong ngũ giác một hình ngôi sao năm cánh. Nếu các cạnh của ngũ 


"E Tro TM a ae. eee ee 
giác đều dai bang 1 thi độ dài các đường chéo sé là số b= ws . Còn thập giác đều được tao 


thành bởi 10 tam giác vàng ốm. Nếu các cạnh của thập giác đều dài bằng 1 thi bán kính vòng 


: "`... 1+V5 ae eee í TNT EA 
tròn ngoại tiếp của nó là b= ws . (Độc gia có thể kiém chứng qua gia trị các góc). 


e Các đường xoắn ốc khác 
Trong phần trên ta đã giới thiệu đường xoắn ốc vàng. Bây giờ ta muốn gió thiệu thêm vai 


đường xoắn ốc thú vị khác. Trước hết là đường xoắn ốc Theodorus! hay còn gọi là đường xoắn 
ốc căn số. 











Ta bắt đầu bằng một tam giác vuông cân cạnh bằng 1. Vẽ một tam giác vuông khác với một 
cạnh góc góc vuông là cạnh huyền của tam giác vuông thứ nhất và cạnh góc vuông kia dài bằng 
1. Cứ thế tiếp tục. Đường xoắn ốc này không phải là một đường cong “trơn” (smooth curve) và 
cũng không liên quan gì đến con số vàng của chúng ta, nhưng nó gợi ý cho Matthew Oster — 


1 Theodorus of Cyrene là một nhà toán học cổ Hy Lạp sống vào khoảng thế kỷ thứ 5 trước tây lịch. 


hiện là giáo sư Toán Đại học Stockton, New Jersey — phát triển một đường xoắn ốc tương tự 
như đường xoắn ốc căn số nhưng lai có liên hệ tới con số vàng d. 


51.82729° 
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Bên trên là một tam giác Kepler, bên dưới là Kim tự tháp lớn nhất của Ai Cập và mô hình thu nhỏ của nó. 


Trước hết ta giới thiệu một tam giác gọi tên là tam giác Kepler. Đó là tam giác vuông mà độ dài 
hai cạnh góc vuông và cạnh huyền tạo thành một cấp số nhân. Nếu một cạnh góc vuông là 1, 
cạnh góc vuông kia là a thì cạnh huyền là a?. Định lý Pythago cho 


a^ - a? 4 1. 


Do dó 
a?=đ va a=/®. 


Góc nhọn nhỏ œ trong tam giác Kepler thỏa hệ thức 


1 
tanx = cosx = — và X z 38. 17? 
Vo 
Nhu vậy mọi tam giác Kepler đồng dang với tam giác vuông mà ba cạnh là 1, Vo, và Ò. Người 
ta đã đo đạt và tìm thấy thiến diện chính của kim tự tháp lớn nhất ở Ai Cập là tam giác cân gồm 
hai tam vuông Kepler. Đây là chỉ dấu cho thấy số vàng p đã được biết tới từ thời Ai Cập cổ đại. 





Để dựng đường xoắn ốc Oster, ta bắt đầu bằng một tam giác Kepler có các cạnh là 1, Jo , và ©. 
Tiếp đến là dựng tam giác Kepler đồng dạng với tam giác thứ nhất, tỷ số đồng dạng là Jo. Noi 
rõ hơn, các cạnh của tam giác thứ hai là Vo, $, và oo. Và cứ thé tiếp tuc (xem hình trên). 
Cũng như đường xoắn ốc căn số, đường xoắn ốc Oster không trơn, tạo thành do các đoạn thẳng 
nối tiếp nhau, góc tương ứng ở tâm đều bằng nhau và bằng «x. 


Toa độ cực (polar coordinates) của các đỉnh lần lượt là 


(2, 0), (5, oc), (2, 2 œ),.... 
Hay là 


t+1 
(b2 ,¢ «), t=0,1,2,3,... 
Với 


tei 
0 —t«vàr-zb2, 


Ta có phương trình của một xoắn ốc logarithm: 


r2 (8) = JD. dic. 


Dạng của đường xoắn ốc này như hình dưới đây 





3. Những biểu thức khác nhau của tỷ số vàng 
Ta nhac lại rằng tỷ số vàng d là nghiệm dương của phương trinh: 
x-x-1-20. (1) 


Ngoài ra $ thỏa một số hệ thức sau: 





1. d=b+1 
2. 6126-1 và J1=tb-1 
3. j+=1 
4. > =-1, 
trong đó ip là nghiệm âm của (1), và giá trị của $ và Y được cho bởi: 
p= is = 1.61803989... va p = 25 = - 0,61803989... 


1. Biểu thức của tỷ số vàng dưới dang căn số lồng vào nhau. 
e Nếu x>0 thì phuong trinh (1) có thé được viết 


x=Vx +1. 
Từ đó gợi ý cho ta xây dựng dãy số (xn) như sau: 
X1=1, Xm1ı=4/Xn +1, n=1,2,3,.... 
Ta chứng minh dãy số này hội tu vé D. Ta có 


IÐ2—x2+il _ 1b2-1-xnl | |ó-xa&l _1d-Xnl | , 4 
-X SS ———_— -X : 
[$9 «du T uh RU o cp lu 
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Từ đó ta có thể dẫn ra được: 
| 6 -xsal« $ "| — xl. 


Do $ > 1 nên day số (xn) hội tụ đến d. 














Từ cách xác định truy hồi day số (xn) ta có 


X1 = 1, X2 =vV1+1,xa=.|1+v1+ v1, 


và vì (xn) hội tụ đến $ nên ta có thé viết 


$== He RENTE ở 


e TÙ phương trình (1) ta có 





Do đó với x > 0 ta có 


Do đó ta có thể viết 





2. Biểu thức của tỷ số vàng dưới dạng phân số liên tiếp 
Phương trình (1) cũng có thể được viết lại 
1 
X=1+ m ‘ (2) 
Lập dãy số (xn) một cách quy nạp như sau: 


1 
X171, Xai=ili+—, n=1,2,3,.... 
Xn 


Ta chứng minh day số này hội tụ về D. Ta có (ta xử dung hé thức 1 ở trên): 


1 (1) n-1 n" E 
|$ oss - lb- (2+ )|= | | = [C [e 48 - xa. 


Xn 
Từ đó ta có thể dẫn ra được: 


| $- xz+|< “| T— xıl. 
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Do © > 1 nên day số (xn) hội tụ đến d. 











Từ cách xác định truy hồi dãy số (xn) nên ta có 


1 1 
X1=1,X2=1+-, X3=1+— 
1 , 2 17 3 1+1 , 


1 
và vì dãy sõ (xn) hội tụ đến p như đã chứng minh ở trên nên ta có: 


1 
"`... 








ó 


2 1 








Leonardo Bonacci hay Leonardo of Pisa hay Fibonacci (1170 — 1250), nhà Toán học người Ý. 


1. Bài toán con thỏ và dãy số Fibonacci 
Câu chuyện bắt đầu vào năm 1202 ở thành phố Pisa thuộc nước Ý. Leonardo Bonacci là một 
chàng thanh niên con một thương gia giàu có, chàng có nhiều dịp đi đây đi đó, từ các thành phố 
ven Địa Trung Hải cho tới các xứ À Rập, có khi qua tới tận Ấn Độ. Ngoài việc giao thương, vì có 
khiếu về Toán học, qua những chuyến đi xa chàng học hỏi được rất nhiều, nhất là từ các nhà 
Toán hoc A Rap. Khi trở về lai Pisa, chàng viết cuốn Liber Abaci; đó là cuốn sách chứa đựng 
nhiều kiến thức Toán học của người Ả Rập và Ấn Độ rất mới lạ. Cuốn sách mau chóng lan 
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truyền khắp Châu Âu và nhà Toán học trẻ tuổi Ý bây giờ có biệt danh là Fibonacci, trở thành nhà 
Toán học nổi tiếng thời Trung cổ. 


Có thể chỉ là một trò đùa trí tuệ, một hôm nhà Toán học ra câu đố: 

Hỏi có bao nhiêu cặp thỏ được sản sinh ra trong một năm, nếu bắt đầu bằng 

một cặp, biết rằng mỗi một tháng mỗi cặp sẽ cho ra đời một cặp mới, cặp mới 

này sẽ bắt đầu thụ thai ở tháng thứ hai kế tiếp (gid sử trong thời gian ấy 

không có con thỏ nào chết). (Boyer, A History of Mathematics). 
Câu đố mới đầu xem ra đơn giản, nhưng càng di sâu vào bài toán các nhà Toán học của thời ấy 
và của nhiều thế hệ sau phát hiện ra rất nhiều tính chất thú vị của dãy số được suy ra từ bài 


toán ấy — dãy số Fibonacci. Thậm chí người ta còn thấy dãy số này xuất hiện trong thế giới tự 
nhiên và có liên hệ đến con số vàng mà chúng ta đã xem xét ở các phần trên. 


Goi Fn là số cặp thỏ ở cuối của tháng thứ n. Số cặp thỏ ở cuối tháng thứ (n + 2) — tức là Fn+2 — 
phải thỏa phương trình sau: 


Fn+a = Fn+i + số cặp thỏ con mới dé ra trong tháng thứ (n + 2). 


Mỗi cặp thỏ có ít nhất hai tháng tuổi mới có thể sinh đẻ trong tháng thứ (n + 2). Như vậy trong 
tháng này có Fn cặp thỏ con mới dé. Do đó ta có hệ thức qui nap sau đây: 


Fi=Fa=1, Fne2= Fou + Fn, n==1,2,3,... (3) 


Hệ thức qui nạp trên xác định một cách duy nhất dãy số (Fn) gọi là dãy số Fibonacci. Dễ dàng 
viết ra dưới đây một số các số hạng đầu tiên của dãy số này: 
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1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,... 
Qua đó ta có câu trả lời cho bài toán con thỏ là: F12 = 144. Tuy nhiên vấn đề không dừng ở đây. 
2. Công thức Binet cho Fn 


e Chúng ta bắt đầu bằng cách xem thử các số hạng của dãy số tăng như thế nào. Muốn 
vậy ta xét tỷ số hai số hạng liên tiếp nhau: 


_ Fn+1 
n re 


Dưới day là một số giá trị của tỷ số này tính được nhờ các giá tri ban đầu của Fn : 
1, 2, 1.5, 1.6666..., 1.625, 1.6154, 1.619, 1.6176, 1.6182,..... 


Có vẻ như là xạ tiến tới tỷ số vàng $ = 1.61803989... . Thật vậy, theo cách định nghĩa của (xn) 
và theo hê thức (3), ta có 


Fita Fn+i+E, 1 
Xn = = = 1+—, n=1,2,3,.... 
Fn+1 Fn+1 Xn 














Đây chính là dãy số nói ở đoạn trên, và chúng ta đã thấy xa tiến tới d khi n tiến tới vô cực. 


e Bay giờ ta thử nhìn kỹ dãy số sau đây: 
1, b, $°, $°, 9 


Dùng hệ thức d? = $ + 1, ta viết được: 
or? = án để = $" (6 + 1) 
= po n Q^. 


Ta thấy hệ thức này giống hệ thức qui nap của dãy Fibonacci (ở đây là lũy thừa thay vi là chỉ số). 
Vẫn dùng hệ thức p? = $ + 1, ta liên tiếp có: 


®©°=$ˆ©=2$ + 1, 
t= $? D = (2$ + 1)$ = 3$ + 2, 
©°=5$©+3, 
DS = 8h +5, 
Và cứ thé tiếp tục. Những hệ thức trên gợi cho ta rằng 
®"=FnQb+Fnai, n=2,3,... (4) 
Điều này có thể chứng minh được bang qui nap. Chỉ cần hệ thức $2 = $ + 1 là có thể chứng 


minh hệ thức (4). Phuong trinh x? = x + 1 còn có nghiệm âm  = — , cho nên ta cũng có hệ 


thức 
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p= Fn  +Fn+, n=2,3,.... (5) 
Từ hai phương trình (4) và (5) ta giải ra được 


, pu" 


Fn TE 


Đưa biểu thức của $ và ip vào kết quả trên ta được công thức Binet sau đây: 


ES - CĐ] 


unc 





Điều thú vị trong công thức này là mặc dù vế phải chứa nhiều cán thức phức tap nhưng kết quà 
của nó lại là một số nguyên. 


3. Một số hằng đẳng thức cho Fn 


1. Fi + Fa +...+ Fn = ym Fy = Fn+2 — 1. (6) 
Chứng minh. 
Đầu tiên ta chú ý rằng 


1-ġn+1 n+1_4 N+1_4)(h41 
raj pi = o z o ~ (D )(b+1) = (+1 a 1)o = prt = o. 


1-6 $—1 $2—1 





Tương tự như trên ta cũng có: 


2 ku y* = nte DE, 


Ta trở lai công thức cần chứng minh. Dựa vào hai kết quả trên, công thức Binet, và do tiện lợi 
ta dat Fo = 0 mà không ảnh hưởng gì, nên ta có: 


j”_# (pr+2- y"*2)-(5-w) 
k=1 Fk = Xk=o Fk =0 Je Fr 


Ta nhắc lại rằng: 


n+2 -'†2 


r › -È 
$ —tÙ=v5 va Fn+2 = VE 


Do đó ta có: 





D es Fk = Fn+2 ex 1. 











2. Fi+Fas+Fs+..+Fani=F¿an. (7) (Tổngn số hạng lẻ) 


Chứng minh. 


Chứng minh bằng qui nạp như sau: 
Với n = 1, ta có: 
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Fo + F1 = 0+ 1 = 1 = F2 (Đúng). 
Gia sử (7) đúng với n = k > 1, nghĩa là ta có: 
Fa + Fs +...+ F2k-1 = Pak. 
Khi ấy: 
Fa + Fa +...+ Foka + F2k+1= Fak + Faker = F2k+2 = Pate) : (7) đúng với n = k+1. 
Như vậy (7) đúng với mọi n. 














3. Fat F4 + Fe... Fan = Fans - 1. (8) (Tổng của n số hạng chan) 


Chứng minh. 
Từ hệ thức (6) ta có: 
Fi + F2 +...+ Fan-1 + Fan = Fan+a T— 1 (6’) 


Lấy hệ thức (6’) trừ hệ thức (7) theo từng vế, ta có: 














Fz + Fa + Fe +...+ Fan = F2n+2 — 1 - Fan = (F2n+i + Fan) — Fan — 1 = Fn — 1. 
4 F2+F24F2 +..+ FZ =Fn Fos. (9) 
Chứng minh. 


Chứng minh bằng qui nạp như sau: 
Với n = 1, ta có: 
Fg =1, FiFa= 1x1 =1: Công thức đúng với n = 1. 
Giả sử công thức đúng với n = k > 1, nghĩa là ta có 
F2 + F + FS +...+ F2 = Fy Fey, 

Khi ấy 

FE + F2 + F3 +...+ Fe + F1 = Fr Feat Feta Eky(Ek + Fret ) = FeaFiaz - 
Công thức (9) đúng với n = k+ 1. 
Như vậy công thức (9) đã được chứng minh đúng với mọi n. 














5. Fm-1 Fn + Fm Fn+i=Fm+n. (10) 

Chứng minh. 

Giữ m cố định. Ta chứng minh (10) đúng với mọi n bằng qui nạp. 
Với n=1, ta có : F1 = F2 = 1, cho nên (1) trở thành: 


Fm-1 +Fm = Fm+1: 
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Hệ thức này đúng vì đó là hệ thức định nghĩa của dãy số Fibonacci. Giả sử (10) đúng với n, ta 
chứng minh (10) đúng với n+1. 


Fin-1 Fn+1 + Em Fn+2 = Fm-1 (Fn-1 + Fn ) +Fm (Fn + Fi ) 
= Fm4 Fea + Fo Fa + Fm Fn + Fim Frat 
= (Fm~1 Fn-1 + Fm Fn) + (Fm-1 Fn + Fm Fn+1) 
= Fm+n-1† Fm+n = Pm+n+1- 


Công thức (10) đúng với n+1, cho nên công thức (10) đúng với mọi n. Số nguyên m cố định 
nhưng bất kỳ, như vậy công thức (10) đúng với mọi m và n. 














6. F4 -Fà = Fi-1 Fn+2. (11) 














Chứng minh. 
Fraa > Fa = (Frei + Eg) - Fa = Esca + 2Fn-1 Fn 
= Fn-1(Fn-1 + Fn + Fo) = Fn-1(Fn+1 + Fn) 
= Fh-1 Foe - 
7. Bath = Eure (12) 
Chứng minh. 


Ta sẽ kèm hê thức (12) với hê thức khác, rồi chứng minh cả hai hê thức đều đúng với mọi n. 
Xét hệ thống sau: 


f Fon = Fa (Fn+1 + E (i) 
Fonsi = F2,1 + F2 (12) 


Ta chứng minh hệ thống bằng qui nạp. Ta có: 
Fo= 0, Fi = F2 = 1, Fa = 2. 
Cả hai hệ thức đều đúng với n = 1. 
Giả sử hệ thống đúng với n. Ta chứng minh hệ thống đúng với n+1. Ta có: 
F2(n41) = Fan+a = Fanta + Fan = (Fier + F2)+ Fa ni Fou) 
= Fata (Fn + Fata) + Fn (Fn + Fn-1) 


= En+1 Fn+2 + Fn Fn+i = Fn+1 (Fn+2 + Fp). 
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Như vậy (i) đúng với n+1, và do đó đúng với moin. Mặt khác ta có: 
F2(n44)44 = F2n+3 = Fan+a + F2n+1 = Fn+1 (Fuso + Fn) + Fa + Fa 
= Fn+i (nas + 2Fn) + Fraa + Fh 
= (Enea 2PavaFat Fa)? Pra 


SEE Fn)? + E = F242 + Frat . 





Nhu vậy (12) đúng với n+1, và do đó đúng với moi n. 











8. Fn+1Fn-1 Fa =(-1)". (13) 
Chứng minh. 


Ta dùng phương pháp qui nạp. Hiển nhiên công thức đúng với n = 1. Giả sử công thức đúng với 
n, ta chứng minh nó đúng với n+1. 


Fn+a2 Fn - F2 = (Fa + Fa+1)Fn 5 Er = FR + Fa Fn+1 - Ero 
= FF = Fara (Fn+i = Fi) = FF — Fn+iFn_q 
= (ay = (4), 





Như vậy (13) đúng với n+1, và do đó đúng với mọi n. 











3. Tính chia đúng của các số Fibonacci 
Các số Fibonacci có nhiều tính chất chia đúng (divisibility properties) rất thú vị. 


Thí du Fs = 2, Fe = 8, và Fe chia đúng cho F3. Một thí dụ khác: Fa = 3, Fg = 21, va Fg chia dung 
cho F4. Một cách tổng quát ta có: 


Định Lý 1. Nếu n chia đúng cho m thì Fn chia đúng cho Fm. 
Chứng minh. 


Nếu n chia đúng cho m thì n = km, trong đó k là một số nguyên dương nào đó. Ta qui nạp trên 
k. Nếu k= 1 thì rõ ràng là tính chất đúng. Giả sử tính chất đúng với k, ta chứng minh nó đúng 
với k+1. Theo hệ thức (10) ta có: 


Fm(k+1) = Fmk+m = FmkFm-1 + Fmk+1Fm - 


Vì Fmk Va Fm đều chia đúng cho Fm nên vế phải của hệ thức trên chia đúng cho Fm. Nói cách 
khác Fm(k+1) chia đúng cho Fm. Do đó tính chất đúng với k+1. Theo phương pháp qui nạp, định 
lý đã được chứng minh. 
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Hệ quả: Nếu n > 4 là một hợp số ^(composite number) thi Fn cũng là một hợp số. 


Định Lý 2. Hơi số Fibonacci liên tiếp là nguyên tố cùng nhau. 
Chứng minh. 


Theo công thức (13) ở trên, nếu Fp và Fn„¡ có chung một ước số thi con số đó cũng là ước số 
của (-1)", điều này vô lý. 














Định Lý 3. Nếu n và m là hai số nguyên dương thì 
gcd ( En, Fm) = Fgcd(mm) . 
Chứng minh. 


Đặt d = gcd?(m,n). Nhu thé thi d là ước số của m và n. Theo Định lý 1 thi Fg là ước số của F,, và 
Fa. Chúng ta chứng tỏ Fa là ước số chung lớn nhất của Fm và Fy. Vi d = gcd (m,n) nén theo 
Định lý Bezout tồn tai hai số nguyên r và s sao cho d = mr + ns. Theo công thức (10) ta có 


Fa = Fmrtns =Fmr-1Fns + FmrFns+1- 


Hệ thức này cho thay bất cứ ước số nào của F,, và Fp cũng là ước số của Fa. Do đó Fala ước 
số chung lớn nhất của Fm va Fp. 














Thí dụ. Lấy m= 12, n=18. Khi ấy d = gcd (12,18) = 6, và Fe = 8. Trong khi đó Fiz = 144, Fig = 2584, và 
gcd (144, 2584) =8. Như vậy 


gcd (144, 2584) = Fgca (12, 18) = 8. 


Bây giờ ta phát biểu và chứng minh phần đảo của Định lý 1. 


Định Lý 4. (Đảo của Định lý 1) 
Nếu F, chia đúng cho Fp thi n chia đúng cho m. 
Chứng minh. 


Nếu Fp chia đúng cho F,, thì gcd (Fp, Fm) = Fm . Nhung theo Binh lý 3 thi gcd ( Fy, Fm) = 
Fgcd(m,n), cho nén 


Fgcá(m,n) = Fg. 





Do đó gcd (n,m) » m. Điều này có nghĩa là n chia đúng cho m. 











? Một số nguyên là một hợp số khi nó có ít nhất một ước số thực sự (ước số khác 1 và chính nó). 
3 gcd : the greatest common divisor (ước số chung lớn nhất). 
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4. Tam giác Pascal và các số Fibonacci 


NỈ, 
me 2 
— 
Z § 
+2 13 
4 


15 20 15 





Tam giác Pascal là một tam giác tạo nên bởi các con số mà các số hạng ở hang thứ n là 


(rz. 0<j<n. 


Đó là các hệ số của xi trong khai triển của (1 + x)". Tam giác mang tên nhà Toán hoc Pháp là 
Pascal (1623 - 1662). Thật ra nó đã được nhà Toán học Trung Hoa tên là Yanghui và nhà Thiên 
văn học Ba Tư tên là Omar Khayyám tìm ra và nhiên cứu trước Pascal hơn 500 năm. Ta không 
đi sâu vào những đặc điểm của tam giác này, chỉ nêu ra một tính chất đặc biệt của nó mà thôi. 


Đó là tổng số các số hạng trong đường chéo nghiêng của tam gidc chính là các số hang trong 
dạy số Fibonacci. 


Trong hình trên là 7 đường chéo mà tổng các số hạng lần lượt là 


F1=1,F2=1 
F3=1+12=2 
Fa=1+2=3 


Fs=1+3+1=5 
Fe=1+4+3=8 
F7=1+5+6+1=13 


Ở hạng thứ n sẽ là 


ee) C Ce 
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Lưu ý rằng tì =0 nếu j>n. Khi ấy ta có thể viết 


Re dữ 0e 


5. Trở lại hình chữ nhật vàng và hình xoắc ốc vàng 





0+1=l 
1+1=2 
2+1=3 
3+2=5 
5+3=8 
8+5=13 
l3+8=2l 
21 +13 = 34 
34+21=55 
55 + 34 = 89 


0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ,34, 55, 89, 144... 89 + 55 = 144 


Trong phần đầu chúng ta đã được giới thiệu hình chữ nhật vàng và cách dựng nó bằng thước kẻ 
và compa. Chúng ta cũng đã được biết cách dựng hình xoắn ốc vàng từ hình chữ nhật vàng như 
thế nào. 


Bây giờ chúng ta hãy quan sát các cạnh hình vuông - tức là các bề rộng của các hình chữ nhật 
vàng lồng vào nhau — bên trong hình chữ nhật vàng đầu tiên. Kể từ trong ra ngoài, số đo các 
cạnh ấy chính là các số hạng trong dãy số Fibonacci như trên hình vẽ trên. 


Dưới đây là vài hình ảnh của hình xoắn ốc vàng trong thiên nhiên: 
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Cây Aloe polyphylla. 





Hoa hướng dương và hoa Dandelion. 


6. Lịch sử về tỷ số vàng và những con số Fibonacci 


Người Hy Lạp cổ đại vào thế kỷ thứ năm và thứ tư trước Tây lịch đã đề cập tới bài toán chia một 
đoạn thẳng “theo tỷ số cực và tỷ số trung bình” (extreme and mean ratio). Tuy nhiên họ không 
đặt cho tỷ số này một cái tên đặc biệt nào cả. Những cái tên riêng cho tỷ số này như tỷ số vàng, 
con số vàng,...,đến rất lâu về sau. Năm 1909 ký hiệu d (mẫu tự Hy Lap doc là phi) chỉ con số 
vàng, được nhà Toán học Mỹ Mark Bar (Theodore Cook, Curves of Life) dùng đầu tiên, gợi ý từ 
tên của nhà Điêu khắc Hy Lạp cổ đại Philias, người được cho là đã xử dụng tỷ số vàng và hình 
chữ nhật vàng trong nghệ thuật Kiến trúc. 
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Đền Parthenon ở Hy Lạp, một tác phẩm của Philias. 


Trở lại thời xa xưa, người Ai Cập đã biết dụng tỷ số vàng trong khi xây dựng các kim tự tháp 
(George Marowsky, Misconceptions about Golden ratio). Trường phái Pythago vào thế kỷ thứ 6 
trước Tây lịch đã biết tỷ lệ vàng trong các ngũ giác đều và hình ngôi sao năm cánh. Họ đã chọn 
hình ngôi sao năm cánh nội tiếp trong ngũ giác đều làm biểu tượng cho trường phái của mình. 


Năm 1509, Luca Pacioli, một nhà Toán học Ý, bạn và là cố vấn Toán học của nghệ sĩ thiên tài 
Leonardo da Vinci đã có nhiều nghiên cứu về con số vàng trong tác phẩm Davina Proportione. 
Những tranh vẽ trong sách này được chính Da Vinci minh họa. Người nghệ sĩ vĩ đại rất ưa thích 
con số vàng và đã thể hiện nó trong nhiều tác phẩm của ông. 
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Những hình chữ nhật vàng trong Mona Lisa và The Divine Proportion (Tỷ lệ thiêng liêng). Đó là một vài 
tranh vẽ nổi tiếng của Leonardo da Vinci có liên quan đến con số vàng. 


Kepler (1571 — 1630), nhà Toán học và Thiên văn học Đức đã nói: “Hình học có hai báu vat, đó là 
định lý Pythago va tỷ số vàng. Cái thứ nhất có thể sánh với vàng ròng, còn cái thứ hai sánh với 
đồ trang sức.” Hơn 400 năm sau Fibobacci, chính Kepler là người đầu tiên kết nối con số vàng 
với dãy số Fibonacci khi ông ước tính được rằng tỷ số hai số hạng liên tiếp trong dãy số 
Fibonacci xấp xi bằng tỷ số vàng. Phải đến một thế kỷ sau Kepler, vào năm 1753, Robert 
Simson (1687 — 1768), nhà Toán hoc Anh, mới chứng minh được dự đoán của Kepler: 


OR 
lim 2-26. 


n—oo Fn 
Cũng chính Simson đã chứng minh được công thức (13) ta đã trình bày ở phần trên: 
Fn+1Fn-1 7 F£ = (-1)" . 

Công thức của số hạng tổng quát trong dãy số Fibonacci được Jacques Binet (1786 — 1856), nhà 
Toán học Pháp, tìm ra vào năm 1843. Một năm sau, Gabriel Lamé (1795 — 1870), nhà Toán học 
Pháp, đã dùng các số Fibonacci vào trong thuật toán tìm ước số chung lớn nhất của hai số 
nguyên. Trong khoảng thời gian 1872 — 1891, Édouard Lucas (1742 — 1891), một nhà Toán hoc 
Pháp khác, đã chứng minh được nhiều hệ thức qui nạp trên dãy số Fibonacci, và tìm được 
những công thức kết nối các con số Fibonacci với các con số trong tam giác Pascal. Và cũng 
chính Lucas đặt tên cho day số 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,....là dãy số Fibonacci. 
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Tài liệu tham khảo 


1. 


Uy uu SN 


Hình ảnh: lấy từ Internet. 

Theodore A. Cook. Curves of Life. Constable and Company Ltd. London. 1914. 
Philip J. Davis. Spirals from Theodorus to Chaos. Wellesly, MA. 1992. 

Mario Livio. The Golden Ratio. Broadway Books. New York. NY, 2002. 
Nicholas J. Rose. The Golden Mean and Fibonacci sequence. E-book. 


24 


Cuộc đời và sự nghiệp của nhà Toán học 


Augustin Louis Cauchy 


Augustin Cauchy là một nhà Toán học lớn không những của nước Pháp mà của cả 
thế giới. Các học sinh trung học đã từng nghe tên ông qua bất đẳng thức Cauchy, 
còn các sinh viên đại học thì biết ông nhiều qua bất đẳng thức Cauchy-Schwarz, 
dãy Cauchy, các phương trình Cauchy, tích phân Cauchy cho ham số phức... . 
Người ta thường nghe nói Cauchy như là một nhà Toán học nổi tiếng, một nhà 
Khoa học mẫu mực đáng kính, một thành viên Hàn Lâm Viện Khoa học bệ vệ sang 
trọng. Chưa hoàn toàn đúng như vậy. Ít ai biết được Cauchy có một cuộc sống 
nghề nghiệp đầy bất trắc, và nhất là Cauchy đã từng được mệnh danh là một ông 
giáo sư “lì lợm, cứng đầu”. 

Trong câu chuyện này chúng tôi sẽ trình bày cuộc đời và sự nghiệp đầy sóng gió 
của nhà Toán học, nhà cải cách giáo dục Toán, một con người can đảm và “bất trị” 
tên là 


Augustin Louis Cauchy. 


Chúng tôi căn cứ vào nhiều tài liệu trong đó tài liệu chính là phần Heroes and 
Martyrs của nhà viết sử Khoa học Amir Alexander. 


Tặng cho các học sinh của tôi trong những năm 1967 -1995. Đây là một trong 
những câu chuyện thầy thường kể cho cúc em trong lớp học. 


California, mùa Đông 2015. 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


1. Cauchy, nhà Toán học bảo hoàng. 





Augustin Cauchy (1789 — 1857), nhà Toán học lớn của Pháp. 


Augustin Cauchy sinh tại Paris ngày 21 tháng 8 năm 1789, sau ngày Cách Mạng 
Pháp hơn một tháng. Ông ta đã để cả đời mình để chống lại di sản của cái mùa Hè 
dữ dội ấy. Cha ông là Louis Cauchy, bấy giờ là chỉ huy phó cảnh sát Paris, mất việc 
ngay chiều hôm 14 tháng 7 năm 1789, ngày phá ngục Bastille, biểu tượng của nền 
quân chủ Pháp. Gia đình Cauchy vẫn sống sót qua những ngày tháng kinh hoàng 
của khủng bố và giết chóc nhờ bỏ Paris trốn về Arcueil, một vùng ngoại ô phía Nam 
của Paris. Sau khi Robespierre! bi hành quyết (1794), thấy tình hinh có vẻ tương 
đối yên ổn, gia đình Cauchy trở về lại Paris. Cha của Cauchy tìm được một việc 
làm ở văn phòng ở bộ Nội vụ, rồi từ đó tìm cách vươn lên. Khi Napoléon lên nắm 
quyền (1799), ông Louis Cauchy tuyên bố mình thuộc phe ủng hộ Napoléon, vì thế 
nên sự nghiệp của ông thăng tiến rất nhanh. Chẳng bao lâu, ông trở thành Tổng 
thư ký Thượng viện. Chủ tịch Thượng viện thời ấy, thời của Hoàng Dé Napoléon, 
chính là nhà Toán học và Thiên văn học Pierre Simon Laplace. 


Thời thơ ấu của Augustin Cauchy trải qua hầu hết ở Paris, trong khu vực thuộc 
cung điện Luxembourg, trụ sở của Thượng Viện. Cậu bé có dịp làm quen với 
Laplace, nhà Toán học và Vật lý học hàng đầu của Châu Âu và cũng là “sếp” trực 


1 Maximilien Robespierre (1758 — 1794), chính trị gia Pháp, bị cho là cổ vũ phong trào khủng bố trong Cách Mang 
Pháp. 


tiếp của cha cậu. Laplace đã có nhiều dịp thấy tài năng Toán học của cậu. Có một 
nghị sĩ lớn tuổi cũng “hâm mộ” không kém tài năng chớm nụ của cậu bé. Đó là nhà 
Toán học Joseph Louis Lagrange. Những người này sẽ có một ảnh hưởng rất lớn 
trên sự nghiệp Toán học của Augustin Cauchy. Nhờ vị trí của cha cậu, mà ngay khi 
còn ở trong gia đình, cậu đã có điều kiện thuận lợi tiếp xúc với những nhà Toán 
học nổi tiếng. Những điều kiện tốt đẹp này đã giúp Augustin Cauchy tạo nên con 
đường tương lai sáng sủa sau này. 





Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813). Pierre-Simon Laplace (1749 - 1827). 


Cauchy rất chăm học và học rất giỏi. Ông thi đậu vào trường Đại học Bách Khoa 
Paris, khóa 1805, không mấy khó khăn. Sau khi tốt nghiệp ở đây, Cauchy chuyển 
qua học tiếp 2 năm nữa ở trường Cầu Đường (École des Ponts et Chaussées). Ở 
đây chàng sinh viên Cauchy sáng chói vì thắng giải nhất trong hai kỳ thi Toán liên 
tiếp trong hai năm. Tốt nghiệp năm 1810, kỹ sư trẻ tuổi Augustin Cauchy được bổ 
nhiệm về một công ty đang xây dựng hải cảng Cherbourg?. Trong thời gian làm 
việc tại đây, Cauchy tỏ ra không những giỏi về lý thuyết mà còn thành thạo trong 
thực hành. Tuy nhiên, cũng chính ở đây Cauchy bắt đầu thấy quan hệ xã hội trong 
nghề nghiệp quá phức tạp, gây cho ông nhiều khó khăn. Ông Louis Cauchy tìm 
cách gởi gắm con trai cho các giới chức địa phương, nhưng Cauchy vẫn thấy chán 
nãn với công việc. Chàng kỹ sư trẻ Cauchy không che dấu sự bất bình, đôi khi 
chống đối lại ban giám đốc mặc dù họ tỏ ra rất muốn xử dụng chàng. 


Gia đình Cauchy rất sùng đạo Công giáo. Khác với người cha, kỹ sư Cauchy tỏ ra 
không sẵn sàng thay đổi theo những trào lưu chính trị mới. Lãnh đạo trường Đại 
học Bách Khoa thời ấy thuộc phe Cộng hòa có khuynh hướng chống lại giáo hội 
Công giáo. Ngay từ thời còn là sinh viên tại trường này, Cauchy đã gia nhập Giáo 


2 Cherbourg vốn là một hải cảng cá, nhưng Napoléon muốn xây dựng thành hải cảng quân sự. 


đoàn Đức Mẹ Đồng Trinh (Congrégation de la Sainte Vierge), một hội kín của các 
tu sĩ dòng Tên (les Pères Jesuites). Tổ chức này chống lại chủ trương vô tôn giáo 
của phe Cộng Hòa, và tranh đấu để đưa nước Pháp trở về lại với đạo Công giáo. 
Đây cũng là một trong những nguyên nhân mà ở Cherbourg Cauchy không hòa 
hợp được với các giới chức địa phương cũng như lãnh đạo công ty nơi ông đang 
làm việc. 

Trong hơn hai năm ở Cherbourg, ngoài thời gian làm việc, Cauchy để hết thời gian 
còn lại cho việc nghiên cứu Toán thay vì nghiên cứu về ngành nghề kỹ sư của mình. 
Ông đã gởi về Hàn Lâm Viện Khoa học Paris nhiều bài nghiên cứu, tất cả đều được 
đón nhận nhiệt tình, đặc biệt bài nói về Da giác và Da diện được đánh giá cao. 
Năm 1812 trở về lại Paris, Cauchy tiếp tục làm việc với các dự án công trình công 
cộng, nhưng tim của ông đã quay về một hướng khác: trở thành một nhà khoa 
bảng toàn thời gian. Điều này có nghĩa là ông muốn trở thành một thành viên của 
Hàn Lâm Viện Khoa Học, một loại trí thức hàng đầu, theo cách đánh giá của thời 
Đế chế. Từ năm 1813 đến năm 1815, Cauchy đã ba lần ghi tên mình vào danh 
sách dự tranh vào Hàn Lâm Viện Khoa học. Khi dự tranh, Cauchy không ngần ngại 
viện dẫn đến tên tuổi của cha mình cùng sự quen biết những nhân vật tầm cỡ 
trong giới học thuật hàn lâm ở Paris, như Pierre-Simon Laplace, Joseph-Louis 
Lagrange. Nhưng cả ba lần Cauchy đều thất bại với tỷ lệ phiếu rất thấp so với số 
phiếu của những người thắng cuộc. Lần đầu thất bại trước nhà Toán học Louis 
Poinsot (1777 — 1859), lần thứ hai trước nhà Toán-Vật Lý André Marie Ampère 
(1775 - 1836), và lần thứ ba trước kỷ sư Claude Pierre Molard (1759 - 1837). 


Với sự yểm trợ tích cực của nhiều nhân vật tên tuổi, cùng với nổ lực vận động 
không mệt mỏi của chính mình nhưng tại sao Cauchy vẫn liên tiếp thất bại? Chắc 
chắn không phải do khả năng và danh tiếng của Cauchy chưa đủ, vì khi ấy Cauchy 
đã là một nhà Toán học có tên tuổi, một ngôi sao trẻ đầy hứa hẹn rồi. Theo lời 
Laplace “không ai xứng đáng vào vị tri quan trọng ấy bằng nhà Toán học trẻ tuổi 
này.” (Heinrich Heine, quoted in Honnour, Romanticism, p 256-258) 


Không ai có thể phủ nhận tài năng thuộc vào hàng đầu của các đối thủ của Cauchy 
như Ampère và Poinsot, họ rất xứng đáng có một vị trí trong Hàn Lâm Viện Khoa 
học Pháp. Nhưng điều đó không đủ để giải thích số phiếu thu được của Cauchy 
quá thấp trong ba lần bầu cử (thất bại ba lần với tỷ lệ lần lược là 2/23, 10/13, và 
0/28). Chỉ còn có một lý do cho tất cả những thất bại nói trên của Cauchy là yếu 
tố chính trị. Trong khi hầu hết các thành viên của Hàn Lâm Viện đều trung thành 
với phe Cộng Hòa, thì Cauchy lại không dấu diếm rằng mình là người bảo hoàng 
và là một tín đồ Công giáo thuần thành. Riêng cuộc bầu cử năm 1815 xảy ra đúng 
vào thời kỳ 100 ngày của Napoléon trở lại nắm quyền, những người bảo hoàng 
như Cauchy mà ứng cử vào Hàn Lâm Viện thì thật không hợp thời chút nào. Còn 
một lí do nữa là sự quá nổi tiếng của Cauchy và sự tự tin, nếu không muốn nói là 


sự kiêu căng của Cauchy, đã làm các thành viên Hàn Lâm Viện đang chức không 
hài lòng. Chắc chắn họ không muốn có một người khác biệt với họ, nổi tiếng hơn 
họ, cùng ngồi chung với họ trong Hàn Lâm Viện. 
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2. Cauchy, người của thời cuộc. 


Khi nhà nước Phục Hung? (La régime de Restauration) lên nắm quyền vào năm 
1815, một tình huống sáng sủa xuất hiện, có thể giải quyết được khó khăn cho 
Cauchy. Vua Louis 18 và các cận thần của ông rất ấn tượng với những thành tựu 
của các nhà Toán học và các nhà Khoa học tự nhiên của hơn hai thập niên Cách 
mạng. Vào năm 1815, rõ ràng Paris là trung tâm của Khoa học và học thuật của 
Châu Âu. Nhà vua và các cận thần rất muốn duy trì tình trạng như thế. Như trớ 
trêu thay, hầu hết các nhà Khoa học nòng cốt làm nên sự rạng rỡ cho nước Pháp 
đều đáng lo ngại dưới mắt nhà vua và chế độ mới vì hầu hết họ đều là những 
người Cộng hòa “phản động”. Chế độ mới cần phải thay thế những người thiếu 
trung thành với nhà vua càng nhiều càng tốt. Nhưng làm như thế không thể nào 
tránh khỏi ảnh hưởng đến vị trí dẫn đầu của nền Khoa học Pháp đối với Châu Âu. 
Trong hoàn cảnh ấy, Cauchy đúng là “của trời cho”, không thể chối cãi được. Ông 
vừa là nhà Toán học sáng chói, vừa là người trung thành hết mực với hoàng gia, 
và cũng chính vì sự trung thành này mà sự nghiệp của ông thời gian qua gặp nhiều 
trắc trở. Con người này xứng đáng là người thay thế đáng giá cho các nhà bác 
học “phản động” kia. 


Nhờ luồng gió mới của chế độ Phục Hưng thổi qua giữa những năm 1815 — 1830 
mà sự nghiệp của Cauchy bốc dần lên cao. Trong 15 năm này, Cauchy đã nghiên 
cứu và trình lên Hàn Lâm Viện 92 báo cáo, công bố 41 bài báo trên các tạp chí Toán 
học hoặc Khoa học, và xuất bản ít nhất 10 cuốn sách. Lãnh vực nghiên cứu của 
Cauchy trải rộng từ Toán học sang Toán-Vật lý. Nhưng công trình nổi bật nhất của 
Cauchy trong thời kỳ Phục Hưng là các sách giáo khoa về Giải tích của ông với nội 
dung và phương pháp tiếp cận vấn đề rất mới và rất sâu cho nên ảnh hưởng lan 
tỏa rộng khắp. Ông đã viết lại nền tảng cho phần tính vi phân, trong đó ông đã 
đưa vào khái niệm 6-e (delta - epsilon) nổi tiếng vẫn còn được giảng day trong nhà 
trường cho tới ngày nay. Cauchy được tôn vinh bởi các chính các định chế mà 


3 Thời kỳ Phục Hưng của dòng họ Bourbon trong lịch sử Pháp là thời kỳ sau Napoléon, tính từ năm 1814 đến năm 
1830. Anh em của vua Louis 16 (bị xử tử thời Cách Mang) trở lại nắm quyền. 


trước đây đã từ chối chấp nhận ông chỉ vì ông công khai bày tỏ ý kiến chống lại 
chính quyền Napoléon. Ông là “con cưng” của chế độ mới. 


Ngay những tháng đầu chế độ mới được thiết lập, vào tháng 12 năm 1815, Cauchy 
được bổ nhiệm làm phụ tá giáo sư trường Đại học Bách Khoa. Chính tại nơi này, 
Cauchy đã từng bị từ chối bất cứ một công việc gì, kể cả công việc nhỏ nhất là tutor 
(trợ lý học tập) cho sinh viên thời gian Cauchy còn học ở trường. Louis Poinsot, 
giáo sư chính thức tại trường Đại học Bách Khoa, thành viên Hàn Lâm Viện, cựu 
đối thủ của Cauchy, nay đang ốm đau, chờ ngày về hưu. Poinsot^ đang muốn tim 
một người thay thế mình giảng dạy Toán tại trường. Tin Cauchy được bổ nhiệm 
về trường làm Poinsot không vui, vì chắc chắn vai trò của ông sẽ được chuyển giao 
cho người giáo sư trẻ tuổi này. Đúng như vậy, Cauchy bắt đầu giảng dạy ngay từ 
mùa Đông năm 1815 sau khi vừa mới về trường. Một vài tháng sau khi trở lại ngôi 
báu, nhà vua thấy đủ mạnh, chính quyền bắt đầu cho cải tổ lại trường Đại học Bách 
khoa. Nhà Toán học và đồng thời là Viện sĩ Hàn Lâm Viện Khoa học, Jean Simon 
Laplace, được giao trách nhiệm ấy. Cauchy, lúc ấy 27 tuổi, được phong Giáo sư 
chính thức của Đại học bách khoa. 


Chức vụ Giáo sư chính thức của một trường Đại học nổi tiếng của nước Pháp và 
của cả Châu Âu đủ bảo đảm cho Cauchy có một thu nhập cao và một vị trí hàng 
đầu trong giới thượng lưu trí thức Paris. Tuy nhiên vị trí mà Cauchy thực sự muốn 
là trở thành thành viên Hàn Lâm Viện Khoa học Pháp. Năm 1815, Cauchy đã công 
bố hai công trình làm chấn động dư luận giới Khoa học. Công trình thứ nhất liên 
quan về Lý thuyết Ánh sáng (Théorie de la Lumière), công trình thứ hai về dự đoán 
Fermat về số cạnh của đa giác. Cả hai công trình này đủ quan trọng để Cauchy có 
thể tham dự vào việc tuyển chọn thành viên mới của Hàn Lâm Viện. Ngoài ra, tình 
hình chính trị đã thay đổi, cho nên Cauchy rất hy vọng sẽ không có những kết quả 
xấu lặp lại như các lần trước. 


Cauchy không phải đợi lâu. Chính quyền chế độ Phục Hưng bây giờ nhanh chóng 
chuyển hướng loại bỏ kẻ thù. Những người đầu tiên bị loại là những người được 
xem như là theo Cách Mạng và trung thành với Đế chế. Trong số ấy, về phía Hàn 
Lâm Viện, có Lazare Carnot và Gaspard Monge, cả hai đều là những nhà Toán học 
hàng đầu và là những viên chức cao cấp của chính quyền Cách Mạng. Carnot đã 
từng là người giúp Napoléon soạn thảo chính sách cải cách quân đội, còn Monge 
từng là Bộ trưởng phụ trách Hải quân và theo giúp Napoléon trong đạo quân viễn 
chinh Ai Cập. Ngoài ra, trong thời gian từ năm 1797 cho đến thời kỳ Phục Hưng 
của vua Louis 18, Monge làm Hiệu trưởng trường Đại học Bách Khoa, và đã để lại 
dấu ấn cá nhân đậm nét trong cách tổ chức và giáo dục ở nhà trường. Ngày 21 
tháng 3 năm 1816, vua Louis 18 tuyên bố Carnot và Monge bị loại khỏi Hàn Lâm 


^ Louis Poinsot (1777 — 1859), nhà Toán học, nha Vật lý học. Ông nghiên cứu về cơ học thuần ly. Nay vẫn còn một 
công thức về chuyển động mang tên ông. 


Viện. Hai vị trí đó sẽ được Abraham Louis Bréguet (1747 — 1823), một Kỹ sư Vật 
lý và cũng là người sáng chế ra đồng hồ đeo tay, và Augustin Cauchy thay thế. 





Gaspard Monge (1746 - 1818). Lazare Carnot (1753 — 1823). 





Abraham Louis Bréguet (1747 — 1823). 


Cuối cùng Cauchy cũng được vào Hàn Lâm Viện, không theo ngả bầu cử mà là bằng 
sắc lệnh của vua. Điều tré trêu là nhà Toán hoc Augustin Cauchy được ngồi vào 
ghế Hàn Lâm, không qua bầu cử mà là nhờ vào thế lực bên ngoài, sau này ông lại 
trở thành biểu tượng cho một định chế Khoa Học cao nhất nước. Mặc dù có nhiều 
nhà Toán học khác dè biểu, xa lánh, cho rằng Cauchy vào Hàn Lâm Viện bằng con 
đường không chính đáng, nhưng Cauchy bỏ ngoài tai tất cả những tiếng xầm xì 
nhỏ to ấy, tự cho rằng với những công trình Toán học của mình, Cauchy hoàn toàn 
xứng đáng ngồi ở vị trí ấy, mặc kệ những người khác, kể cả những đồng viện, thích 
hay không thích. 


Nếu trước đây Cauchy đã không được nhiều người ưa thích, thì nay với sự bổ 
nhiệm của nhà vua, Cauchy càng có thêm nhiều người nữa xa lánh. Sự can thiệp 
của triều đình vào sinh hoạt Hàn Lâm Viện là một sự sỉ nhục cho các thành viên 
của Viện mặc dù ở đây cũng có một số rất thân cận với hoàng gia. Hơn nữa, 
Carnot và Monge là những người đã từng được kính trọng và rất thân thiết với 


hầu hết những người khác trong Hàn Lâm Viện. Cách chức hai người này coi như 
tát vào mặt các thành viên khác của Viện. Cauchy không một lời xin lỗi khi bước 
vào Viện trong tình huống như thế. Cauchy phải trả giá đắc cho việc này. Có một 
số đồng viện, trước đây là bạn của Cauchy, nay họ quay lưng đi, không một lời 
chào hỏi khi gặp nhau. Nhưng Cauchy vẫn không mấy quan tâm. Với sự ủng hộ 
hết mình của triều đình, vị trí của Cauchy trong Viện không hề bị đe dọa. 


Trong thời gian ấy, danh dự và địa vị không ngớt đổ về cho Cauchy. Có người nói 
Cauchy là người của thời cuộc. Năm 1819, ở tuổi 30, Cauchy được vua Louis 18 
tặng thưởng Bắc Dau Bội Tinh (Légion d’honneur). Cũng trong khoảng thời gian 
ấy, hai trường Đại học danh tiếng dành cho Cauchy hai ghế giáo sư thực thụ. Năm 
1817, Cauchy thay thế nhà Toán-Vật lý Jean Baptiste Biot (1774 - 1862) ghế giáo 
sư tại Pháp Quốc Học Viện (Collège de France}. Năm 1821, Cauchy được bổ 
nhiệm thay thế nhà Toán học Siméon Denis Poisson (1781 — 1840) trong vị trí giáo 
sư tại Đại học Khoa học Sorbonne (Đại học Paris). Như thế trong những năm 1820, 
Cauchy cùng một lúc giữ ba ghế giáo sư thực thụ tại ba trung tâm học thuật cao 
cấp và nổi tiếng nhất Châu Âu. Thêm vào đó là vai trò càng ngày càng quan trọng 
của Cauchy trong Hàn Lâm Viện, cho nên Cauchy có mặt trong không dưới 10 hội 
đồng xét duyệt ở nhiều tổ chức và định chế khác nhau. Trong thời gian ở đỉnh cao 
quyền lực, Cauchy vẫn đều dan xuất bản sách giáo khoa, sách tham khảo và công 
bố rất nhiều nghiên cứu. Cauchy làm việc nghiêm túc, cần mẫn, cuộc sống nghề 
nghiệp hết sức bận rộn. Đó là một trong những lý do khiến cho ông bị qui trách 
nhiệm trong việc bỏ sót, hoặc không quan tâm đến các tài năng trẻ như Galois, 
Abel, Poncelet,... khi họ tìm đến ông. 


KK K KKK 


3. Cauchy, ông giáo sư bướng binh. 


Về trường Đại học Bách Khoa, Cauchy làm dấy lên một cơn lốc xoáy. Cách mà 
Cauchy được bổ nhiệm về trường Bách Khoa cũng như cách mà Cauchy bước vào 
Hàn Lâm Viện, không ai mong đợi, làm mọi người ngạc nhiên. Lập trường “bảo 


5 Collège de France là một Học Viện cao cấp và cũng là một trung tâm nghiên cứu Khoa học của Pháp được thành 
lập từ năm 1530. 


hoàng hơn vua” của Cauchy chống chọi lại với truyền thống chính trị cố hữu tự do 
cấp tiến của hầu hết giáo sư và nhân viên trong trường. Hơn nữa, Cauchy về 
trường Bách Khoa thay thế của Monge, một người được kính trọng về tư cách, về 
chuyên môn, cũng như khả năng lãnh đạo trong cương vị Hiệu trưởng một thời 
gian dài, làm cho công việc mới của Cauchy thêm phần khó khăn. Còn nữa, ngoài 
những lý do nói trên, Cauchy còn khác biệt với tất cả ở chỗ Cauchy không đồng ý 
với chương trình và phương pháp giảng dạy bộ môn Toán hiện tại ở trường. 


Sự tranh cãi giữa Cauchy và các đồng nghiệp tại trường Bách Khoa về chương trình 
phản ảnh triết lý sâu xa về ý nghĩa bộ môn Toán được giảng dạy tại trường trong 
thời gian này. Khi trường mới được thành lập?, chương trình Toán được giảng day 
theo kiểu thế kỷ 18, nghĩa là nghiêng về phía áp dụng nhiều hơn là lý thuyết. 
Trường Bách Khoa là một trường đào tạo kỹ sư, cho nên chương trình Toán học 
giảng dạy tại trường, theo ý các nhà sáng lập, cung cấp phương tiện cho các bộ 
môn khác hiểu và diễn giải hiện tượng xảy ra chung quanh, cùng những bí ẩn bên 
trong thế giới. Toán học không thể tách rời khỏi thực tế của cuộc sống. Nhưng 
vào đầu thế kỷ 19, bắt đầu thấy xuất hiện một cách tiếp cận mới, khác với cách cổ 
điển. Theo quan niệm mới, Toán học là một thế giới riêng, đáp ứng nhu cầu nội 
tại theo những suy luận chặt chẽ, đầy đủ, và độc lập. Chân lý trong Toán học không 
tùy thuộc vào thế giới bên ngoài. Di nhiên sẽ có một số nội dung của Toán học 
được các bộ môn Khoa học khác xử dụng nhằm mục đích phục vụ cho các bộ môn 
ấy, nhưng Toán học trước hết và trên hết phải bảo đảm tính chính xác và đúng 
đắn trong nội tại của mình, nếu không sẽ rơi vào sai lầm nghiêm trọng. Cauchy, 
Galois, và Abel là những đại biểu cho khuynh hướng mới này ở đầu thế kỷ 19, 
trong đó Cauchy là đại biểu quan trọng nhất (Judith V. Grabiner,The Origins oƒ 
Cauchy Rigorous Calculus). 


Nhanh chóng Cauchy thay đổi chương trình Toán ở Đại học Bách Khoa theo quan 
điểm của mình. Năm 1816, sau một niên khóa giảng dạy, Cauchy đề nghị thành 
lập một Ủy Ban cải cách chương trình (gọi tắt là Ủy Ban). Cauchy không bằng lòng 
Toán học được giảng dạy chung với Cơ Học, chỉ vì mục đích nhằm giải quyết các 
vấn đề của Cơ Học và của các ngành Kỹ thuật. Ông ta đề nghị chương trình Toán 
năm thứ nhất là phải đào sâu những nội dung Toán thuần túy (Giải Tích), đưa Cơ 
Học và những phần áp dụng vào giảng dạy ở năm thứ hai. Điều này đi ngược với 
truyền thống là xem Toán học như là một phương tiện cung cấp cho Vật lý và các 
môn Kỹ thuật. Không có gì đáng ngạc nhiên khi đề nghị của Cauchy bị Ủy Ban bác 
bỏ (Magaret C. Jacob, Scientific Culture and the Making of the Industrial West). 


5 Trường DH Bách Khoa Paris được thành lập năm 1794 (thời kỳ Cách Mang Pháp), học trinh 4 năm, có mục đích 
đào tạo kỹ sư bách khoa. Sau khi tốt nghiệp, các kỹ sư sẽ được huấn luyện thêm 2 năm nữa tại các trường chuyên 
biệt tùy theo chuyên môn (kỹ sư Cầu-đường, kỹ sư Hầm-mỏ,...). 


10 


Bị từ chối, Cauchy vẫn cải cách chương trình theo cách của mình. Không thể kiểm 
tra được sự giảng dạy của các giáo sư khác, Cauchy không quan tâm đến họ nữa. 
Ông ta tự sửa đổi chương trình các lớp ông phụ trách phù hợp với quan điểm riêng 
của mình. Kết quả là suốt trong 15 năm dạy tại trường Bách Khoa, Cauchy đã chơi 
trò chơi “mèo vờn chuột” với nhà trường, nghĩa là nhà trường không thể làm gì 
được với Cauchy, ông giáo sư Toán “phản bội”. Về phía Cauchy, Cauchy luồn lách, 
tranh luận một cách uyển chuyển hơn trước các phê bình chỉ trích, nhưng nhất 
quyết không từ bỏ chương trình mình đã vạch ra. Ông vẫn dạy Toán thuần túy 
(Giải Tích) riêng và Toán áp dụng riêng, theo cách của ông. Nhà trường rất khó xử, 
nhưng không cách nào kỷ luật được Cauchy, vì bao giờ dòng họ Bourbon” còn trị 
vì nước Pháp thì địa vị của Cauchy vẫn còn. Lập trường bảo hoàng của Cauchy làm 
cho ông bất khả xâm phạm. 


Vì không thể đuổi được ông giáo sư bướng binh này, nhà trường — thông qua Ủy 
Ban — tìm cách giới hạn bớt sự tự do quá trớn của ông. Dau niên khóa 1821, nha 
trường yêu cầu ông đệ trình bài soạn để Ủy Ban kiểm tra. Ông ta còn làm hơn thế 
nữa, bằng cách cho xuất bản cuốn sách Cours d’Analyse (giáo trình Giải Tích) vào 
giữa năm 1821, nối tiếp là cuốn Leçons sur le Calcul Différentiel (Những bài học về 
Phép tính Vi phân) vào đầu năm 1823. Với hai cuốn sách này, Cauchy đã làm một 
cuộc cách mạng trong cách triển khai bộ môn Giải Tích nói chung và trong giáo 
trình ở trường Bách Khoa nói riêng. Các đồng nghiệp của ông vẫn nhấn mạnh là 
Toán học lý thuyết này không có chỗ trong chương trình đào tạo các kỹ sư tương 
lai. 
Pears COURS D'ANALYSE 
LECONS s DE 


L'ÉCOLE ROYALE POLYTECHNIQUE ; 
CALCUL DIFFERENTIEL. 
Pan M. Aucusnix-Logis CAUCHY, 
PAR M. AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY, Ingénieur des Ponts et Ohamssées, Professeur d'Anatyse à l'École pelrecbaigse 
Membre de fAcslónp des sciences, Chevalier de là Ligiva hao — 


L" PARTIE. ANALYSE ALGÉBRIQUE. 





A PARIS, : 


cnez DE sunn VRÈRES, Lamm 





7 Dòng ho Bourbon (hay là Nhà Bourbon) là một dòng họ hoàng tộc có nguồn gốc ở Pháp. Các vua thuộc dòng họ 
Bourbon cai trị nước Pháp từ thế kỷ 16. Sang thế kỷ 18, một số vua Tây Ban Nha, Ý, và Luxembourg cũng thuộc 
dòng họ này. 
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Những bài học về Tinh Vi Phân (Ấn bản 1829). Giáo trình Giải Tích, tập | (An bản đầu tiên 1821). 


Sự mâu thuẩn này đạt đỉnh điểm vào năm 1823, khiến cho ông Bộ trưởng bộ Nội 
vụ phải thành lập một đoàn Thanh tra cao cấp để điều tra Cauchy và người bạn 
phe bảo thủ và cũng là đồng nghiệp của Cauchy là Ampère, xem họ đã và đang dạy 
gì trong lớp học. Trưởng đoàn Thanh tra là thầy cũ của Cauchy, nhà Toán học 
Laplace. Trong đoàn có các nhà Toán học Poisson và Prony. Đoàn Thanh tra buộc 
hai giáo sư ương ngạnh phải nộp bảng kế hoạch giảng dạy với chi tiết đầy đủ cho 
đoàn vào đầu niên khóa 1824. Trong khi Ampère chấp hành mệnh lệnh thì Cauchy 
trì hoãn. Ông nói rằng ông không có thời gian, và thêm vào đó là sự in ấn gặp trở 
ngại, cho nên không thể hoàn tất yêu cầu của Thanh tra. Sau cùng Cauchy chỉ nộp 
một phần của bản kế hoạch giảng dạy. Đọc xong phần báo cáo của Cauchy, Laplace 
hoảng sợ. Ông bình luận: “Một số đoạn cung cấp bởi giáo sư tôi thực sự không 
hiểu. Phải đọc đến lần thứ ba tôi mới hiểu.”(Belhoste, Augustin Louis Cauchy, p 
72). 


Mặc dù là bạn thân thiết với ông thân sinh ra Cauchy, nhưng Laplace nói trắng ra 
là sự giúp đỡ dành cho Cauchy đến đây chấm dứt. Tuy có điểm chung nhau là 
trung thành với triều đình, nhưng Cauchy thì theo quan niệm mới về cách triển 
khai Toán học, còn Laplace thì vẫn còn lệ thuộc nhiều với Toán học thuyền thống 
kiểu cổ điển của thế kỷ 18 trở về trước. Theo Laplace, Toán học triển khai theo 
kiểu Cauchy là quá trừu tượng, thiếu tính sư phạm, và nhất là xa rời bản chất Toán 
học và xa rời thế giới vật lý chung quanh. Không may cho Laplace và ban giám đốc 
trường Bách Khoa, đoàn Thanh tra làm được quá ít để buộc Cauchy thay đổi, và 
bài “đồng ca” than phiền của nhà trường vẫn tiếp diễn. Năm 1825, Francois Arago 
(1786 - 1853), giáo sư Toán áp dụng, và Jaques Philippes Binet (1786 - 1856), thanh 
tra học vụ của trường, cả hai đều than phiền về trình độ thực hành Toán của các 
sinh viên, đặc biệt là sinh viên của Cauchy. Điều này dẫn tới một sự thay đổi 
chương trình giảng dạy Toán ở trường Bách Khoa, và dứt khoát bác bỏ kế hoạch 
cải cách mà Cauchy đã và đang áp dụng. 


Chương trình cải cách nhằm chống lại cách giảng dạy của Cauchy. Phương pháp 
của Cauchy đòi hỏi chính xác chặt chẽ và dựa trên khái niệm giới hạn, nhưng tiếp 
cận đến giới hạn bằng cách dùng 6-e (delta - epsilon). (Chú thích của người viết: 
Phương pháp này vẫn còn dùng cho tới ngày nay.) Chương trình mới của trường 
Bách Khoa cấm sử dụng cách này, thay thế bằng cách “vi phân” của Giải Tích cổ 
điển, có ích trong việc áp dụng Toán vào các ngành Khoa học kỹ thuật. Hơn nữa, 
cách này dựa nhiều trên trực giác mà sinh viên kỹ sư rất quen thuộc. 


Dĩ nhiên Cauchy không chống lại việc áp dụng Toán vào Vật Lý hay các ngành khác, 
trái lại ông còn bỏ nhiều thời gian để làm việc theo hướng đi này. Cauchy hưởng 
ứng sự cải cách chương trình của nhà trường bằng cách cho xuất bản vào năm 
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1826 cuốn sách áp dụng Giải Tích vào Hình học mang tên là Leçons sur les 
Applications du Calcul infinitésimal à la Géométrie (Những bài học về áp dụng phép 
tính Vi phân vào Hình học). Nhưng khi dạy học trên lớp, Cauchy vẫn cương quyết 
theo chương trình và phương pháp riêng của minh. Những phê binh chỉ trích 
Cauchy của nhà trường chỉ kêm chế phần nào sự tự do của ông giáo sư bướng 
bỉnh. Trong báo cáo hằng năm, Prony, Thanh tra của bộ Nội vụ, cũng đề cập đến 
trường hợp của giáo sư Cauchy. 





LECONS 


LES APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL 


A LA GÉOMÉTRIE: 





LIMPRIMERIE ROYALE 





set, Lesen du Mai wt de Le INA#orbegee da Ro, 
ve Saponin, n^ 2 


1826. 


Vios; 
SPL 





Những bài hoc về Áp dụng của phép tính Vi Phân vào Hình học (Ấn bản đầu tiên 1826). 


Năm 1826, quá bực bội, giới chức có trách nhiệm lại cho thành lập một đoàn kiểm 
tra khác để đối phó với những gì diễn ra trong các lớp Giải Tích của Cauchy. Như 
lần trước, Laplace vẫn được bổ nhiệm làm trưởng đoàn. Laplace phàn nàn rằng, 
với tư cách trưởng đoàn Thanh tra, trong 3 năm ông đã yêu cầu Cauchy cung cấp 
cho ông một bản viết các bài soạn giảng dạy, nhưng “không nhận được gì từ ông 
ấy, ông ấy không tuân theo chỉ thị của Bộ trưởng.” (Belhoste, Augustin Louis 
Cauchy, p 84.) Lần này theo đề nghị cứng rắn của Laplace, một biện pháp kỷ luật 
được nghiêm khắc đưa ra: “Nếu những khuyến cáo không được thi hành thì đương 
sự sẽ chịu những biện pháp kỷ luật khắc khe nhất.” (Belhoste, Augustin Louis 
Cauchy, p 90.) 


Những từ ngữ xử dụng trong văn bản cảnh cáo mạnh như thế, nhưng đối với 
Cauchy sự đe dọa ấy không tác dụng gì. Đoàn Thanh tra nghĩ rằng sẽ không có tác 
dụng nếu không có sự yểm trợ từ phía Chính phủ. Nhưng rõ ràng là không thể có 
điều này, và Cauchy vẫn tiếp tục không nghe lời mà không bị quấy rầy gì. Trong 
khi đó ban giám đốc nhà trường tức điên lên vì trong hàng ngủ nhân viên của mình 
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có một giáo sư nổi loạn mà không bị trừng trị. Mệt mỏi vì nhiều lần yêu cầu có 
một bản viết tay những bài giảng để kiểm tra mà Cauchy không chịu giao, người 
ta bèn cho vài ký tốc viên vào lớp học của Cauchy. Trên cơ sở đó người ta sẽ có 
bài giảng cụ thể của ông giáo sư bướng bỉnh để có biện pháp. Biện pháp này cũng 
thất bại như những biện pháp trước đó. Cauchy viết thu phan nàn lên ông Bộ 
trưởng bộ Nội vụ rằng tốc ký viên ghi không đúng mà ông thì không có thì giờ đọc 
và sửa. Dĩ nhiên là Cauchy vẫn còn dựa vào những thế lực cao hơn nữa. 


Trong khi đó, Ampère, người bạn và cũng người đồng nghiệp của Cauchy, chịu 
không nổi áp lực của nhà trường, đã nộp đơn từ nhiệm vào tháng 5 năm 1828. 
Còn Cauchy thì “miễn nhiểm” với thái độ bất thân thiện của nhà trường và đồng 
nghiệp, vẫn tại chức cho tới khi nổ ra cuộc Cách Mạng lần thứ hai, tháng 7 năm 
1830. Sau cuộc Cách mạng lần này, Cauchy không còn những người “bạn lớn” 
trong chính quyền nữa. Cauchy bỏ cuộc, Cauchy từ bỏ vị trí giáo sư ở trường Bách 
Khoa. 


4. Cauchy, người “tử vì đạo”. 


Những năm tháng mà Cauchy trở thành “người cùng đinh” rời khỏi trường Đại học 
Bách Khoa, thì cũng là thời gian mà sự giận dữ của các đồng viện của ông ở Hàn 
Lâm Viện dâng cao. Ta đã biết Cauchy là người rất sùng đạo Công giáo và rất trung 
thành với hoàng gia, ông sẵn sàng lợi dụng sự nổi tiếng của mình để quảng bá hai 
niềm tin ấy mỗi khi có dịp. Tháng 7 năm 1824, ông đã vượt qua biên giới chuyên 
môn của mình khi phản ứng lại nhà Vạn Vật hoc Étienne Geoffroy Saint-Hiliaire 
(1772 — 1844). Ông này ủng hộ thuyết Tiến Hóa và sự Chuyển Biến loài vật của 
nhà Vạn Vật học Jean-Baptiste Lamarck (1744 - 1829). Đối với những người bảo 
thủ như Cauchy, những quan điểm này sẽ dẫn trực tiếp tới thuyết Duy vật và 
thuyết Vô thần. Người ta không mấy ngạc nhiên khi thấy Cauchy phản đối báo cáo 
của Geoffroy một cách dữ dội. Cauchy không dừng lại ở đó. Ông còn lên án Franz 
Joseph Gall (1758 — 1828), người sáng lập ra bó món Phrénologie — bộ môn chuyên 
nghiên cứu hộp sọ để tìm ra đặc điểm trí tuệ của con người. Cauchy cho rằng Gall 
“cổ vũ cho quan điểm phủ nhận chán lý triết hoc và tạo mầm bát ổn cho xà hội.” 
(Belhoste, Augustin Louis Cauchy, p 138.) Chưa hết, vào tháng 10 cùng năm ấy 
(năm 1828), Cauchy, qua bản báo cáo về Lý thuyết ánh sáng, tố cáo rằng Newton 
là người nghi ngờ về sự tồn tại của linh hồn. Đi xa hơn nữa, Cauchy còn tấn công 
cả Voltaire, biểu tượng của thời kỳ Ánh SángŠ. (Belhoste, Augustin Louis Cauchy, p 
138). 


8 Enlightenment, một trào lưu trí thức ở thế kỷ 18 truyền bá rộng rải ở Châu Âu, quan tâm đến lí trí hơn là đức tin 
truyền thống. Các nhà triết học ủng hộ thuyết này gồm có Kant, Goethe, Voltaire, Rousseau, and Adam Smith. 
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? Stendhal là bút hiệu của nhà văn Pháp tên thật là Marie-Henri Beyle (1783 - 1842), tác giả của cuốn sách nổi tiếng 


Những tuyên bố có tính chất quá “cuồng đạo” của Cauchy không những làm các 
đồng viện chống đối mà còn làm trò cười cho công chúng nhất là giới báo chí theo 
phe Cộng Hòa. Tiếp theo sau bài báo Cauchy tấn công Voltaire, người ta đăng một 
bài nói rằng Cauchy đã rao giảng đạo trong Hàn Lâm Viện nhiều hơn là trình bày 
những vấn đề Khoa hoc. Stendhal? còn nói rằng: “Cauchy là một tu sĩ dòng Tên 
nhưng không mặc áo chùng. Anh chàng can đảm này có vẻ như muốn làm một 
người “tử vì đạo”(martyr) nhưng không đáng kính."( Belhoste, Augustin Louis 
Cauchy, p 140). 


Sự thật còn nhiều hơn là những gì mà Stendhal khắc họa chân dung Cauchy bởi vi, 
ngay chính trong con mắt của mình, Cauchy là một người “tử vì đạo”. Sự trung 
thành mù quáng vào những giáo điều một cách không lay chuyển cùng là những 
rao giảng tín ngưỡng liên tục khiến cho Cauchy bị chống đối và gặp không ít khó 
khăn. Nhưng Cauchy muốn trả cái giá ấy để đổi lấy lòng sùng đạo kiên định cũng 
như chân lý trong Tôn giáo, Chính trị, và Khoa học. Những gì xảy ra cho sự nghiệp 
đầy sóng gió của Cauchy trong trường Bách Khoa cũng như trong Hàn Lâm Viện 
không thể là ước mơ của một nhà Toán học được. Hình ảnh của Cauchy là hình 
ảnh của một người bị bao vây, bị quấy rối liên tục, do sự đối kháng chính trị và do 
quan điểm Toán học khác biệt. Đối với những “người bên ngoài”, thí dụ như Galois 
và Abel, hình ảnh Cauchy là hình ảnh một thành viên Hàn Lâm Viện, hình ảnh một 
giáo sư tài năng của nhiều trường Đại học danh tiếng, biểu tượng của một nhà 
thông thái cao sang được mọi người kính trọng. Nhưng không phải vậy. Mặc dù 
là một nhà Toán học thông minh, có một sự hiểu biết sâu rộng, mọi người đều biết 
tiếng, nhưng Cauchy là một người cô đơn, cô đơn về chính trị, cô đơn cả về nghề 
nghiệp. Dưới mắt của chính Cauchy, ông ta là một người “tử vì đạo”. 





Hình ảnh những ngày cuối tháng 7 năm 1830 ngoài đường phố Paris. 


Le Rouge et le Noir (Đỏ và Đen). Ông đã từng theo Napoléon sang Nga tham gia trận Moscow năm 1812. 
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Nổi thống khổ của Cauchy bắt đầu vào những ngày cuối tháng 7 năm 1830 khi cuộc 
nổi dậy đẫm máu xảy ra tại Paris, báo hiệu ngày tàn của dòng họ Bourbon trên 
nước Pháp. Chỗ dựa vững chắc của Cauchy nay đã sụp đổ, mang theo vị trí tưởng 
chừng như không có gì lay chuyển được của Cauchy trong các định chế Khoa học 
của nước Pháp. Trong khi các sinh viên trường Cao đẳng Sư phạm (École Normale 
Supérieure = ENS) bị nhốt sau cánh cổng sắt — trong đó có sinh viên Evariste Galois 
— thì sinh viên trường Đại hoc Bách Khoa của Cauchy đã đạp đổ bức tường rào, 
tràn ra đường phố, nhập vào đoàn người nổi loạn. Những ngày này Cauchy sống 
trong kinh hoàng. 


Cuối tháng 7, vua Charles 10 rời Paris, một tuần sau Louis Philippe, quận công 
Orléans, được đưa lên ngôi vua nước Pháp. Những người cũ buồn bả luyến tiếc 
nhìn người ta truất phế vua này rồi thay thế bằng vua khác. Chế độ mới được 
thành lập theo ý phe Cộng Hòa, hoàn toàn khác với chế độ cũ. Trong khi chế độ 
cũ, chế độ Phục Hưng, là chế độ chính thống giáo quyền, thì chế độ mới là quân 
chủ thế tục. Đối với Cauchy, đây chính là ý tưởng đáng ghét của phe Cách Mạng, 
đây chính là sự đổ vỡ hoàn toàn thế giới mà ông ta hằng mong muốn, hằng mơ 
tưởng. 


Vào tháng 8 năm ấy, năm 1830, một đạo luật mới ra đời. Đạo luật này buộc mọi 
công chức phải thề trung thành với chế độ mới. Cauchy vội vã rời khỏi Paris trước 
khi bị bắt buộc phải đọc lời thề trung thành đáng nguyền rủa ấy. 


KK K kK KK 


5. Cauchy, người tự lưu đày. 


Tháng 9 năm 1830, để vợ và hai con ở lại Paris, Cauchy trốn sang thành phố 
Fribourg ở miền Tây Thụy Sĩ, gần biên giới với Pháp. Bốn năm sau, Cauchy mới 
thu xếp đưa được vợ con qua. Khi rời khỏi Paris, cho dù ý định là chỉ tạm thời lánh 
nạn, Cauchy cũng xem như tự mình tách rời khỏi thế giới cũ, Cauchy bị lưu đày bởi 
chính mình. Cauchy tự lưu đày không phải là tạm thời mà trong một thời gian dài 
đằng đẳng là 8 năm. 


Không đợi lâu, chỉ vài tháng sau khi Cauchy vắng mặt, tất cả những vị trí sang trọng 
cao quí của Cauchy ở Paris đều “bốc hơi” hết. Tháng 11 năm 1830, ghế giáo sư 
thực thụ của Cauchy ở Đại học Khoa học Paris (Sorbonne) bị mất. Sang tháng 3 
năm 1831, ngạch kỹ sư Cầu-Đường của Cauchy bị hủy. Thật đau đớn cho Cauchy 
là, cũng trong thời gian ấy, ghế giáo sư thực thụ của ông ở ngôi trường thân yêu 
nhất, trường Đại học Bách Khoa, cũng không còn nữa. Ban giám đốc và các giáo 
sư trong trường thở ra nhẹ nhỏm vì đồng nghiệp bướng bỉnh nhất trong trường 
đã bị loại ra khỏi trường. Đối với Cauchy, chiến thắng của nhà trường là viên thuốc 
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quá đắng không dễ gì ông nuốt trôi được. Mỉa mai thay, chiếc ghế còn lại trong 
Hàn Lâm Viện của Cauchy vẫn còn. Lý do là thế này. Thành viên trong Hàn Lâm 
Viện Pháp không phải chỉ gồm toàn công dân Pháp, mà trong ấy còn một số ít công 
dân ngoại quốc, cho nên không thể buộc tất cả phải thề trung thành với vua nước 
Pháp. Ngoài ra, các ông Hàn không phải là công chức, do đó không phải thề trung 
thành với chế độ. Vậy thì không có lí do chính đáng nào để lấy ghế ông Hàn của 
Cauchy. Mặc dù không được bầu vào Hàn Lâm Viện như thông thường, nhưng 
không ai có thể phủ nhận tài năng và danh tiếng của Cauchy, không ai dám nói 
Cauchy không xứng đáng có một vị trí trong định chế Văn Hóa và Khoa Học cao 
nhất nước này. 


Bị mất các vị trí nghề nghiệp, Cauchy rất “đau”. Ông không quan tâm tới sự mến 
mộ của đồng nghiệp và dững dưng với những gì họ nghĩ về ông, nhưng Cauchy rất 
coi trọng những danh hiệu và những vị trí nghề nghiệp. Điều đó ta đã thấy rõ qua 
cách mà Cauchy bước vào Hàn Lâm Viện năm 1816. Đối với các trí thức khác, được 
“bổ nhiệm” vào Hàn Lâm Viện vì lý do chính trị là việc không bình thường và không 
hợp qui luật, và hơn nữa người được bổ nhiệm không thể nào có được sự kính 
trọng của đồng viện. Nhưng với Cauchy, ông ta không coi điều ấy là quan trọng. 
Đối với Cauchy, sự bổ nhiệm ông vào Hàn Lâm Viện nhanh chóng và dứt khoát nói 
lên rằng ông có đủ uy tín và ông xứng đáng với vị trí ấy, bất chấp ý kiến của đồng 
viện. Tương tự như vậy, khi trường Đại Học Bách Khoa bị áp lực của triều đình 
buộc phải bổ nhiệm Cauchy làm giáo sư thực thụ, Cauchy nhận chức vụ ấy không 
một chút áy náy vì ông cho rằng ông hoàn toàn xứng đáng. Trong thời gian 15 
năm qua, Cauchy nhận quá nhiều chức vụ, nhưng ông vẫn làm việc rất tích cực 
trong tất cả các vị trí này, không quan tâm tới vấn đề sức khỏe. Rồi bổng nhiên 
trong một thời gian ngắn ông bị mất tất cả, ông hụt hang. Vì vậy trong những năm 
tháng sống lưu vong ông rất đau khổ. 


Nếu Cauchy cứ tiếp tục ở lại Paris và thay đổi thái độ chính trị - cho dù là bề ngoài 
- như ông thân sinh của ông đã làm, nghĩa là đọc lời thề theo yêu cầu của chế độ 
mới, thì ngoài chiếc ghế ở Hàn Lâm Viện, Cauchy còn có thể giữ lại ít nhất là một 
ghế giáo sư nữa. Nhưng Cauchy không làm vậy. Đối với Cauchy, chỉ có một chế 
độ hợp pháp là chế độ quân chủ tuyệt đối, đứng đầu là một ông vua thuộc dòng 
họ Bourbon, và được che chở bởi Giáo Hội. Louis Philippe là ông vua không hợp 
pháp, là con rối của chế độ mới, chế độ Cách Mạng thuộc phe Cộng Hòa. Với 
Cauchy, không có chuyện thỏa hiệp với phe này, không có chuyện đọc lời thề trung 
thành với chế độ này, phải đứng thẳng vì công lý, cho dù phải chịu nhiều đau khổ. 
Vài năm trước đây Stendhal có nói là Cauchy là một “người tử vì dao"(martyr) 
nhưng không đáng kính.” Đúng vậy, Cauchy không những “tử vì đạo” cho tín 
ngưỡng, mà còn “tử vì đạo” cho các ông Vua, và “tử vì đạo” cho cả Toán học nữa. 
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Mùa Hè năm 1831, tình hình chính trị ở Thụy Sĩ không thuận lợi nữa, Cauchy 
chuyển sang sống ở thành phố Turin, Ý. Ở đây, ông gia nhập một cộng đồng theo 
chủ nghĩa chính thống dưới sự che chở của vua Carlo Alberto xứ Sardinia. Cauchy 
cộng tác với các trí thức ở Hàn Lâm Viện Turin và nhận dạy cho trường Đại học địa 
phương. Làm việc ở đây được hai năm thì vào mùa Hè năm 1833, Cauchy nhận 
được một lời đề nghị mà ông rất khó từ chối. 





Quận công xứ Bordeaux (Duc de Bordeau) lúc 13 tuổi và trở thành vua Henry V sau này. 


Một gia sư của Quận công xứ Bordeaux, người sẽ được quyền kế vị hợp pháp làm 
vua nước Pháp, cháu nội vua Charles 10 hiện đang bị lưu đày, viết thư cho Cauchy 
nói rằng hoàng gia đang cần một gia sư về Khoa Học. Hoàng gia hiện đang lưu 
vong tại Prague, thủ đô của Tiệp Khắc. Cauchy nhận lời, rời Turin lên đường đến 
Prague. 


Nếu Cauchy đã từng mang danh “tử vì đạo” thì thời kỳ sắp tới đây khi làm gia sư 
cho Quận công công xứ Bordeaux, danh hiệu này mới xứng đáng. Hoàng tử trẻ 
tuổi này lên 13 khi Cauchy đến Prague. Hoàng tử chẳng có một khả năng gì về 
Khoa học lẫn Toán học. Ngày xưa khi còn dạy ở trường Đại học Bách Khoa, Cauchy 
nổi tiếng là dạy khó, chỉ có những sinh viên giỏi mới theo kịp. Bây giờ thì ông đang 
có một học sinh mà ngay cả những kiến thức sơ đẳng nhất về số học còn không 
tiếp thu nổi. Cauchy phải viết cho hoàng tử một giáo trình riêng về số học. Với 
một sự kiên nhẫn không mệt mỏi, Cauchy giảng đi giảng lại những kiến thức rất 
đơn giản, nhưng thường thì người học trò không thu được kết quả nào. Hoàng tử 
không thích Khoa học, không thích Toán học, và cũng không thích ông thầy. Hoàng 
tử chỉ thích chơi, thỉnh thoảng chế nhạo ông thầy. Còn ông thầy thì luôn luôn phản 
ứng nhún nhường bằng cách tự hỏi “làm sao để không chán với cậu học trò hoàng 
gia này?” 
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Cauchy vẫn kiên nhẫn. Ông vẫn giữ công việc này trong thời gian 5 năm ở một môi 
trường đầy những mưu đồ phức tạp. Ông chứng kiến bao nhiêu sĩ quan, công 
chức, gia sư,... bị cho thôi việc, từ chức hoặc bị thay thế. Vì ông là nhà Toán học 
hàng đầu Châu Âu mà hoàng gia nhất định giữ ông lại, giữ ông lại thì hoàng gia có 
thêm danh tiếng, và đây là mục đích chính chứ không phải là dạy dỗ hoàng tử là 
mục đích chính. Thêm vào đó là do Cauchy muốn ở đây để tránh những xáo trộn 
chính trị trong nước, cho nên ông kiên nhẫn chịu đựng. Từ năm 1833 cho đến 
năm 1838, đầu tiên là ở Prague, Tiệp khắc, sau đến Göritz, Phổ, Cauchy vẫn kiên 
nhẫn theo làm gia sư cho Quận công xứ Bordeaux, mặc cho thái độ không thân 
thiện của vài thành viên trong hoàng gia. Dé tưởng thưởng cho sự trung thành 
của Cauchy, vị vua già Charles 10 phong cho Cauchy tước hiệu Nam Tước. Chắc 
chắn không phải vì danh dự này mà Cauchy phải khổ sở trong một thời gian dài 
như vậy. 


KK kK k k 


6. Cauchy, người cô đơn giữa Paris. 


Năm 1838, Quận công Bordeaux đến tuổi trưởng thành. Nhiệm vụ gia sư của 
Cauchy chấm dứt trong gia đình hoàng gia lưu vong này. Tám năm xa xứ đã lấy 
mất đi phần nào tên tuổi của Cauchy trong thế giới Toán học. Nay cảm thấy bổn 
phận đối với quân vương đã xong, Cauchy quyết định trở về Paris. Ngoài ra Cauchy 
là người rất gắn bó với gia đình, cha mẹ Cauchy đã già yếu, vẫn còn sống tại Paris, 
nên Cauchy phải trở về. Trở về lại Pháp không có nghĩa là ông làm hòa với vua 
Louis Philippe, vị vua do phe Cách Mạng dựng lên. Từ trước đến giờ, lập trường 
chính trị của ông không bao giờ bị bẻ cong, ông không bao giờ có thể đọc lời thề 
trung thành với chế độ mới. Bao giờ ông cũng chỉ ủng hộ của nền quân chủ do 
dòng họ Bourbon lãnh đạo. Nhưng một sự phục hồi chế độ ấy ở thời điểm năm 
1838 có vẻ còn xa vời, nhất là khi hoàng gia đang còn lưu vong. Trở về lại Paris, 
Cauchy may ra còn có thể làm được một cái gì chứ sống đời lưu vong ở nơi xa thì 
không làm gì được. Ngày 22 tháng 10 năm 1838, sau 8 năm vắng mặt, Cauchy trở 
lại Hàn Lâm Viện, tham dự cuộc hop đầu tiên. Day là bước đầu trong chiến dich 
phục hồi vị trí và uy tín của mình trong lãnh vực Khoa Học mà ông đã đánh mất từ 
năm 1830. Chuyện này sẽ kéo dài cho tới cuối đời của ông. 


Mới đầu, niềm hy vọng của Cauchy có vẻ có nhiều hứa hẹn. Sau 8 năm vắng mặt, 
khi gặp lại, thái độ của các nhà Toán học hàng đầu của Pháp đối với Cauchy có vẻ 
dễ chịu hơn xưa. Nhiều người hoan nghênh sự trở về của nhà Toán học từng một 
thời sáng chói này. Năm 1839, nhà Toán học Prony, đối thủ của Cauchy, và cũng 
là thành viên đoàn Thanh tra cao cấp, từ trần, để lại một chỗ trống trong Văn 
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phóng Kinh tuyến (Bureau des Longitudes)19. Các thành viên của cơ quan này luôn 
luôn là các ông Hàn. Cauchy lập tức được xem như ứng cử viên sáng giá vào vị trí 
này. Vị trí này rất hấp dẫn các nhà Khoa học vì danh tiếng trong xã hội và lương 
bổng rất cao, cao hơn han các thành viên của Hàn Lâm Viện. Nhờ sự yểm trợ tích 
cực của hai đồng nghiệp cũ ở trường Bách Khoa rất có uy tín là Jean-Baptiste Biot 
và Francois Arago, Cauchy thắng cử vào Văn phòng Kinh tuyến. 


Tới bước này Cauchy gặp một rào chắn khó vượt qua. Văn phòng Kinh tuyến là 
một cơ quan dân sự do nhà nước quản lý. Nhân viên ở đây là công chức nên phải 
tuân theo luật nhà nước, nói rõ ra là phải tuyên thệ trung thành với chế độ. Cũng 
như 9 năm trước, Cauchy không tuyên thệ. Mặc dù được bầu, nhưng do không 
làm đủ thủ tục, Cauchy chưa được xem như là thành viên chính thức của Văn 
phòng, và do đó không được trả lương. Hai năm sau, ông Bộ trưởng mới của Bộ 
Giáo dục đề nghị thương lượng với Cauchy với một điều kiện nhẹ hơn thay thế 
cho sự tuyên thệ. Nhưng sự thương lượng không thành công. 


Tình trạng nhì nhằng kéo dài đến năm thứ tư. Cuối cùng Cauchy bị loại ra khỏi 
định chế Khoa học này. Đối với Arago, đồng nghiệp với Caucy khi còn ở trường 
Đại học bách khoa, thì chuyện này không có gì đáng ngạc nhiên. Ta nhớ lại rằng 
khi ấy, trước bao nhiêu áp lực, Cauchy vẫn cương quyết giữ vững lập trường của 
mình là phải đem Giải tích với phương pháp mới vào giảng dạy, và tách môn này 
ra khỏi các môn Toán ứng dụng, mặc kệ khuyến cáo của nhà trường cũng như các 
ban Thanh tra. 


Cauchy vẫn không nãn lòng. Năm 1843, nhà Toán học Sylvester Francois Lacroix 
(1765 - 1843) qua đời, để lại một ghế trống ở Pháp Quốc Học Viện. Cauchy liền 
nộp đơn vào. Một trong những đối thủ của Cauchy trong chức vụ này là nhà Toán 
hoc Joseph Liouville (1809 - 1882). Được tin Cauchy nộp đơn vào chức vụ giáo 
sư Pháp Quốc Học Viện, Liouville tuyên bố: “Nếu Cauchy được chấp nhận, tôi sẽ là 
người đầu tiên hoan nghênh.” Guglielmo Libri Carucci dalla Sommaja ‘(1803 — 
1869)( thường được gọi tắt là Libri), một nhà Toán học Pháp, gốc Ý, một đối thủ 
khác của Cauchy, tuyên bố: “Nếu Cauchy thắng thì đây sẽ là chiến thẳng của các 
tu sĩ dòng Tên đáng ghét.” 


10 Đây là một cơ quan Khoa học, một Viện Nghiên cứu, được thành lập vào tháng 6 năm 1795, có nhiệm vụ nghiên 
cứu chuẩn thời gian, khoa học đo đạt, hải hành trên biển, và quan sát thiên văn. Theo qui định cơ quan này gồm 
có 2 nhà Toán học, 4 nhà Thiên Văn học, 2 nhà Hàng hải và 1 nhà Địa Lý. 

11 Liouville chính là người đã đưa Galois từ trong tối ra sáng (Xem Galois, một thiên tài bất hạnh của cùng tác giả.) 
12 Libri còn là một nhà viết Lịch sử Khoa học. Libri sau này dính vào án trộm sách và tài liệu quý của thư viên Pháp. 
Câu chuyện dài, sẽ được người viết trình bày vào dịp khác. 
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Kết quả là: Libri 13 phiếu, Liouville 10 phiếu, và Cauchy 1 phiếu. Dư luận trong 
giới Toán học bấy giờ cho rằng Cauchy bị loại vì lời bình phẩm ác ý đầy tính chính 
trị của Libri. 





Guglielmo Libri (1803 — 1869). Joseph Liouville (1809 - 1882). 


Lý do người ta từ chối Cauchy kỳ này cũng chính là lý do mà nhà Toán học trẻ tuổi 
đầy tài năng Cauchy đã bị Hàn Lâm Viện từ chối 3 lần liên gần 30 năm trước. Tài 
năng và lập trường chính trị, tôn giáo cứng nhắc của Cauchy đã hại ông. Ông không 
chịu thỏa hiệp, cho dù ở lãnh vực chính trị, tôn giáo hay là Toán học. Đó là tính 
cách của một người “tử vì đạo”. 


Năm 1848 Cách Mạng xảy ra ở khắp Châu Âu, bắt đầu từ Pháp. Vua Louis Philippe 
trốn sang Anh quốc, sợ bị chung số phận giống như như vua Louis 16 thời Cách 
Mạng 1789. Thủ tục đọc lời thề trung thành với chế độ được bãi bỏ. Cauchy quay 
trở lại Văn phòng Kinh tuyến, đòi lại vị trí của mình đã được bầu vào rồi bị lấy đi 
mấy năm trước. Năm sau, năm 1849, Cauchy trở về Đại học Khoa học Paris lấy lại 
ghế giáo sư. Và cuối cùng Cauchy đã tìm lại được vị trí của mình trong cộng đồng 
Khoa học Pháp mà ông đã bị tước đoạt kể từ năm 1830. 


Cuộc Cách Mang 1848 cũng cuốn Libri ra khỏi Pháp Quốc Học Viện. Nguyên do 
như sau. Trước khi được bầu vào chức giáo sư tại học viên này, Libri là Thanh tra 
thư viện toàn quốc, một ngạch trật cao trong hàng ngũ công chức Pháp. Libri bị 
nghi ngờ trong việc làm mất một số lớn sách vở và tài liệu quý giá của thư viện. 
Nhờ được các “bạn” lớn trong triều đình che chở, Libri thoát khỏi vụ án này. Nay 
triều đình Louis Philippe bị quét sạch, lập tức Libri bị bắt để điều tra. Chiếc ghế 
giáo sư tại Pháp Quốc Học Viện lại bị bỏ trống. Cũng như vào năm 1843, hai ứng 
cử viên vẫn là Cauchy và Liouville. 
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Cuộc tranh đua để lấy chiếc ghế giáo sư tại Pháp Quốc Học Viện lại diễn ra không 
êm xuôi cho Cauchy. Mặc dù nhận được số phiếu nhiều hơn số phiếu bầu cho 
Liouville nhưng vì chưa quá bán nên Cauchy không được công nhận thắng cử. 
Cauchy và một số đồng viện phản đối, khiếu nại. Lấy lí do có hai thành viên vắng 
mặt, ban giám đốc nhận lệnh từ Bộ Giáo dục yêu cầu cho bầu lại. Bầu lại lần thứ 
hai, Liouville thắng. Cauchy cố gắng khiếu nại lên cấp cao hơn, nhưng không có 
kết quả. 


Ở trường Đại học Khoa học Paris, Cauchy rất thoải mái. Cauchy được dạy những 
gì mình ưa thích. Lớp học có số sinh viên rất ít và rất chọn lọc, có khi chỉ có 3 sinh 
viên thói, nhưng đó sẽ là những nhà Toán học nhiều triển vọng của tương lai. Thay 
vì theo một chương trình có sẵn, Cauchy tự thiết kế chương trình với những chủ 
đề mới nhất, theo sự phát triễn mau chóng của Toán học. Đặc biệt Cauchy chú 
trọng vào Lý Thuyết về Hàm số và Giải Tích Phức (Théorie des Fuctions, Analyse 
Complexe). Ở lãnh vực Giỏi Tích Phức, Cauchy có để lại tên trong ba kết quả mà 
ngày nay sinh viên Toán rất quen thuộc, đó là Định lý Tích phân Cauchy, Công thức 
Tích phân Cauchy và Công thức Vi phân Cauchy ( Théorème Intégral de Cauchy, 
Formule Intégrale de Cauchy et Formule Différentielle de Cauchy). 


Cauchy integral theorem 


f reve: =U 


Cauchy integral formula 


f(a) = NH fo 
2:1 J,z—a 


7 5 





Cauchy differentiation formula 


Augustin Louis Cauchy 





Con tem Pháp phát hành năm 1989 trên đó có hinh ghi một số kết quả Toán hoc của Cauchy. 


Do lòng süng dao và do tinh hình chính trị ở Pháp đã thay đổi, Cauchy tiếp tục sinh 
hoạt với các bạn hữu thuộc dòng Tên và cùng với nhóm này thành lập một cách 
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hợp pháp một số trung tâm giáo dục Công giáo tại Pháp và một số trường học trên 
lãnh thổ của Đế chế Ottoman nhằm mục đích mở rộng Công giáo La Mã về phía 
Đông. Ngày nay các trường này vẫn còn tồn tại và mang tên Trường Phương Đông 
(Écoles d’ Orient). 


Tháng 5 năm 1857, cảm thấy sức khỏe yếu dần do bệnh sưng khớp, Cauchy rời 
Paris về tịnh dưỡng ở Sceaux, miền ngoại ô phía Nam Paris. Ngày 24 tháng 5 năm 
1857 ông qua đời tại đây, thọ 67 tuổi. 


Nhìn lại cuộc đời của Cauchy, mặc dù có nhiều thời gian gián đoạn, nhưng tổng số 
thời gian làm việc trong Hàn Lâm Viện và dạy học trong nhiều trường nổi tiếng của 
Cauchy là khá dài. Cauchy không được bầu vào Hàn Lâm Viện mà được bổ nhiệm 
sau nhiều lần ứng cử thất bại. Ở Đại học Bách khoa, Cauchy gặp không ít chống 
đối, nếu không muốn nói là thù nghịch, từ phía nhà trường cũng như từ phía đồng 
nghiệp. Họ nhìn thấy ở Cauchy sự khinh thường và căm ghét chế độ mới, chế độ 
Phục Hưng. Cauchy lại tự cô lập mình bằng cách cổ xúy cho quan điểm Toán học 
không giống mọi người với nội dung và phương pháp mới. Cauchy từ chối một 
cách cương quyết mọi thỏa hiệp với nhà trường và đồng nghiệp. Ngay cả thời kỳ 
đỉnh cao trong sự nghiệp của mình, thời kỳ 1815 — 1830, Cauchy vẫn cô đơn giữa 
mọi người. Cho đến cuộc chính biến 1830, người ta vui mừng vì hệ thống chính 
trị mới đã loại được Cauchy, một nhà Toán học có tài nhưng là một đồng nghiệp 
bướng bỉnh của họ. Ngay cả sau cuộc Cách Mạng 1848, mọi rào cản đối với Cauchy 
đã được gỡ bỏ, Cauchy vẫn không hoàn toàn thoải mái. Ông vẫn chưa lấy lại hết 
được mọi vị trí ông đã từng có mặc dù cả Châu Âu vẫn coi ông như là một nhà 
Toán học lớn nhất thời bấy giờ. 


Lập trường Chính trị, đức tin Tôn giáo, và ngay cả quan điểm về Toán học của ông 
là không lay chuyển được khiến cho ông luôn luôn là người cô đơn. 
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Một thiên tài bất hạnh: 


EVARISTE GALOIS (1811-1832) 





Évariste Galois, tranh vẽ của người em trai, Alfred Galois (tháng 7, năm 1848). 


Khi còn nhỏ tôi rất thích đọc những ghi chú của các tác giả viết sách giáo khoa Toán về 
những nhà Toán học có công thức hoặc định lý mang tên các nhà Toán học ấy. Nhưng ít 
quá, có khi tôi phải tìm đọc thêm, nhưng thời tôi nào có gì ngoài cuốn Petit Larousse? 
Trong ấy cũng chẳng có gì nhiều lắm. Tôi còn nhớ rõ là khi đọc tới Galois, tôi giận ghê 
lắm. Tôi giận và ghét những ông Hàn xa cách, tôi giận và ghét ông Cauchy lạnh lùng. Tôi 
thương ông Galois thiên tài nhưng không có một chút may mắn. 


Lớn lên, được đọc nhiều sách hơn, biết nhiều hơn một chút, tôi vẫn còn giận, nhưng lại 
giận ông Galois. Tại sao lại phải phung phí đời mình? 


Bây giờ tôi vẫn còn giận, nhưng “giận thì giận mà thương thì thương” cho nên tôi viết bài 
này. 


California tháng 6 năm 2015. 


Lê quang Ánh, Ph.D. 


1. Sự thật khác với điều người ta thường nói. 


Évariste Galois là một thiên tài Toán học trẻ tuổi ở đầu thế kỷ 19 sống và chết tại 
Paris. Mặc dù có một trí óc xuất sắc rõ rệt và có những giải pháp đột phá cho 
những bài toán mà một số những nhà Toán học lớn nhất thời ấy chưa làm được, 
Galois vẫn không được các định chế và các nhà Toán học đương thời công nhận. 
Hai lần bị từ chối vào trường Đại học Bách Khoa (École Polytechnique), sau đó 
chàng vào học trường Cao đẳng Sư phạm (ENS) nhưng chỉ được hơn nửa năm thì 
bị đuổi. Tin tưởng vào những việc làm của mình, Galois gởi những khám phá Toán 
học lên Viện Hàn Lâm Khoa Học để được thẩm định, nhưng bản văn ấy của chàng 
đã bị làm thất lạc bởi Augustin-Louis Cauchy, người có trách nhiệm ở Viện Hàn 
Lâm và cũng là nhà Toán học hàng đầu thời bấy giờ. Chàng cố gắng gởi những 
công trình của mình thêm hai lần nữa để được Viện Hàn Lâm đánh giá, nhưng 
người ta cũng quay lưng đi, không một lần bàn bạc với chàng. 


Chán ghét và thất vọng, Galois quay sang chính trị. Chàng gia nhập vào tổ chức Cấp 
tiến, rồi bị bắt nhốt tù vài tháng vì lý do nổi loạn chống phá. Sau khi được thả không 
bao lâu, chàng đem lòng yêu một người phụ nữ trẻ tên là Stéphanie. Cuộc tình 
không những không ra gì mà còn đưa chàng đến một cuộc đấu súng tay đôi. Biết 
rằng chỉ còn sống cho tới bình minh, Galois dùng hết đêm để viết vội vàng lại tất cả 
những sự khám phá sâu sắc nhất của mình. Chàng viết bên lề một trang giấy: “Tôi 
không có đủ thời gian.” Bi thảm thay! Linh tính của chàng đã không lầm. Buổi sáng 
ngày 30 tháng Năm năm 1832 Galois đã bị đối thủ bắn vào bụng và bỏ chết trên một 
đường phố vắng vẻ ở Paris. Chàng ra đi mãi mãi, chỉ còn 5 tháng nữa là đến ngày 
sinh nhật thứ 21 của chàng. Nhưng những di sản Toán học chàng viết vội trong đêm 
trước khi chết sẽ là nền tảng của một lãnh vực mới cho Toán học sau này: Lý Thuyết 
Nhóm, một cột trụ của Đợi số Hiện đại. 


Đó là câu chuyện về cái chết và đời sống ngắn ngủi của Évariste Galois, kể theo 
nhà Toán học được nhiều người biết tiếng, Eric Temple Bell, người có thể được 
xem như nhà Toán học và là nhà viết tiểu sử thành công nhất, được trích dẫn nhiều 
nhất cho tới ngày hôm nay. Những gì ông đã viết là nguồn cảm hứng cho nhiều 
thế hệ các nhà Toán học, Vật lý học, trong đó có John Nash và Freeman Dyson. 
Nhà Toán học James R. Newman, nhà Vật lý học Leopold Infeld, và nhà Thiên văn 
học Fred Hoyle, tất cả đều là những nhà Khoa học đầu ngành, tất cả họ đều có viết 
những câu chuyện về đời của Galois theo cách của mình. Năm 1948, đạo diễn 
Alexandre Arnoux đã làm một cuốn phim tựa đề là Algorithme, dựa trên cuộc đời 
của Galois. Mới đây nhất thì có Laura Toti Rigatelli (1993) và Mario Livio (2005) 
viết tiểu sử của Galois, Tom Petsinis viết một chuyện dài nhan đề The French 
mathematician, khởi hứng từ chuyện đời Galois (1997). 


Những lí do mà nhiều người vẫn còn tiếp tục bị thu hút bởi chuyện đời của Galois 
không khó để giải nghĩa. Chàng trẻ, đẹp trai (ít ra là theo đánh giá của những 
người đương thời và những tranh vẽ của hai người sống gần gủi là em và bạn), và 
nhất là vô cùng lãng mạn, rất xa với đặc điểm của một thiên tài Toán học. Tim của 
chúng ta đập theo nhịp tim của Galois, sống trung thực với bản thân mình, luôn 
luôn tin tưởng một cách không khoan nhượng vào những việc làm đúng của mình. 
Dù cho là trong Toán học, trong chính trị, hoặc trong tình yêu, lúc nào chàng cũng 
hi sinh hết mình, không giới hạn, cho sự thực và danh dự. Galois đau khổ và chết 
vì nghe theo trái tim khi có những quyết định quá liều lĩnh. Đó không phải là hình 
mẫu của một cuộc sống đời thường. Nhưng ai trong chúng ta ở tuổi đôi mươi lại 
không có những phút bồng bột trong cuộc sống, nhất là khi phải sống trong một 
xã hội đầy biến động như thời của Galois? 


Nhưng cũng có một lí do khác nữa cho sự hấp dẫn về câu chuyện của Galois. Cũng 
như bao nhiêu truyện kể truyền từ đời này sang đời khác, câu chuyện của Galois 
là câu chuyện về cuộc sống, câu chuyện về đạo đức trong cuộc sống. Don giản là 
câu chuyện của sự ngây thơ trong sáng bị dập vùi trong sự đòi hỏi xấu xa của cuộc 
sống. Galois là một chàng trai trung thực, trung thực từ trái tim, trung thực đến 
trí óc, từ chối thỏa hiệp với những con người quen tính toán, có cuộc sống đã được 
điều chinh thích nghi với xã hội. Cauchy và những đồng sự của ông là những người 
như thế. Họ có địa vị, họ thoải mái với chức vụ và công việc hằng ngày, họ không 
cần quan tâm đến một con người bình thường, từ chối tìm hiểu một tài năng Toán 
học trẻ tuổi khi chàng xuất hiện trước mặt họ. Họ quay lưng lại với một thiên tài, 
đẩy Galois vào sự tuyệt vọng, và cuối cùng là cái chết. 





Augustin Cauchy (1789-1857), 
nhà Toán học lớn của Pháp 


Mặc dù trường hợp của Galois là một trường hợp rất đặc biệt, nhưng hầu hết 
chúng ta không khỏi cảm xúc khi đọc qua câu chuyện của chàng. Câu chuyện của 
Galois làm cho chúng ta không ưa thái độ tự mãn, kiêu ngạo của những người 
thoải mái trong trong những địa vị cao sang sống và làm việc trong tháp ngà, chẳng 
hạn như những thành viên Hàn Lâm Viện bệ vệ. Hình như họ cho rằng ngoài họ 
ra, không ai có thể đóng góp gì cho sự tiến bộ của Khoa học cả. Trường hợp của 
Galois cho chúng ta thấy điều ngược lại, nó không xảy ra trong những căn phòng 
chật hẹp của Viện Hàn Lâm, mà ở trí óc ngây thơ trong sáng của một thiên tài với 
quả tim rực lửa. Sự đối chọi giữa lòng trung thực và những định chế xơ cứng đã 
đưa đến thảm họa. 

Câu chuyện về cuộc sống và cái chết của chàng trẻ tuổi Galois cùng với lời khẩn 
cầu của một con người đầy tài năng sắc sảo là một bài học đạo đức sống động cho 
tất cả chúng ta. 


Tuy nhiên, có một sự sai sót vô cùng lớn ở đây: tất củ không hoàn toàn đúng như 
vậy. Rất nhiều nghiên cứu mới đây cho thấy phần chính của câu chuyện về Galois 
đã bị thổi phồng, có thể là được tạo dựng thêm lên. Thực sự là các nhà Toán học 
không có gì ghét bỏ Galois, cũng không hờ hửng với các phát hiện Toán học của 
chàng như người ta thường nói. Không phải là chàng đau khổ tuyệt vọng với 
những chuyện ấy, mà chàng chính là nạn nhân của cá tính không khoan nhượng 
và chứng hoang tưởng của mình. 


Yếu tố gây nên bi kịch cao độ nhất trong câu chuyện về Galois và được truyền từ 
thế hệ này sang thế hệ khác là câu chuyện chàng trẻ tuổi thiên tài ấy đã dùng hết 
thời gian còn lại của mình trong đêm để viết vội vàng hết tất cả những khám phá 
sâu sắc về Toán học, mà sau này được dùng làm nền tảng của Lý thuyết Nhóm. Sự 
thực là trước khi chết, Galois đã công bố không dưới 5 bài báo khác nhau trên các 
tạp chí nổi tiếng Annales de Mathématiques và Bulletin des Sciences 
Mathématiques. Trong đêm cuối cùng Galois đã viết cho người bạn của mình, 
Auguste Chevalier, một bức thư dài, trong đó chàng có tóm tắt những nét chính 
của các khám phá của mình. Nhưng thực ra chính những bài báo của chàng cùng 
với những gì chàng đã gởi cho Hàn Lâm Viện để tranh giải thưởng, mới thực sự 
làm cho chàng nổi tiếng về phương diện Toán học. 


Sau này, qua nhiều sự xem xét kỹ lưỡng, người ta thấy thêm một số sai sót trong 
câu chuyện về Galois. Theo như chuyện thường được kể trong dân gian thì Galois 
đã trình một bản viết về những khám phá mới của mình cho Hàn Lâm Viện, rồi thì 
bản này bị bỏ xó, hoặc bị Cauchy, nhà Toán học nổi tiếng và có uy tín nhất thời ấy, 
làm thất lạc. Sự thực là có một bức thư Cauchy gởi cho Viện Hàn Lâm, trong ấy 


Cauchy yêu cầu sắp xếp thời gian để ông trình bày công trình của Galois, tuy nhiên 
Cauchy đã không làm gì cả theo lịch đã được ấn định. Nhưng điều này cho thấy 
Cauchy đã có xem xét trường hợp này rồi. Trong một số báo Le Globe, ngay thời 
gian Galois bị bắt, có đăng một tin nói rằng “Ông Cauchy đã có lời khen tốt đẹp 
nhất cho tác giả.” Nói rằng Cauchy đã không thèm biết tới trường hợp Galois là 
không đúng, mà trái lại, bản tin trên tờ báo cho thấy ông đã biết có bài viết của 
Galois, và có thể đã có lời khuyến khích cho tác giả. (Rothman, Genius and the 
Biographers, p.87-89; Livio, Equation that could not be solved, p132-133.) 


Một chi tiết nữa có liên quan đến sự qua lai giữa Galois va Han Lam Viện. Năm 
1830 Galois có trình cho Hàn Lâm Viện một báo cáo để dự thi phần thưởng lớn 
của Hàn Lâm Viện (Grands Prix de l’Académie). Không may cho nhà Toán hoc tre 
tuổi, ông Hàn phụ trách công việc này là nhà Toán học Joseph Fourier vừa qua đời, 
chưa kịp nộp bản phúc trình của mình. Bản thảo dự thi của Galois đã không được 
tìm thấy, và do đó tên chàng xem như không có trong danh sách người dự tranh. 
Mặc dù vậy, người kế vị Fourier là nhà Toán học Siméon-Denis Poisson cũng tìm 
cách tiếp cận Galois và yêu cầu chàng nộp bản khác về công trình của mình để cho 
Viện Hàn Lâm xem xét. Galois đã làm và đã nộp. Bản thảo này chỉ tiết hơn và sẽ 
trở thành Lý Thuyết Galois sau này (Théorie de Galois). Sau vài tháng, Poisson công 
bố phúc trình của mình. Không còn nghi ngờ gì nữa, chính phúc trình này làm thất 
vọng Galois. Trong phúc trinh có câu: “Chúng tôi đã cố gắng với tất cá khả năng 
để hiểu chứng minh của ông Galois, nhưng lời lý giải của ông không đủ sáng sua, 
hoặc không du chi tiết để có thé đưa ra một ý kiến kết luận về bản bdo cáo nay.” 
Poisson đã không loại bản báo cáo của Galois mà yêu cầu một số bổ sung làm 
sáng tỏ hơn những gi tác giả đã đệ nộp. Poisson kết luận: “Chúng tôi đợi tác gid 
công bố một nội dung thật đầy đủ thì chúng tôi mới có thể cho ý kiến quyết định.” 
(Livio, Equation that could not be solved, p.133) 





Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830) và  Siméon-Denis Poisson (1781 - 1840) 


Tóm lại, quan hệ giữa Galois và các định chế Toán học quả thật là khó khăn. Galois 
rất thất vọng về sự thiếu may mắn vì cái chết của Fourier và những phản hồi rất 
xấu của Hàn Lâm Viện, trong đó có câu kết của phúc trình Poisson. Và Galois đã 
không có cơ hội để trình bày công trình của mình trước Hàn Lâm Viện Khoa học. 
Tuy nhiên, ở tuổi 20, ít có người đã có được những tiếp xúc tương đối đều đặn với 
một số nhà Toán học hàng đầu thế giới thời ấy, đã được những người này xem xét 
công trình của mình, và cũng đã nhận được những lời khuyến khích tích cực, như 
trường hợp Galois. Cũng ít có trường hợp ở tuổi 20 như Galois mà có nhiều bài 
báo đăng trên những tạp chí uy tín thời ấy, bên cạnh những bài báo của Cauchy 
và những nhà Toán học nổi tiếng khác. Có sinh viên nào ở tuổi 20 như Galois có 
được những công trình được công nhận trên báo, được các nhà Toán học đánh 
giá cao như Galois chưa? Tuy nhiên, chàng vẫn tự coi như mình là nạn nhân của 
sự ngược đãi bởi những người có đầu óc hẹp hòi, mà thật ra Galois đã được coi 
như là nhà Toán học trẻ tuổi với nhiều hứa hẹn. 
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Bản thảo Toán của Galois. 
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Mót trang ghi chép bài trong lóp của Galois. 
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Một trang trong bức thư cuối cùng của Galois. 


Phụ bản 


Dưới đây là nguyên văn bức thư mà Cauchy gởi cho Chủ Tịch Viện Hàn Lâm như đã nói ở 
trên: 


Monsieun LE PRÉSIDENT. 


Je me proposai de présenter aujourd'hui à l'Académie : 19 le rapport sur les 
travaux du jeune Galois; 2° un mémoire sur la détermination analytique des 
racines primitives, dans lequel je fais voir comment on peut réduire cette déter- 
mination à la résolution d'équations numériques dont toutes les racines sont 
entières et positives. Retenu chez moi par une indisposition, je regrette de ne 
pouvoir assister à la séance de ce jour, et je vous prie de vouloir bien inscrire 
mon nom sur l'ordre du jour de la séance suivante pour les deux objets que je 
viens d'indiquer. 

Agréez, je vous prie, l'hommage de la très parfaite considération avec laquelle 
j'ai l'honneur d'étre, 

Monsieur le Président 
votre trés humble et trés obéissant serviteur. 
A.-L. CAUCHY, 
Membre de l'Académie. 

A Monsieur 
Monsieur le Président 
de l’Académie des Sciences 
à l'Institut. 


(Sưu tầm của tác giả. Hình chụp lại bản lưu) 
Tạm dịch: 


Kính thưa Ông Chủ tịch, 

Tôi đã dự tính trình trước Viện Hàn Lâm hôm nay: 1. Bản báo cáo về công trình của chàng 
thanh niên Galois; 2. Bản ghi nhớ về sự xác định các nghiệm nguyên thủy, trong đó tôi sẽ 
cho thấy làm sao có thể giản lược được sự xác định này vào cách giải những phương trình 
số mà những nghiệm đều nguyên dương. Tôi phải ở nhà hôm nay vì một lý do không thuận 
tiện, tôi tiếc là không thể tham dự được phiên họp, xin ông cho ghi tên tôi vào danh sách 
cho cuộc họp kế tiếp để tôi trình bày hai vấn đề nói trên. 

Tôi rất trân trọng và hünh diện được phục vụ Ông Chủ tịch, nhân viên trung thành của 
Ông: 


A.L. Cauchy, Viện sĩ Viện Hàn Lâm. 
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2. Thói quen quậy phá. 


Galois thường tự làm khó minh. Khi còn là học sinh ở trường trung học Louis-le- 
Grand, nơi Galois trải qua hầu hết tuổi trẻ của mình, chàng không những được mọi 
người biết tới qua sự thông minh hơn người, mà còn là một thiếu niên với cá tính 
thay đổi khác thường. Theo hồ sơ lưu tại trường thì mấy năm đầu Galois là “ngôi 
sao đang lên” đầy hứa hẹn, rồi sau đó biến dần thành một học sinh kém. Năm 16 
tuổi, một thầy giáo của Galois bối rối ghi lại: “Tính tình của học sinh này cho dù tôi 
có dễ dãi mấy cũng phải nói rằng tôi không thể nào hiểu nổi!” Trong khi đó một 
thầy giáo khác diễn tả rõ ràng sự ghét bỏ: “Không có gì khác ngoài sự lơ đểnh và 
sự ky cuc khác thường”, hoặc “Sự điên cuồng của Toán học đã ám ảnh nó." Một 
thầy giáo khác nói: “Nó bỏ thì giờ đến đây để quậy phá cdc thầy gido và tự mình 
làm khổ mình bởi phdi chịu hình phạt của nhà trường.” Sau này nhìn lại người ta 
cho rằng vì Galois rất thông minh, lại có năng khiếu đặc biệt về Toán, cho nên 
chàng ta không thể có đủ kiên nhẫn với chương trình học của nhà trường. Nhưng 
đó không phải là tác phong thích hợp với bạn bè, và với cuộc sống chung quanh. 


SR 





Tie adi ‘Solaire da 
Tartnouveau.com 


Trường Trung hoc Louis-le-Grand (thời của Galois). 


Vào năm 1829, sau hai lần thi không đậu vào được trường Đại học Bách Khoa, 
Galois thi đậu vào trường kém nổi tiếng hơn, trường Sư Phạm (Chú thích: Sau này, 
năm 1845, trường mới chính thức mang tên Trường Cao Đẳng Sư Phạm = École 
Normale Supérieure, ENS). Tại đây, Galois trở thành một thành viên hăng hái của 
phe Cộng hòa, rồi chẳng bao lâu trở thành người chống đối lại ban giám đốc nhà 
trường, đặc biệt chống lại ông Hiệu trưởng Joseph-Daniel Guigniault. Trong những 
ngày sôi động của tháng 7 năm 1830, có nhiều cuộc hỗn loạn xảy ra trên đường 
phố Paris. Sinh viên Đại học Bách khoa có mặt ở hàng đầu của phe Cộng hòa chống 
lại lực lượng trung thành với triều đình. Khi ấy Hiệu trưởng Guigniault cho khóa 
cổng trường Sư Phạm, nhốt tất cả sinh viên ở lại trong khuôn viên nhà trường, sợ 


10 


rằng sinh viên có thể ra ngoài nhập vào lực lượng bạo động. Galois rất bực tức vì 
mất cơ hội tham gia lực lượng cách mạng. Chàng không thể nào tha thứ cho ông 
Hiệu trưởng Guigniault, và từ đó mối quan hệ giữa Galois và nhà trường xấu đi. 
Tháng 12 năm 1830 Guigniault cho công bố một bức thư khiển trách một thầy giáo 
theo phe tự do của trường. Galois liền nhảy vào cuộc, bênh vực cho người thầy 
này. Trong một bức thư ngõ đăng trên tờ báo sinh viên Gazette des Écoles, Galois 
kết tội ông Hiệu trưởng Guigniault “có cdi nhìn thiển cận và bảo thủ” và hứa sé 
“lột mặt nạ” ông này. Bức thư có ký tên Évariste Galois nhưng tòa soạn đã gỡ tên 
người viết. Không mấy khó khăn, vài ngày sau, ông Hiệu trưởng đã tìm ra được 
tác giả bức thư. Chỉ sau một tháng, tháng 1 năm 1931, Galois bị đuổi học. 


Thái độ của Galois tương tự như trong vụ này là thường thấy trong cuộc đời ngắn 
ngủi của chàng. Nhìn lại, chúng ta thấy tội nghiệp cho ông Guigniault. Ông ta chỉ 
muốn ngăn học trò của mình không muốn cho dính líu vào sự chống đối dữ dội 
của các phe phái. Ông đợi cơn bão đi qua. Với Galois thì hành động ấy được coi 
như là sự phản bội. Với Galois, trong cuộc sống, chỉ có một trong 2 giá trị: Đúng 
hoặc Sai. Bất cứ hành động nào có tính thỏa hiệp (trung gian) đều bị xem là phản 
bội và sẽ không được chàng tha thứ. Đối với Galois, chủ trương của phe Cộng hòa 
là đúng, không thể đảo ngược, đúng như lý luận Toán của chàng vậy. Và Galois 
sẵn sàng chiến đấu bảo vệ những thành quả ấy, bất chấp hậu quả. 


Thái độ gây hấn tương tự của Galois đối với tổ chức các nhà Toán học hoặc các 
định chế khác (trường học, Hàn Lâm Viện) cũng tương tự. Sophie Germain (1776- 
1831), nhà nữ Toán học duy nhất thời ấy, trong một bức thư gởi nhà Toán học 
Guillaume Libri (1803-1869), thành viên Hàn Lâm Viện, bà đã phàn nàn cho tình 
trạng xấu của giới Toán học Paris. Bà viết: 


Rõ ràng là đang có điều không hay xảy ra. Việc làm của ông, việc làm của Cauchy, 
sự qua đời của Fourier là những ngọn gió chẳng lành thổi qua cuộc đời của người 
sinh viên này, chang Evariste Galois. Tuy có một số biểu hiện vô lễ, nhưng chàng có 
một trí thông minh tuyệt vời trong lãnh vực Toán học. Chúng ta đã làm quá đáng 
khi loại chang ra khỏi trường Sư Pham. Anh ấy bây giờ không có tiền và người mẹ 
cũng vậy. Trở về nhà, người thanh niên này tiếp tục quậy phá, giống như hôm ông 
đọc bài giảng ở Viện Hàn Lâm vậy. Mẹ của anh ấy đã bỏ nhà ra đi, chẳng có gì 
nhiều để lại. Người ta nói anh ấy rồi sẽ trở nên điên, tôi sợ rằng điều này sẽ thành 
sự thực.” (Livio, Equation that could not be solved, p126-127.) 


Qua nhận xét về Galois của Germain, ta thấy Libri và các đồng nghiệp của ông đã 
biết tới Galois cùng cá tính và hoàn cảnh gia đình của chàng. Germain có nói tới 
thái độ vô lễ của Galois đối với ông Viện sĩ Libri khi Galois đến tham dự bài thuyết 
trình của Libri ở Viện Hàn Lâm. 
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Marie-Sophie Germain (1776 - 1831), nhà nữ Toán học hiếm hoi của Pháp. 


Ô ngoài đường phố, Galois tham gia tích cực nhóm “Pháo binh Quốc gia”. Day là 
nhóm dân quân quá khích theo phe Cộng hòa chống lại triều đình, đã bị vua Louis 
Philipe giải thể. Một ngày vào tháng 4 năm 1831, đám cực đoan này tụ họp ở một 
quán rượu mừng một số chiến hữu vừa ra tù. Tình cờ nhà văn Alexandre Dumas 
cũng có mặt ở đó. Trong một hồi ký Dumas viết: 


Khó mà tìm thấy ở Paris một dám toàn bọn quá khích chống lại triéu đình, 
chúng tụ họp ở đây đông tới khoảng 200 người. Chúng hò reo, thổi còi, hô 
đả đảo vua Louis Philipe ầm i. Cách tôi chừng 15, 20 ghế, có một chàng trai 
tay cầm ly rượu và một con dao, đứng lên la to nhất. Đó chính là Évariste 
Galois, một chàng Cộng hòa quá khích. Tôi nghe những lời đe dọa và tên nhà 
vua Louis Philipe nữa. Với cái dao đưa lên cao, thì ý đồ đã rõ. 


Dumas cho rằng Galois đã đi quá giới hạn của một thành viên phe Cộng hòa. Và 
Dumas viết: “Rõ rồi, chuyện này chắc chắn sẽ có hậu quả.” Thật vậy, vài ngày sau 
Galois bị bắt vì tội hăm dọa giết nhà vua. 


Hai tháng sau, trong phiên tòa, Galois nói: “Tôi đưa ly rượu lên cao chúc sức khỏe 
nhà vua, và nói miễn là ông ấy không phản bội chúng tôi. Nhưng ồn quá, người ta 
không nghe câu sau, người ta tưởng tôi hăm dọa nhà vua!” Rồi Galois nói thêm: 
“Tôi làm sao tin được vua Louis Philipe không phản bội.” Ông Tòa rất có cảm tình 
với tuổi trẻ, cắt ngắn phiên tòa và tuyên bố không phạt gì thêm Galois (ngoài 2 
tháng đã bị nhốt tù). 


Được tự do chưa được 1 tháng, vào ngày kỷ niệm Cách Mạng 14 tháng 7 năm 
1831, Galois lại dẫn đầu một đoàn gồm khoảng 600 thành viên Cộng hòa quá khích, 
họ biểu tình tiến về phía cầu Pont Neuf. Dich đến của đoàn là công viên Grève đối 
diện với Tòa Thị Chính, ở đó họ dự trù làm lễ trồng một cái cây gọi là cây Tự Do. 
Dân Paris đều biết công viên Grève là nơi đặt máy chém từ trước năm 1789; nó 
tượng trưng cho chế độ cũ và tội ác. Trồng cây Tự Do ở đây phe Cộng hòa muốn 
nói rằng Cách mạng chưa đi qua đâu, và tội ác của chế độ quân chủ chưa được tha 


12 


thứ. Vua Louis Philipe rồi sẽ có chung số phận với dòng họ Bourbon và những 
người tiền nhiệm của ông. 


* A uc 
Wu om mosse ood 





Hình ảnh Paris những ngày cuối tháng 7 năm 1830. Tranh của Horace Vernet. 


Đó chỉ là một trong rất nhiều sự kiện mà phe Cộng hòa có kế hoạch làm trong ngày 
kỷ niệm 14 tháng 7. Cảnh sát đã mau chóng hành động. Đêm 13 tháng 7 họ đã 
hành quân lục soát Paris, bắt những người được cho là cầm đầu. Galois đã nhanh 
chân tốn thoát. Nhưng ngày hôm sau, người ta thấy Galois và người bạn than là 
Ernest Duchâtelet dẫn đầu đoàn biểu tình qua cầu Pont Neuf. Sau đó hai chàng 
này bị bắt, khi ấy Galois mặc đồng phục nhóm “Pháo binh Quốc gia”, mang súng 
trường, hai khẩu súng lục, và một con dao (Dupuy, Vie d’Evariste Galois, p. 238). 


Galois bị giam 2 tháng trước khi bị đưa ra tòa. Hy vọng được trả tự do tại tòa (như 
lần trước) là không thể có, vì trong nhà tù Ernest Duchâtelet đã vẽ hí họa trên vách 
tường, bức tranh hình nhà vua với cái đầu có hình một cái khiên, bên cạnh có một 
cái máy chém, dưới có viết câu: “Philipe sẽ mang cái đầu của nó lên bàn thờ. Ô, 
Tự Do!” Phiên tòa 23 tháng 10 đã xử Galois 6 tháng tù. Sau đó chàng bị giam ở 
nhà tù Sainte Pélagie. 


Nếu sự bỏ tù những người trẻ tuổi vào các nhà tù buồn tẻ là biện pháp cảnh cáo 
và ngăn ngừa sự quấy rối, thì đó không phải là trường hợp của Galois. Ngày 29 
tháng 7, tức là chỉ mới tới nhà tù Sainte Pélagie có 2 tuần, Galois đã có mặt trong 
đoàn tù nhân lên gặp mặt giám đốc nhà tù để đàm phán. Nguyên cớ là, đâu đó từ 
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các quấy động ngoài đường phố, có một viên đạn bay lạc vào đây, làm bị thương 
một người tù. Galois không ngần ngại kết án lính canh đã bắn vào tù nhân, và rồi 
chàng xách động tù nhân sĩ nhục giám đốc nhà tù. Điều này lặp lại câu chuyện 
Galois đã làm với ông Hiệu trưởng trường Sư Phạm. Kết quả sẽ là vô cùng tệ hại 
cho Galois: chàng bị bỏ vào ngục tối. Tức thì bên ngoài tù nhân nổi loạn, hô to 
“Galois bị bỏ vào ngục tối!” Rồi tù nhân chiếm quyền kiểm soát nhà tù. Ngày hôm 
sau Galois được tha ra khỏi ngục tối (Dupuy, Vie d’Evariste Galois, p. 240-243). 





Francois-Vincent Raspail (1794-1874), nhà Khoa học, nhà Luật học, nhà Chính trị. 


Những gì chúng ta biết được về thời gian Galois ở trong tù là từ Francois-Vincent 
Raspail. Đó là một nhà Khoa học, một chính trị gia, một nhà Cách mạng thời ấy, 
ngày nay được vinh danh ở nhiều nơi: tên đường phố, trạm xe điện... vv. Raspail 
đã từ chối huân chương cao quý do vua Philipe trao tặng về những thành tựu Khoa 
học của ông. Thời gian 1831 ông cũng bị nhốt ở nhà tù Sainte Pélagie vì lý do chính 
trị. Khi bị đem ra tòa, Raspail đã nói về vua Louis Philipe: “Ông ấy xứng đáng được 
thiêu sống dưới sự đổ nát của điện Tuileries.” Điều này cho thấy không phải chỉ có 
phe Cộng hòa của Galois mới có những hành động, lời nói gay han, chống lại triều 
đình. Tuy nhiên, qua cuộc đời hoạt động của Raspail, ta thấy ông ấy biết hòa hợp 
những tình cảm của trái tim cùng những thực tế phức tạp đang xảy ra. Galois thì 
trái lại, lời nói và hành động của chàng không có dè dặt, không dự trù bước lùi, và 
bất kể hậu quả. 


Raspail hiểu Galois. Trong tác phẩm Cải cách nhà tù: Những bức thư về các nhà tù 
ở Paris (Réƒorme pénintentiaire: Lettres sur les prisons de Paris), được xuất bản 8 
năm sau các sự kiện trên, ông có kể chuyện thi uống rượu của Galois trong tù. 
Galois thì có bao giờ biết uống rượu đâu, thế mà chàng đã uống hết ly này đến ly 
khác cho đến khi đổ gục xuống. Raspail cũng có nói rằng Galois là loại người không 
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biết lùi trước những gì chạm đến danh dự chàng. Cũng theo Raspail, Galois đã có 
linh cảm ghê gớm rằng chàng sẽ chết vì một người phụ nữ mặc dù “tôi có yêu một 


người phụ nữ nào đâu” chàng nói. 





Vua Louis Philipe (1773-1850) trị vì từ 1830 đến 1848. 
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3. Tử chiến tay đôi lúc binh minh. 


REPUBLIQUE 
FRANCAISE 





Con tem hiếm phát hành năm 1984. Dưới cái hình nhỏ bên trong có hàng chữ: nhà 
Cách mạng và nhà Toán học. 


Cuộc tử chiến tay đôi dẫn tới cái chết của Galois đã được nhiều người nghiên cứu, 
ngay sau khi xảy ra sự việc ấy. Người em trai của Galois, Alfred Galois, tin rằng 
anh trai mình là nạn nhân của một sự sắp xếp do cảnh sát thực hiện, mục đích là 
loại một lãnh tụ Cộng hòa quá khích. Vài năm sau, Leopold Infelt, một người 
chuyên viết tiểu sử, cũng đồng ý suy luận của Alfred. Infelt còn nói thêm rằng cô 
“Stéphanie” bí ẩn là một nhân viên cảnh sát chìm có nhiệm vụ tạo ra cuộc tử chiến 
tay đôi (Leopold Infelt, Whom the Gods love: The story of Evariste Galois, p. 308- 
311). Fred Hoyle, ngược lai, cho rằng Galois là một nhà Toán học, tính toán rất 
giỏi, anh ta đã làm cho các chiến hữu nghi ngờ rằng chàng là một cảnh sát chìm. 
Rồi chính các chiến hữu của Galois đã tạo ra một cuộc tử chiến tay đôi để loại 
Galois (Fred Hoyle, Ten Faces oƒ the Univers, Chap 1). Mới đây, Laura Toti Rigatelli 
lý luận rằng trận tử chiến ấy do chính Galois đạo diễn, chàng quyết định hy sinh 
đời mình để kích động đám đông nổi dậy (Toti Rigatelli, Evariste Galois). 


Nhiều người cũng xem xét tìm giải đáp cho câu hỏi: Ai là đối thủ của Galois trong 
cuộc tử chiến ấy? Có nhiều ý kiến không thống nhất. Tony Rothman, theo hướng 
của AlexandreDumas, cho rằng Galois bị một kẻ tên là Pescheux d’Herbinville ban 
chết. Tên này là thành viên quá khích thuộc nhóm dân quân “Pháo binh Quốc gia”. 
Theo Mario Livio, đối thủ của Galois trong trận tử chiến không ai khác hơn là anh 
chàng Ernest Duchâtelet, người đi biểu tình cạnh bên Galois trong ngày kỷ niệm 
phá ngục Bastille 14 tháng 7 vừa qua. Một số ý kiến khác không cho rằng thủ phạm 
là người nói tới trong số những ý kiến trái ngược nhau ở trên, cũng không cho rằng 
thủ phạm nằm trong một âm mưu to lớn nào khác. Không có lý do và bằng cớ 
vững chắc cho các kết luận trên. Đơn giản, theo ý kiến này, thì Galois là nạn nhân 
của một vụ tử chiến tay đôi vì danh dự bị xúc phạm khi có một người con gái đẹp 
xuất hiện (Rothman, Genius and the Biographers, p. 99 và Livio, Equations that 
Couldn’t be Solved, p.152). 
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Dưới đây là những đã xảy ra trong những ngày tháng cuối cùng của cuộc đời của 
Galois. Vào mùa Xuân năm 1832, một trận dịch tả xảy ra ở Paris. Galois được tự 
do tạm, và được chuyển từ nhà tù Sainte Pélagie về chữa tại bệnh xá mang tên 
Ngài Faultrier. Ở đây Galois gặp và yêu một người con gái khoảng 16 tuổi tên đầy 
đủ là Stéphanie Poterin du Montel, gia đình cô này cư ngụ trong khu vực đó. Qua 
hai mảnh thư tìm được của Stéphanie gởi cho Galois, người ta được biết rằng mối 
tình không đi tới đâu, và rằng Stéphanie tìm cách xa lánh Galois. Galois như là bị 
“tàn phá”. Bi thảm hơn bao giờ hết, chàng viết cho người bạn thân Auguste 
Chevalier, ngày 25 tháng 5, năm 1832: “Làm sao tôi có thể xóa được dấu vết của 
sự xúc động mãnh liệt nay? Làm sao tôi có thể tự an ủi khi chỉ trong một tháng tôi 
đã kiệt lực vì hạnh phúc lớn nhất của một người đàn ông đã mất? Khi tôi đã không 
còn niềm vui, không còn hạnh phúc, không còn hy vọng thì tôi sẽ làm gì với cuộc 
sống của tôi?”(Livio, Equations that Could not be Solved, p.141-142). 


Rồi tới một lúc không kềm được sự nóng cháy của trái tim mình, Galois đã vượt 
qua vòng rào để vào nhà của Stéphanie. Cho rằng mình bị đe dọa, để tự vệ cô 
nàng đã cho gọi hai người đàn ông để bảo vệ. Hai người này thuộc nhóm người 
quen biết với Galois trong những lần xuống đường. Và họ đã thách Galois đấu 
súng tay đôi (Theo truyền thống văn hóa thời bấy giờ, khi danh dự bị xúc phạm, 
người ta được quyền thách nhau đấu súng hoặc đấu gươm, tiếng Anh và tiếng 
Pháp đều là Duel). Trong một bức thư Galois viết, trong đêm cuối cùng 29 tháng 
5, gởi các “chiến hữu Cộng hòa”, có câu chữ “cô Stéphanie tai tiếng và đỏm đóng”. 
Raspail nhận xét rằng cách dùng chữ của Galois có ý nói rằng cô Stéphanie này 
thuộc tầng lớp hạ lưu, khác với những gì mà Galois than thở với người bạn thân 4 
ngày trước, qua đó ta tưởng chừng như là Stéphanie là mối tình lớn của chàng. 
Cũng theo Raspail, Galois nói chàng chấp nhận lời thách đấu sau khi tìm mọi cách 
tránh cuộc đụng độ này. Trong đêm ấy, Galois có viết một bức thư khác gởi cho 
hai chiến hữu Cộng hòa tên là N.L. và V.D., trong đó chàng cũng có nói rằng mọi 
thỏa hiệp đã không đạt được, chỉ còn có trận tử chiến tay đôi thôi. 


Galois dành hết thời gian còn lại trong đêm cuối cùng để viết bức thư gởi người 
bạn thân Auguste Chevalier. Trong phần đầu thư, Galois tóm tắt những gì đã làm 
trong lãnh vực Toán học, phần sau nhiều hơn, có một số điều chàng bổ sung trong 
đó có một vài định lý. Theo những câu chuyện kể đi kể lại người ta nói rằng bức 
thư này chứa tất cả những gì sau này làm nên Thuyết Galois. Điều này không hoàn 
toàn đúng (như đã phân tích trong chương 1). 


Galois gặp các đối thủ vào sáng sớm ngày 30 tháng 5 ở Gentilly phía Nam Paris. 
Theo báo cáo của tờ nhật báo Le Précurseur phát hành vài ngày sau, thì những 
người tham dự trận đối đầu chấp nhận hậu quả do sự hên xui may rủi đem lại, nói 
rõ hơn là chỉ có một trong hai khẩu súng được nap dan (Livio, Equations that 
Couldn’t be Solved, p.126). Sau khi tiếng nổ vang lên, người ta thay Galois bị trúng 
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vào bụng và ngã xuống. Vài tiếng đồng hồ sau Galois được đưa đến bệnh viện 
Cochin gần đó, có người em trai 18 tuổi, Alfred Galois, đi theo. Hai anh em đều 
nhận ra rằng sắp tới phút cuối cùng rồi. Lời cuối cùng của Evariste là “Đừng khóc, 
Alfred! Anh đã cần tất cả can đảm để chết ở tuổi hai mươi đó em!” (“Ne pleure 
pas, Alfred! J'ai besoin de tout mon courage pour mourir à vingt ans !") Rồi chàng 
ra đi mãi mãi, lúc ấy là 10 giờ sáng ngày 30 tháng 5 năm 1832. 


Chúng ta kết luận được gì qua cuộc sống và cái chết bi thảm của nhà Toán học trẻ 
tuổi Galois? Chắc chắn là cuộc sống của chàng không dễ dàng gì. Từ hai lần bị đánh 
rớt trong kỳ thi vào ĐH Bách khoa cho đến những câu hỏi đặt ra cho bản báo cáo 
của Galois bởi Viện Hàn Lâm, Galois phải suy nghĩ đến những bước lùi và những 
tảng đá không cần thiết ném ra để chặn bước đi của chàng. Ngoài ra, truyền 
thuyết cho thấy rằng Galois là nạn nhân của sự ngược đãi bởi những bộ óc hẹp hòi 
khép kín của những nhà Toán học “tháp ngà”, rõ ràng điều này không thuyết phục. 
Người ta vẫn có thể tha thứ cho những nhà Toán học của Viện Hàn Lâm nếu như 
họ từ chối một người trẻ tuổi chuyên xúi giục nổi loạn, người mà ở tuổi 20 bị đuổi 
khỏi trường học, người mà có gần một năm phải ngồi tù, và cũng là người có một 
thành tích quá nổi tiếng là quá khích và bạo động. Nhưng mà không, những người 
này đã không làm như vậy. Những nhà Toán học có vai vế nhất thời đó đã xem 
Galois là một nhà Toán học trẻ tuổi đầy hứa hẹn trước khi chàng qua đời. 


Qua những gì được trình bày ở trên thì rõ ràng là kẻ thù tệ hại nhất của Galois 
không phải là nhà Toán học Cauchy, cũng không phải là ông Hiệu trưởng 
Guigniault, và cũng không phải là kẻ đối đầu với Galois trong cuộc song đấu chết 
người. Kẻ thù tệ hại nhất của Galois chính là Galois. Ngay từ những ngày đầu ở 
trường trung học Louis-le-Grand ta đã thấy thái độ tùy tiện của chàng đối với việc 
học. Rồi đến chuyện chàng có biểu hiện kiêu căng trong kỳ thi vấn đáp vào trường 
Bách khoa (người ta thường kể câu chuyện rằng chàng đã bực mình ném cái lau 
bảng xuống sàn nhà trước mặt vị giám khảo, nhưng chuyện này không biết có thực 
hay không). Ở trường Sư phạm, chàng đã chống đối Hiệu trưởng một cách vô lễ 
khiến ông này không có chọn lựa nào khác là đuổi học chàng. Hành động tương 
tự như vậy được lặp lại đối với viên giám đốc nhà tù Sainte Pélagie ngay năm sau. 
Thái độ hung hăng gần như đe dọa nhà vua với lưỡi dao đưa cao lên, trong ngày 
kỷ niệm 14 tháng 7, rồi chàng dẫn đầu đoàn biểu tình quá khích với súng ống “trang 
bị tận răng”. Tất cả đã nói lên thái độ chống đối điên cuồng những người chung 
quanh của chàng. Đối với Viện Hàn Lâm, đáng lý chàng phải có những liên hệ thích 
hợp để nuôi dưỡng sự tin cậy, thay vì nhục mạ một Viện sĩ giữa công chúng khi 
ông này đang giảng bài. Khi bị khiêu khích dẫn tới cuộc tử chiến tay đôi, chàng có 
thể nói một lời xin lỗi để thương lượng với đối thủ, và do đó có thể tìm ra một 
thỏa thuận nhằm tránh được sự đối đầu chết người. 
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Có một sự nhất quán trong toàn thể câu chuyện. Ngay từ đầu, Galois đã tin rằng 
mọi người đều chống lại chàng, cho nên chàng phải tìm cách tự bảo vệ bằng cách 
hành động theo cách riêng của mình. Chàng luôn luôn nhìn thấy chàng là nạn nhân 
của những bộ máy lạnh lùng tàn ác. Bộ máy ấy là những người có quyền trong 
nhà trường, các nhà Toán học trong Viện Hàn Lâm, và chính quyền của nhà vua. 
Chàng chống trả một cách điên cuồng mà chàng coi như là tự vệ, hay là bảo vệ “sự 
thật” theo cách nói của chàng, nhưng đối với những người khác thì như vậy là gây 
hấn một cách điên rồ. Cuối cùng chàng đã làm cho những người bạn và những 
người đã từng ủng hộ chàng xa lánh. Bi thảm hơn, giống như điều mà chàng đã 
từng linh cảm, Galois đã tự mình dồn mình vào góc chết mà mình không thể lùi lại 
được. Laura Toti Rigatelli có thể sai khi bà cho rằng cuộc tử chiến tay đôi là cuộc 
tự sát do Galois sắp xếp. Tôi — người viết bài này - cho rằng đó chỉ là trạm cuối 
cùng tất yếu của con đường liều lĩnh tự hủy hoại mình. 





Evariste Galois yên nghỉ trong một khu mộ chung ở nghĩa trang Bourg-la-Reine, vị trí 
chính xác vẫn không được biết. 
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4. Người chết hồi sinh. 

Evariste Galois đã vĩnh viễn từ giả cõi đời vào ngày 30 tháng 5 năm 1832. Những 
gì còn lại của chàng là tập báo cáo bổ sung lưu tại Viện Hàn Lâm Khoa học, thư gởi 
riêng cho người bạn thân là Auguste Chevalier chàng viết đêm cuối cùng, những 
hồi ký viết trong tù mà Francois-Vincent Raspail còn giữ, và nhiều bút tích, kỷ vật 
riêng tư ở nơi Alfred Galois, người em trai của chàng. Năm 1839, Raspail cho xuất 
bản tác phẩm Cải cách nhà tù: Những bức thư về các nhà tù ở Paris (Réforme 
pénintentiaire: Lettres sur les prisons de Paris), trong đó Raspail công bố những gi 
Galois ghi chép trong tù. Hai năm sau, thi sĩ Gérard de Nerval, cùng ở tù thời gian 
đó với Galois, công bố bài viết “Những nhà tù của tôi”(Mes Prisons) có kể lại 
chuyện phút giây giả từ cảm động với Galois khi Nerval được phóng thích. 


Điều đáng nói ở đây là Alfred Galois và Auguste Chevalier không hề mệt mỏi suốt 
bao năm tháng đi tìm cho ra một nhà Toán học, một định chế Khoa học có thẩm 
quyền để xin đánh giá toàn bộ công trình Toán học mà Evariste Galois để lại. Năm 
1843, tức là 11 năm sau khi Galois qua đời, họ đã thành công. 





Joseph Liouville (1808-1882). 


Năm ấy, Joseph Liouville 34 tuổi, một ngôi sao đang lên của làng Toán học Pháp, 
đang là giáo sư tại Đại học Bách Khoa Paris và đồng thời là Viện sĩ của Hàn Lâm 
Viện Khoa học Pháp quốc!. Ông ta chưa bao giờ gặp Galois, nhưng khi người em 


1 Liouville nghiên cứu nhiều lãnh vực của Toán học, trong đó có Giải tích phức. Về bộ môn này, có một định ly 
mang tên ông: Định lý Liouville. 


20 


trai của Galois tiếp cận và thỉnh cầu ông đánh giá công trình Toán học của Galois, 
ông nhận lời sẽ nghiên cứu và cho ý kiến về tất cả tài liệu đã được công bố cũng 
như chưa được công bố của Galois. Liouville là nhà Toán học đầu tiên thuộc dòng 
chính, đọc một cách cẩn thận và nghiêm túc công trình mà tác giả nó đã trông chờ 
một sự đánh giá chính thức một cách tuyệt vọng. Và Liouville vô cùng ấn tượng. 


Ngay năm đó, năm 1843, ông thông báo cho Viện Hàn Lâm biết rằng những tài liệu 
của Galois chứa nhiều nội dung rất quan trọng; rồi đến năm 1848, sau khi sắp xếp 
lại, ông cho công bố tài liệu này lên tờ tạp chí Toán học mới ra đời, tờ Journal de 
Mathématiques Pures et Appliquées với tiêu đề “Công trình Toán học của Évariste 
Galois” (Oeuvres Mathématiques d’Evariste Galois). Thật là một bất ngờ dành cho 
các người hâm mộ Galois. Tên tuổi và danh tiếng của người chết bắt đầu sống lại. 
Với dấu ấn của Liouville - người đến từ những định chế trung tâm của Khoa học 
nước Pháp - sự nghiệp Toán học của Galois không còn nằm trong quên lãng nữa, 
mà trái lại, Galois bây giờ được thế giới xem như là một nhà cách tân của Toán 
học. 


Những ghi nhận nhe nhàng của Liouville khi viết phần giới thiệu “Công trình Toán 
học của Evariste Galois” phan nào làm khựng lại những tình cảm nôn nóng của 
Chevalier và bạn bè của Galois. Liouville phê bình là Galois trình bày ý của mình 
quá cô đọng, thiếu triển khai cần thiết, cách diễn đạt không khúc chiết, làm các 
đồng Viện của ông không nắm được ý chính của những khám phá mới của tác giả. 
Liouville cũng gợi ý là các nhà Toán học khả kính của Viện Hàn Lâm, những người 
đã từng gặp trở ngại khi đọc báo cáo của Galois, “hãy cố gắng, bằng sự sáng suốt 
nhất của mình, đưa ý tưởng của một thiên tài thiếu kinh nghiệm vào đúng con 
đường của nó.” 


Lời lẽ Liouville gởi tới các Viện sĩ, các nhà Toán học, xem ra rất lịch sự, mang tính 
hòa giải; đích nhắm của Liouville trong việc biện minh cho Galois là Augustin 
Cauchy, vẫn là nhà Toán học và là Viện sĩ đáng kính nhất của giới Toán học và Viện 
Hàn Lâm. Liouville cũng không ngần ngại đề cao Galois bằng những lời tốt đẹp 
nhất. Ông viết: “Nổ lực của tôi đã được đến bù xứng đáng. Sau khi lấp đầy một 
số khe nứt trong trong lý giải của Galois, tôi nhận ra được một nội dung và một 
phương pháp vô cùng độc đáo khiến cho người đồng hương của chúng ta có thé 
được xếp vào trong số rất ít những nhà phát minh xứng dáng nhát." (Joseph 
Liouville. Oeuvres mathématiques d’Evariste Galois). 


Sự hổ trợ sûa Liouville là bước ngoặc của sự nổi tiếng của Galois sau khi Galois qua 
đời. Qua vài thập niên sau, công trình của Galois từ từ thấm vào dòng chính của 
Toán học thế kỷ 19, đỉnh điểm là Camille Jordan với tác phẩm Traité des 
substitutions xuất bản năm 1870 (René Taton. Dictionary oƒ Scientific Biography, 
vol.5). Nhưng điều có ý nghĩa là câu chuyện của Galois đã di chuyển từ những 
chuyện bên lề lịch sử nói về những nhóm người quá khích trong Cách mạng Pháp, 
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chuyển sang câu chuyện khám phá Toán học đang được các định chế Khoa học 
đánh giá cao. Năm 1848, hai năm sau khi Liouville đã công bố báo cáo về Galois, 
vẫn còn một vài bài báo nói về những chuyện bên lề của các nhóm quá khích, trong 
đó có vai trò của Evariste Galois, thí dụ như bài báo trong tạp chí Magasin 
Pittoresque (n.16, 1848). Tuy nhiên, những bài báo loại này dần dần nhường chỗ 
cho những bài nhận định đứng đắn về nội dung Toán học do của các nhà Toán học 
uy tín thời ấy viết. Có một chút mỉa mai là người ta thấy huyền thoại về Galois 
được đề cao ngay ở những nơi trước đây đã từng lạnh nhạt với chàng (Viện Hàn 
Lâm), hoặc đã loại chàng ra khỏi định chế ấy (trường Sư Phạm đã đuổi học Galois 
ngay năm thứ nhất của chàng ở trường này). 


Lr, 
d 
v 





Mót góc cüa École Normale Supérieure de Paris (ENS). 


Năm 1895 trường Cao Đẳng Sư Pham (École Normale Supérieure, ENS) - tên mới 
của trường Sư Phạm kể từ 1845 - làm lễ kỷ niệm 100 năm ngày thành lập trường. 
Nhân dịp ấy trường có ra một tập kỷ yếu mang tên Le centenaire de I’ École 
Normale (Trường Sư Phạm trăm tuổi), trong đó có phần ghi lại tên tuổi và ảnh 
hưởng việc làm của các cựu hoc sinh nổi tiếng của trường?. Chủ nhiệm tập kỷ yếu 
có nhờ một nhà Toán học ngoại quốc (Na-Uy) tên là Sophus Lie (1842-1899) viết 
về Évariste Galois. Lý do là vì Lie là người ngoại quốc hiếm hoi thời ấy đã có những 
công trình nghiên cứu về Galois, và cũng chính Lie là người đã dùng câu chữ 
Théorie de Galois (Lý thuyết Galois) đầu tiên. Trong bai dài 9 trang của Sophus Lie 
đăng trong tờ kỷ yếu, mang tiêu đề /nfluence de Galois sur le développement des 
Mathématiques (Ảnh hưởng của Galois trên sự phát triển Toán hoc), Lie nhấn 
mạnh đến những ảnh hưởng sâu sắc của những gì Galois đã tìm ra trên sự phát 


? Chú thích của người viết: Thời ấy và cả sau này, những người đang học ở các Trường Lớn hoặc đã tốt nghiệp như 
trường Bách Khoa, trường Sư Phạm,...đều tự gọi mình là hoc sinh hoặc cựu học sinh. 
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triển của Toán học sau hơn 60 năm ngày mất của Galois. Tòa soạn kỷ yếu cũng 
nhờ nhà Sử học Paul Dupuy (1856-1948) viết tiểu sử của Galois để ghi lại những gì 
xảy ra và những gì Galois đã làm được trong cuộc đời ngắn ngủi của chàng. Bài 
viết này đi kèm với bài viết của Sophus Lie tạo thành một tập tài liệu đáng tin cậy 
cho các thế hệ sau khi muốn tìm hiểu về Galois. 


Tưởng cũng cần nói thêm một chỉ tiết thú vị là nhà sử học Paul Dupuy ngày ấy là 
Tổng giám thị của trường ENS, người có vai vế thứ nhì trong việc gìn giữ kỷ luật 
của trường (sau Hiệu trưởng), nay được phân công viết tiểu sử cho một học sinh 
của trường bị đuổi học vì lý do kỷ luật 65 năm trước! 





Sophus Lie (1842-1899) va Paul Dupuy (1856-1848). 


Dupuy làm công việc được giao một cách nghiêm chỉnh. Ông tập hợp tất cả những 
bài được công bố, chưa được công bố của Galois, ông lùng sục các kho tài liệu lưu 
trữ ở trường Cao Đẳng Sư Phạm, ở Viện Hàn Lâm, ở Bộ Giáo Dục, và cả những 
bệnh án, báo cáo tử của bệnh viện nơi Galois chết. Ngoài ra ông còn vào tìm 
những hồ sơ tù nhân lưu trữ ở nhà tù Sainte Pélagie nữa. Rồi ông tiếp xúc những 
người còn sống bà con với Galois để nghe kể về những chuyện bên lề cuộc sống 
của Galois. Lúc đầu Paul Dupuy chỉ dự trù viết một bài báo về tiểu sử của Galois 
đáp ứng yêu cầu của tòa soạn tập kỷ yếu của trường ENS, nhưng sau này nó trở 
thành một cuốn sách tiểu sử đầy đủ của Évariste Galois, xuất bản năm 1848 mang 
tựa đề La Vie d’ Evariste Galois (Đời sống của Évariste Galois). Cuốn sách này được 
coi như một số đặc biệt của tờ Annales scientifiques de l’École Normale Supérieure. 
Vì Dupuy là một nhà sử học, không phải là một nhà Toán học, lại là một người phụ 
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trách về kỷ luật của một Trường Lớn, cho nên trong cuốn tiểu sử của Galois không 
có chỗ cho tình cảm và cũng không có chỗ cho những ý kiến thiên lệch chủ quan. 


Khi được hỏi về nguyên do cuộc sống quá nhiều sóng gió của Galois, Dupuy có 
cùng ý nghĩ với những người “Cộng hòa” khi cho rằng Galois đã sống như một 
người xa lạ bên cạnh những người khác mà chàng gọi là “chiến hữu”. Dupuy nói 
thêm: “Xứ sở của chàng, xứ sở tuyệt vời của chang phdi là xứ thật rộng, thật đẹp, 
ở đó mọi người thật thông minh đắm chìm trong chân lý chính xác của Toán học.” 
(Dupuy. La Vie d’ Evariste Galois, p.252). Nói cách khác, thế giới của Galois phải 
rất trong sáng, rất hữu lý và là một thế giới lý tưởng thuần khiết. Bị đày xuống 
sống chung với chúng ta trong một thế giới nhiều thay đổi và đầy biến động, hoặc 
Galois phải cam chịu, hoặc Galois nổi loạn. Nếu Galois thi đậu vào trường Bách 
Khoa thì chàng đã gục ngã trước hàng rào ngăn chặn trong cuộc biểu tình bạo loạn 
tháng 7 năm 1830. Nếu Galois tránh được trận tử chiến tay đôi trong buổi bình 
minh hôm ấy thì sao? Thì chàng cũng sẽ chết dưới họng súng của lực lượng đàn 
áp bạo loạn của triều đình trong ngày biến động tháng 6 năm 1832. Cũng theo 
Dupuy thì khi lạc vào thế giới đầy bất trắc của chúng ta, con người xa lạ ấy đã bị 
thần chết chọn lựa chỉ cho sống một thời gian ngắn thôi. 


Trong khoảng thời gian trường Cao Đẳng Sư Phạm đang ôm ấp đứa học trò “lạc 
loài” của mình thì một định chế khác cũng ca tụng vinh danh một người mà đã 
một lần bị từ chối. Năm 1897, một năm sau khi cuốn tiểu sử của Paul Dupuy viết 
về Galois ra đời, Hội Toán học Pháp quốc (La Société Mathématique de France) 
cho tái bản tác phẩm Oeuvres Mathématiques d’Evariste Galois do Liouville xuất 
bản lần đầu cách đây 50 năm. Lần tái bản này có kèm theo lời giới thiệu tác phẩm 
của Galois do Émile Picard, Viện sĩ Viện Hàn Lâm, đại diện cho hội Toán học Pháp 
quốc, viết. Trong lời giới thiệu ấy có đoạn viết: 


Tuy đời sống của thiên tài quá ngắn và có quá nhiều đau khổ nhưng Galois 
đã để lại cho Khoa học một dấu ấn thật sâu đậm. Những bộ óc thông minh 
sắc bén không phải là hiếm có trong số cdc nhà Toán hoc của chúng ta, 
nhưng Gdlois là một trong những bộ óc nổi trội nhất. Than ôi, hình như 
chàng tuổi trẻ của chúng ta phdi trả món nợ đáng buồn cho cdi thiên tài của 
mình! 


Auguste Chevalier, người bạn thân của Galois, trong bài điếu văn cũng có nói: 
“Galois đã chết sớm vì cái thiên tài của mình.” 


Jules Tannery (1848-1910), nhà Sử học và cũng là giáo sư Toán tại trường Cao Đẳng 
Sư Phạm, 10 năm sau ngày tác phẩm trên được tái bản, đã cho tái bản lần thứ ba 
tác phẩm ấy. Trong lần tái bản mới này, Tannery có bổ sung những tài liệu của 
Galois chưa hề được công bố. Rồi năm 1909 một tấm bảng lưu niệm được cho 
gắn tại nơi sinh của Galois ở Bourg-la-Reine, trong buổi lễ ấy Tannery là diễn giả. 
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Ông nói rằng Galois đã đem tài năng của mình để khám phá một lãnh vực trừu 
tượng của một bộ môn trừu tượng nhất của Khoa học: Toán học. 





| 5 
| ŒUVRES 
 D'ÉVARISTE GALOIS, 


SOUS LES AUSPICES DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE, 


AVEC UNE INTRODUCTION 
} FAR 


M. Énire PICARD, 


ees aa tì 


/ Z m 


T PARIS, 
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Quai des Grande-Angastins, 55. 
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Tác phẩm Oeuvres Mathématiques d’ Evariste Galois với lời giới thiệu của Emile Picard. 
Ấn bản đầu tiên 1897. 


ICI S'ÉLEVAIT 
LA MAISON NATALF 
D'EVARISTE GALOIS 
MATHÉMATICIEN DE GÉNIE 
(1811 -1832) 


——————— 


Bản tưởng niệm Evariste Galois gắn tai nhà của Galois 
54, Avenue du Général-Leclerc, Bourg-la-Reine, France. 


(Ở đây là nhà của E.Galois, nhà Toán học thiên tài). 
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Cho tới thời gian này, câu chuyện về nhà Toán học thiên tài vắn số vẫn tiếp tục 
được lan rộng. Nó đã thấm vào những sinh hoạt khoa học và chính trị của các định 
chế ở Paris rồi tạo thành huyền thoại cho thế giới Toán học. Trong giai đoạn đầu 
thì huyền thoại này chỉ có ở nước Pháp, từ ngày có những bản dịch sang tiếng Anh, 
huyền thoại này truyền ra khắp thế giới. Hai người đóng vai chính của sự biến đổi 
Galois từ một anh hùng của nước Pháp thành biểu tượng Toán học của cả thế giới 
là George Sarton (1884-1956) và Eric Temple Bell (1883-1960). 





George Sarton (1884-1956). 


Sarton sinh đẻ ở Bỉ năm 1884, di cư sang Mỹ từ năm 1915 khi quê hương ông bị 
Đức xâm chiếm. Mặc dù được đào tạo để trở thành một giáo sư Toán, nhưng 
Sarton lại ưa thích môn Lịch sử Khoa học, và sau đó được mọi người biết tới như 
là một trong những nhà viết sử Khoa học chuyên nghiệp. Sarton rất quen biết câu 
chuyện về Galois từ ngày ông còn là sinh viên Toán ở Ghent. Rồi sau này ông có ý 
định đem câu chuyện bi thảm này trình bày trước công chúng Mỹ. Năm 1921 ông 
công bố một tiểu sử ngắn của Galois trên tạp chí Scientific Monthly, sau đó bổ sung 
và cho in lại nhiều lần trong những năm kế tiếp, cuối cùng năm 1937 một bản tiểu 
sử đầy đủ của Galois được xuất hiện trong tạp chí riêng của ông, tờ Osiris. 


Cuốn tiểu sử Galois của Sarton dựa trên cuốn nghiên cứu của Dupuy. Nếu Dupuy 
quan tâm đến con người Galois, tìm cách tái tạo con người Galois và mang Galois 
về với nền Khoa học Pháp, thì Sarton đưa Galois lên thành mô hình một thiên tài 
Toán học trẻ tầm vóc thế giới. Theo Sarton, Galois là một ông Thánh, không phải 
tử vì đạo mà tử vì Khoa học. Sarton viết: “Ngọn lửa trí óc của Galois sẽ còn cháy 
qua nhiều thế hệ, đó là nguồn sáng tạo vĩnh viễn.” Sarton phân biệt tài năng và 
thiên tai thật sự. Rõ ràng là thành qua to lớn của một con người trẻ trong một 
khoảng thời gian rất ngắn không thể là kết quả của một tài năng thông thường, 
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mà đó là ánh chớp sáng rực của một thiên tài thực sự. Sarton viết: “Nếu thành 
quả to lớn diễn ra từ từ,chầm chậm, thì không thể phân biệt được tai năng và thiên 
tài, nhưng nếu nó nổ bùng sáng lée lên thì rõ ràng là có sự hiện diện của một cdi 
gi đó thiêng liêng trên hỗn tài năng thông thường.” (Sarton. Évariste Galois, 
p.256). Nhưng bất hạnh thay, vẫn theo Sarton, sự bùng sáng của thiên tài ấy phải 
trả bằng một giá quá nặng. Chúng ta đã có một bài học quá đen tối từ cuộc sống 
ngắn ngủi của Galois. Sarton viết: “Nếu Galois đơn giản chỉ là một nhà Toán học 
có tài, có thể đời sống của Galois ít bi thám hơn, ông có thể dùng tài năng Toán 
học của mình để thăng tiến, và có một cuộc sống hạnh phúc. Đằng này không phải 
vậy, sự điên cuồng Toán học đã ám ông và ông không có chọn lựa nào khác là đầu 
hàng số mệnh.” (Sarton. Evariste Galois, p.256). 


MEN OF 
MATHE 
MATICS 


The Lives and Achievements 
of the Great Mathematicians 


from Zeno to &.. Poincaré 





Eric Temple Bell (1883-1960) và cuốn sử Toán để đời của ông. 


Sự việc Evariste Galois trở thành biểu tượng cho Toán học trên toàn thế giới được 
hoàn tất bởi Eric Temple Bell. Chương tiểu sử của Galois trong tác phẩm Men oƒ 
Mathematics do Bell viết, xuất bản năm 1937, nổi tiếng đến nổi tác phẩm của Bell 
trở thành sách bán chạy nhất (The best seller). Eric Temple Bell là một nhà Toán 
học giảng dạy tại California Institut of Technology (C.I.T), đồng thời cũng là văn sĩ 
viết truyện Khoa học giả tưởng dưới tên là John Taine. Ước vọng của Bell là được 
biết dưới danh hiệu là văn sĩ. Tác phẩm về tiểu sử nổi tiếng đã trở thành cổ điển, 
cuốn Men of Mathematics, cho thấy ông vừa có kiến thức Toán học rộng và vững 
chắc, lại vừa có căn bản và tham vọng văn chương. Trong lời giới thiệu cuốn sách 
ấy, nhà Sử học Davis Eugene Smith có viết: “Tác già cuốn sách này là một văn sĩ 
nhưng được mọi người biết tới như là một nhà Khoa học, và ông cũng là một nhà 
Khoa học viết sách như một văn sĩ.” 
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“Thiên tài và sự ngu dốt” (Genius and Stupidity) là tựa đề Bell dành cho phần viết 
về Galois. Ngay ở phần mở đầu, tác giả nói ngay luận điểm của mình: “Trong lịch 
sử của Khoa học, không có thí dụ nào đầy đủ nói lên chiến thắng của sự ngu dốt 
đối với thiên tài, hơn là những gì được thấy qua cuộc đời quá ngắn ngủi của 
Evariste Galois.” (Bell. Men of Mathematics, p.362). Trong phần còn lại của bài 
viết, Bell kể lại câu chuyện đời đầy buồn đau của Galois và những người “điên” đi 
qua cuộc đời chàng. Đầu tiên là những thầy giáo của trường Louis-le-Grand. Theo 
Bell, “đó là những người tốt, kiên nhẫn, nhưng họ là những người ngu dốt.” (Bell. 
Men of Mathematics, p.365). Những người kế tiếp trong danh sách những người 
“điên” là những giám khảo của trường Bách Khoa, ông Hiệu trưởng Guigniault, 
cảnh sát “chìm” ở Paris, và giới chức ở nhà tù Sainte-Pélagie. Bell không xếp những 
ông Viện sĩ Cauchy và Poisson vào chung vào danh sách nói trên, nhưng thực ra là 
ông rất muốn. Bell nói: “Sức mạnh của Galois bị tan vỡ trước một dam “điên”, 
chung liên tục chống lại chang khiến cho, trong suốt cuộc sống, chàng phdi đánh 
trả hết thằng này tới thằng khác.” (Bell. Men of Mathematics, p.362). 


Ấn tượng sâu đậm lưu lại trong trí óc sau khi đọc tiểu sử của Galois do Bell viết, là 
nguồn cảm hứng của một số nhà Toán học và Vật lý học nổi tiếng của các bộ môn 
ấy, chẳng hạn như Leopold Feld (1898-1968), James Newman (1907-1966), Fred 
Hoyle (1915-2001), John Nash (1928-2015), Freeman Dyson (1923-). Tất cả những 
người này đều nói rằng tiểu sử của Galois do Bell viết có ảnh hưởng rất lớn trong 
cuộc sống và sự chọn lựa nghề nghiệp của họ. Câu chuyện về Galois của Bell được 
lặp đi lặp lại trong các lớp Toán bởi các giáo sư, được trích dẫn trong sách Toán ở 
nước này nước khác, Galois trở thành biểu tượng của một thiên tài Toán học hiếm 
có trong lịch sử Khoa học trên toàn thế giới. 
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Phụ chú: Lý thuyết Galois nói về cái gi vậy? 
(Chúng tôi viết phụ chú này cho các bạn đọc “ngoại đạo”— tức là không phải dân Đại-số trừu tượng.) 
Đầu tiên có thể nói ngắn gọn thế này: 


Lý thuyết Galois nói về mối liên quan giữa cấu trúc nhóm (structure of 
groups) và cấu trúc trường (structure of fields). Nhờ mối liên quan này ta 
biết được giữa các nghiệm của một đa thức cái này liên hệ với cái kia như 
thế nào. 





FIELD Te GROUP 
the roots of Rd Fundameuta | de Rooks of A) 
New Theorem of Galois are pevmuled 
heve 
^ b: 


Gwups are Le vevbs ! 
They encode, aX. action . 
V^, paficulov, pevmutation 
quus ` shuffle” objek, 
(like wok!) around. 


ex: He tpMlwOMia\ X1 
Vos à a6 a veot + à lives 
whe Field of complex 

numbers, €. 


Ta bắt đầu từ đa thức f(x). Nghiệm của đa thức này sống trong một trường (field) 
gọi là trường phân rã của f(x). Những nghiệm nay thể hiện một sự đối xứng nào 
đó do sự tác động của một nhóm, gọi là nhóm Galois của ƒ(x). Chúng ta có thể thu 
thập những thông tin của cấu trúc nhóm từ thông tin của cấu trúc trường và ngược 
lại thông qua một định lý quan trọng: Định lý cơ bản Galois. 


Tại sao ta lại quan tâm đến các hoán vị của các nghiệm của đa thức? Công thức 
tính nghiệm của phương trình bậc hai đã được biết từ lâu (thời Babylon, trước 
Galois vài ngàn năm). Các nhà Toán học tự hỏi rằng liệu có những công thức tương 
tự như vậy cho những phương trình đa thức bậc cao hơn không? Nói một cách cụ 
thể là liệu có công thức cho các nghiệm của phương trình đa thức bậc cao mà chỉ 
dùng các phép toán: 


+, —,X, +V , yV 


trên các hê số của đa thức hay không? Câu hỏi này đã được nhiều nhà Toán học 
tìm cách trả lời suốt hơn 300 năm trước Galois. Nay nhờ nghiên cứu nhóm các 
hoán vị trên các nghiệm của đa thức mà Galois đã có câu trả lời: 


e Có, cho trường hop n <4 


e Không, cho trường hợp n 2 5. 
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Chuyện về một thiên tài đoản mệnh khác: 


Niels Henrik Abel 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 





Niels Henrik Abel (1802 — 1829). 


Đây là bức hình duy nhất của Abel mà lịch sử Toán hoc có được, do hoa sĩ nổi tiếng cũng là 
người Na-Uy vẽ, họa sĩ Johan Gørbitz (1782 — 1855), vẽ năm 1826 khi Abel qua Paris. 








Vào năm 1826, khi Galois bắt đầu được biết tới như là một học sinh cá biệt tại 
trường Trung học Louis-le-Grand, Paris, thì cũng tại Paris có một ngôi sao Toán học 
đang lên, người ngoại quốc, đang chờ đợi tìm gặp những nhà Toán học hàng đầu 
của nước Pháp để trình bày những khám phá mới nhất của mình. Tại đây chàng 
thanh niên bị bỏ quên, không ai hỏi tới, đành phải rời trung tâm Toán học Châu 
Âu, quay sang Berlin trên con đường về quê hương Na-Uy của mình. Tên của 
chàng thanh niên ấy là Niels Henrik Abel. 


Khác với Galois, khi còn trên cõi đời, công trình của chàng được mọi nơi đánh giá 
cao, và cũng khác với Galois, tính tình và tư cách của chàng làm đẹp lòng hầu hết 
mọi người. Nhưng trong khoảng đời ngắn ngủi của đời chàng, chàng phải sống 
trong lo âu túng quẩn, để rồi gục ngã dưới cơn bệnh hiểm nghèo. Tại sao? Phải 
chăng ông Trời lúc nào cũng nghiệt ngã với thiên tai? 


1. Bối cảnh lịch sử 





Để hiểu cuộc đời của Abel rõ hơn, ta hãy nhìn qua bối cảnh lịch sử của các nước 
Bắc Âu thời gian cuối thế kỷ 18 đến khoảng đầu thế kỷ 19, thời gian Abel sinh ra 
và lớn lên. 


Cuối thế kỷ 18, Na-Uy (Norway) là một phần lãnh thổ của Dan-Mach (Denmark). 
Thời gian nay, Dan-Mach cố đứng trung lập giữa hai thế lực hùng mạnh đang kình 
chống nhau: nước Anh và nước Pháp (của Napoléon). Hiệp ước trung lập Dan- 
Mạch ký với Pháp năm 1794 được Anh xem là Dan-Mach gây hấn với Anh. Năm 
1801 và rồi năm 1807, hải quân Anh hai lần đánh tan tác hải quân Dan-Mach ngay 
tại hải cảng Copenhagen. Dan-Mach không thể giữ thế trung lập nữa, phải liên 
minh với các nước trong lục địa Châu Âu, chủ yếu là Pháp, chống lại Anh. Lực 
lượng hải quân Pháp-Dan-Mach phong tỏa Anh, Anh trả đũa bằng cách phong tỏa 
Na-Uy (một phần lãnh thổ của Đan-Mạch). Điều này làm cho kinh tế Na-Uy kiệt 


qué vì gỗ - nguồn lợi chính của Na-Uy — không thể xuất khẩu qua Anh và thực 
phẩm, chủ yếu là ngũ cốc, không thể nhập khẩu từ Dan-Mach về được. Dân chúng 
Na-Uy sống trong thiếu thốn và nghèo đói. Thừa cơ hội này, năm 1813, Thụy-Điển 
tấn công Dan-Mach từ phía Nam. Dan-Mach buộc phải ký hòa ước Kiel vào tháng 
1 năm 1814 nhường lãnh thổ Na-Uy cho Thụy-Điển. Thụy-Điển cho thành lập 
chính quyền thân Thụy-Điển trên phần đất Na-Uy chiếm được, thủ đô đặt tại 
Christiania tức là Oslo ngày nay. 


2. Thiên tài Toán học Abel 


Niels Henrik Abel sinh năm 1802 (lớn hơn Galois 9 tuổi) tại hòn đảo Finöy thuộc 
Na-Uy và lớn lên tại thị trấn Gjerstad ở miền Đông-Nam Na-Uy. Cha của Niels Abel 
là ông Sören Georg Abel, một mục sư Lutheran!. Năm 1815, khi được 13 tuổi, cậu 
Niels Abel rời quê nhà lên học tại trường Cathedral School (trường Nhà thờ) ở thủ 
đô Christiania. Đây là một trường nổi tiếng lâu đời, nhưng vài năm trở lại đây 
trường bắt đầu đi xuống vì những thầy giáo tốt nhất đã bỏ đi qua trường Đại học 
Christiania mới được thành lập hai năm nay. 

Hai năm đầu tại trường mới, Abel học hành không có gì đáng nói. Vào năm 1817, 
thầy giáo Toán của trường bị đổi đi nơi khác vì đã phạt quá đáng một học sinh của 
mình. Thầy giáo mới đổi về thay thế mới 22 tuổi tên là Brent Michael Holmboe, 
sinh viên mới tốt nghiệp và cũng là một phụ tá cho giáo sư Thiên văn học có tiếng 
Christoffer Hansteen. Cuộc đời của Abel thay đổi từ đây. 





Bernt Michael Holmboe (1795 — 1850), nhà Toán học Na-Uy. 


Holmboe không những là một thầy giáo giỏi mà còn là một nhà Toán học có tài. 
Rất nhanh ông nhận ra được tài năng Toán học đặc biệt của đứa học trò của mình. 


1 Lutheranism là một nhánh của đạo Tin lành do Martin Luther (1483—1546) sáng lập. 


Dưới sự hướng dẫn của Holmboe, chẳng bao lâu Abel có thể đọc được các công 
trình của các nhà Toán học lớn của thế kỷ trước, như Newton, Euler, Laplace, 
Gauss, Lagrange,...Rồi thì cũng không lâu sau đó, cậu học trò lên cao ngang bằng 
và vượt qua thầy. Abel bắt đầu đi rón rén vào lãnh vực nghiên cứu Toán học theo 
cách riêng của mình. Holmboe thích thú vì đã khám phá ra một tài năng thực sự, 
giới thiệu Abel với giáo sư Christoffer Hansteen và giáo sư Sören Rasmussen giáo 
sư Toán và Thiên văn của trường Đại học Christiania. Như vậy là tuy chưa bước 
chân vào Đại học mà Abel coi như đã thuộc về giới Khoa học ưu tú của Na-Uy rồi. 


Abel còn đi xa hơn thế nữa. Trong khi vẫn còn là một cậu học sinh trường Trung 
học (trường Nhà thờ), Abel đã “nhảy vào” bài toán làm đau đầu các nhà Toán học 
từ thời kỳ Phục Hưng cho đến nay: Tìm công thức cho nghiệm số của phương trình 
bậc năm: 

ax? + bx4 + o3 + dx? + ex + d - 0. 


Abel tin rằng chàng đã tìm ra được công thức ấy?. Hansteen chuyển ngay bài giải 
của Abel tới cho Ferdinand Degen (1766 — 1825), một nhà Toán hoc nổi tiếng của 
Đan-Mạch. Thay vì — qua Degen - Hàn Lâm viện Dan-Mach cho công bố bài giải 
như Hansteen và Abel dự tính, thì Degen viết thư cho Abel đòi hỏi thêm một số 
chỉ tiết cho bài giải. Chàng tính toán lại để trả lời cho Degen thì phát hiện một sai 
lầm trong lời giải của mình. Nhưng chỉ chừng đó thôi, Degen cũng đã nhận ra ngay 
một thần đồng Toán học vừa xuất hiện. Ông khuyến khích và khuyên Abel nên tập 
trung vào các vấn đề mà các nhà Toán học đương thời đang nghiên cứu. 


Trong thời gian ấy Abel và gia đình đang hứng chịu một thảm kịch làm đảo lộn 
cuộc sống của chàng và gia đình. Cha của Abel, ông Sören Abel, là một nhà chính 
trị, làm việc trong Ủy ban Storting (tương tự như Quốc hội) viết hiến pháp cho một 
nước Na-Uy độc lập (khỏi Thụy-Điển). Năm 1818, ông Sören Abel tái đắc cử vào 
Ủy ban Sorting. Một năm sau đó, ông bị loại khỏi tổ chức chính trị này vì đã vu 
khống một số đồng viện tham những. Ông trở nên say sưa, nghiện ngập, và một 
thời gian ngắn sau qua đời, không có gì nhiều để lại cho gia đình một vợ bảy con. 
Lại thêm hoàn cảnh đất nước Na-Uy gặp khó khăn dưới sự thống trị của Thụy- 
Điển, gia đình Abel thật sự đang ở trong hoàn cảnh vô cùng thiếu thốn. Abel là 
người con thứ hai trong bảy anh em, nay phải gánh vác phần lớn trách nhiệm đưa 
cuộc sống gia đình qua khỏi hoàn cảnh khó khăn này. 


? Sau này chính Abel chứng minh được phuong trình bậc năm không thể giải được (bằng Đại số sơ cấp), trong khi 
đó hơn 10 năm sau, Galois chứng minh được mọi phương trình từ bậc năm trở lên đều không thể giải được (tức là 
tổng quát hơn). 


Niels Abel vào Đại học Christiania năm 1821, với sự giúp đỡ tài chánh của hai người 
thầy là Christoffer Hansteen và Sören Rasmussen cùng với sự quyên góp từ các 
đồng nghiệp của người thầy cũ và cũng là người bạn Micheal Holmboe. Số tiền 
này chỉ đủ chàng trang trải cuộc sống ở Đại học xa nhà và một phần gởi giúp gia 
đình đang sống quá chật vật. Hơn một năm sau, năm 1822, Abel tốt nghiệp Đại 
học với điểm toán đặc biệt xuất sắc, tất cả các môn khác có số điểm trên trung 
bình. 

Năm 1823, Abel cho công bố đợt đầu tiên của một loạt các bài báo liên quan đến 
các khám phá mới về phương trình hàm và phương trình tích phân trên tờ báo 
mới ra của Hansteen, tờ Magazin for Naturvidenskaberne (Tạp chí Khoa học tự 
nhiên). Được sự trợ giúp cua Rasmussen, Abel qua Dan-Mach tìm gặp nhà Toán 
học Degen. Ở Copenhagen, Abel ở nhà người chú, thời gian này Abel gặp cô 
Christine Kemp, người sẽ trở thành hôn thê (fiancée) của chàng sau này. Cũng 
trong năm 1823, Abel quay lại với bài toán phương trình bậc năm mà chàng tưởng 
đã giải được thời gian còn là học sinh Trung học (trường Nhà thờ). Và Abel đã 
chứng minh được rằng không thể giải được phương trình bậc năm bằng các phép 
tính đại số sơ cấp +, —, x, +,V . Chàng rất vui vì đã giải được bài toán mà 
300 năm trước chàng các nhà Toán học đã không làm được. Abel gởi lời chứng 
minh của mình đến một số nhà Toán học có tiếng ở Châu Âu thời ấy và chờ đợi, 
nhưng không có một phản hồi nào. 

Trở về lại Na-Uy, Abel tự nghiên cứu các tác phẩm của Legendre, đó là ba cuốn 
Exercices du calcul intégral in trong khoảng các năm 1811 — 1819 và tác phẩm nổi 
tiếng của Gauss, cuốn Disquisitiones arithmeticae, những tác phẩm thật sâu, thật 
kinh điển để chàng bổ sung kiến thức làm hành trang đi vào nghiên cứu. 


Năm 1825, chính quyền Na-Uy tài trợ cho Abel và bốn nhà Khoa học trẻ khác? một 
chuyến thăm viếng và học hỏi tại các nước tiến bộ ở Châu Âu (Pháp, Đức, Ý). Thời 
gian dự trù là hai năm. Ý định của Abel là ghé Paris trước, vì Paris thời ấy là trung 
tâm của Toán học thế giới, nhưng chiều theo ý các bạn trong đoàn, họ sẽ đến Đức 
trước, rồi đến Ý, cuối cùng mới dừng lại tại Paris. Mùa Thu năm 1825, Abel đến 
Berlin. May mắn cho Abel, ở Berlin, chàng gặp được August Leopold Crelle, một 
người sẽ đưa tên tuổi Abel ra khắp Châu Âu. 


3 Đó là Christian P.B Boeck, Balthazar M. Keilhau, Nicolay B. Mgller và Otto Tank thuộc các ngành học khác nhau. 
Tất cả đều lớn tuổi hơn Abel. 





August Leopold Crelle (1780 — 1855), người sáng lập tờ báo Toán học Đức 
Journal für die reine und angewandte Mathematik. 





Số báo Crelle đầu tiên xuất bản năm 1826 tai Berlin. 


Crelle được đào tạo thành một kỹ sư nhưng lại ham mê nghiên cứu Toán học. Ông 
quen biết rộng rãi giới Toán học Đức và đang có ý định xuất bản một tờ báo chuyên 
về Toán. Gặp Abel, hai người trao đổi với nhau rất ăn ý, và sau đó ông quyết định 
lập tờ báo Journal für die reine und angewandte Mathematik (tên tiếng Anh là 
Journal for Pure and Applied Mathematics) mà người thời ấy gọi tắt là tờ Crelle’s 
Journdl (tờ báo Crelle). Tờ báo này trở thành một trong số ít tờ báo Toán uy tín 


nhất nước Đức suốt thế kỷ 19. Ngay số báo đầu tiên có 7 bài báo của Abel được 
đăng. Ở những số sau, nhiều ít bao giờ cũng có bài của Abel. 

Trong các số báo đầu tiên của tờ Crelle có bài Recherches sur lq séries du binôme 
(Nghiên cứu về chuổi nhị thức). Qua đó Abel đã thiết lập một cách chặt chẽ lý 
thuyết về chuỗi nguyên (Séries entières) và đã gắn tên mình vào Bổ đề Abel, phép 
biến đổi Abel và định lý Abel (Théorème de la limite radiale). 


Đầu mùa Xuân năm 1826, Abel và các bạn rời Berlin để qua Ý. Đến ngày 10 tháng 
7 năm ấy, Abel đến Paris. Thời gian này là mùa Hè, các trường Đại học ở Paris gần 
như bỏ trống, giáo sư và sinh viên đều đi nghỉ hè hoặc về nhà. Trầm tính như Abel 
mà cũng phải sốt ruột chờ đợi để mong được gặp và học hỏi nơi các nhà Toán học 
nổi tiếng ở kinh đô tri thức này. 


Abel kiên nhẫn chờ, dùng thời gian này để viết hoàn chỉnh bài Mémoire sur une 
propriété générale d'une classe trés étendue de fonctions transcendantes (Nghiên 
cứu về một tính chất tổng quát của một lớp rất rộng các hàm siêu việt). Để đánh 
dấu sự có mặt của mình tại Paris, vào tháng 10 năm ấy - năm 1826 - Abel trình 
công trình nghiên cứu này cho Hàn Lâm Viện Paris, mong được hai nhà Toán học 
hàng đầu của Pháp là Cauchy và Legendre° trong Hàn Lâm Viện đem ra đánh giá 
công khai. Nhưng chuyện này không hề xảy ra. Mùa Thu năm đó, quá thất vọng 
vì cho rằng tác phẩm của mình đã bị thất lạc (bỏ ngăn kéo?) chàng ngã bệnh. Bác 
sĩ cho chàng biết rằng chàng đã nhuốm bệnh lao phổi. 


Mặc dù là rất thất vọng vì không được gặp và làm việc với các nhà Toán học có 
tiếng, nhưng Abel vẫn có vài niềm vui an ủi trong những ngày lưu lại Paris. Abel 
gặp và làm quen với một nhà Toán học trẻ (trẻ hơn chàng 3 tuổi) rất xuất sắc người 
Đức tên là Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet®. Chàng trẻ tuổi này đến Paris 
với mục đích tương tự như Abel. Abel cũng gặp và làm quen với Fréderic Saigey 
chủ bút tờ báo Toán học nổi tiếng, tờ Bulletin des Sciences Mathématiques’. Theo 
yêu cầu của Saigey, Abel gởi đăng một vài bài báo mới và giới thiệu những gì mình 
đã đăng trên tờ Crelle. Tháng 1 năm 1827, quỹ tài trợ của chính phủ Na-uy cho 
chuyến đi đã hết, Abel rời Paris qua Berlin, ở đó đã có Crelle nồng nhiệt đón chờ. 


^ Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857), nhà Toán hoc nổi tiếng của Pháp. Tim đọc Cuộc đời và sự nghiệp cua nhà 
Toán học Cauchy của cùng người viết. 

5 Andrien-Marie Legendre (1752 — 1833), nhà Toán học Pháp. Ông có rất nhiều đóng góp cho Toán học. Tên ông 
gắn liền với Pa thức Legendre, Phép biến đổi Legendre,...Ngoài ra ông còn có một số nghiên cứu về Vật lý lý thuyết 
(Cơ học cổ điển và Nhiệt động học). 

5 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859), một trong những học trò xuất sắc của Gauss và là thầy của 
nhà toán học vĩ dai Riemann. 

7 Chính trên tờ báo này mà ít năm sau Galois cho công bố một số công trình của mình. 


Abel lưu lại Berlin hết mùa Đông cho đến đầu mùa Xuân măm sau, năm 1827. 
Trong thời gian này, Abel triển khai đầy đủ những gì chàng đã viết trên các số báo 
Crelle trước đây, nghiên cứu này có tiêu đề Recherches sur les fonctions elliptiques 
(Nghiên cứu về những hàm số elliptic). Nghiên cứu này được cho đăng làm hai lần 
trên hai số Crelle sau đó. Ông chủ báo Crelle đã có kế hoạch riêng của ông. Về 
chuyện này Abel viết cho ban mình — Christian Boeck, một trong những người cùng 
đoàn trong chuyến đi Châu Âu vừa qua - như sau: “Ông Crelle giữ tôi lại tại đây, 
Berlin, chứ tôi cũng muốn về Na-Uy như các bạn.” Sự thực là Crelle đang dùng ảnh 
hưởng và uy tín của mình để vận động cho Abel có một chỗ đứng ở Đại học Berlin. 
Để cho Abel không sốt ruột trong khi chờ đợi, Crelle tạo một công việc trong tòa 
báo cho chàng. Nhưng Abel không thể lưu lại Berlin thêm nữa. Chàng viết cho 
bạn: “Tôi phải về Na-Uy, ông ấy không hiểu tôi cần về nhà như thế nào. Ong ấy 
cho rằng Na-Uy là một Siberia khác chăng?” (Arild Stubhaug. Niels Henrik Abel 
and His times. Trans. Richard H. Daly. Berlin Springer. 2000). Abel rời Berlin về lại 
Na-Uy vào tháng 5 năm 1827. 


Mặc dù danh sách các công bố của Abel rất dài, mặc dù tên tuổi của Abel ở Châu 
Âu khá lớn, nhưng chàng vẫn không tìm được một công việc thường xuyên tại 
Christiania, quê hương của chàng. Không có việc ổn định, chàng xin nhà nước một 
trợ cấp nghiên cứu. Đơn của chàng không được trả lời. Các em chàng sống dựa 
trên những trợ cấp ít ỏi của chàng từ trường Đại học. May thay, một cơ hội thật 
tốt đang đến với chàng. Christoffer Hansteen, giáo sư Toán và Thiên văn của Đại 
học Christiania, một trong hai thầy đỡ đầu của Abel, dẫn một toán nghiên cứu qua 
Siberia trong hai năm để điều tra về từ trường quả đất vùng Siberia và vùng cực 
Bắc quả đất. Abel được bổ nhiệm thay thế. Tên tuổi của Abel trong phạm vi thế 
giới nay tăng thêm lên rõ rệt. 


Đầu năm 1828, Abel biết được nhà Toán học trẻ tuổi (trẻ hơn Abel 2 tuổi) xuất sắc 
người Đức tên là Carl Gustav Jacob Jacobi® cũng đang nghiên cứu về ham số 
elliptic. Abel đẩy nhanh công việc của mình. Chàng công bố ngay một loạt các bài 
báo về những kết quả mới đạt được trong lãnh vực này. Sự tranh đua của hai nhà 
Toán học trẻ Abel và Jacobi trong cùng một lãnh vực thu hút sự quan tâm của cộng 
đồng Toán học thời ấy. Đặc biệt Legendre, ông tiếc đã không gặp Abel thời gian 
hai năm trước, khi chàng còn ở Paris, nay viết thư trao đổi chuyên môn với chàng. 
Legende cũng tìm hiểu và được biết vị trí của Abel ở Đại học Christiania chỉ là tạm 
thời, cho nên ông cùng với ba ông Hàn khác? viết thư cho vua Charles IV của Thuy 
Điển (cũng là vua của Na-Uy), đề nghị nhà vua hãy giúp đỡ “người Na-Uy kiệt xuất” 


8 Car| Gustav Jacobi (1804 - 1851), nhà Toán học người Đức, nghiên cứu trên nhiều lãnh vực: Hàm elliptic, phương 
trình vi phân, Lý thuyết số,... Tên ông gắn liền với ký hiệu Jacobi, toán tử Jacobi, ellipsoid Jacobi,... 
? Ba ông Hàn khác là Siméon-Denis Poisson, Sylvester-François Lacroix, và Jean-Frédéric Maurice. 


này bằng cách đưa chàng về Hàn lâm Viện Stockholm (Arild Stubhaug. Sách đã 
dẫn). Điều đáng nói là Abel không hề được hỏi ý kiến và không biết là có lá thư 
này. Trong khi đó ở Berlin, Crelle biết được có nhiều nơi ở Châu Âu muốn đem 
Abel về, nên đã tuyển dụng nhà Khoa học Alexander von Humboldt thế chỗ của 
Abel, tuy nhiên giữa họ với nhau mối quan hệ vẫn khắn khít suốt đời. 


Mọi việc đã không diễn ra như kế hoạch của Legendre. Mùa Giáng sinh năm 1828, 
Abel được mời đến vui lễ cùng gia đình một người giàu có ở thị trấn Froland tên 
là Smith, gia đình mà hôn thê của Abel đang làm quản gia. Ngày 9 tháng 1 năm 
1829, Abel đang chuẩn bị trở về lại Christiania thì chàng lên cơn ho dữ dội, ho ra 
máu. Chàng phải nằm lại để chữa trị tại bệnh viện Froland, dưới sự chăm sóc của 
vị hôn thê và gia đình Smith. Bệnh của chàng được chẩn đoán là kiệt sức vì bệnh 
lao phổi (thời ấy là không có thuốc chữa). Sức khỏe của Abel càng ngày càng xấu, 
chàng ra đi mãi mãi vào ngày 6 tháng 4 năm 1829, khi ấy chàng chưa đủ 27 tuổi. 


Rồi thì sau đó nhiều tin tức đến muộn. Vài tuần sau, Crelle từ Berlin báo rằng 
trường Đại học danh tiếng Berlin đã nhận chàng. Tám tháng sau, Hàn Lâm Viện 
Paris công bố Giải thưởng lớn năm 1830 (Le Grand Prix de l’Académie) được trao 
cho Abel (sau khi chết, à titre posthume) và Jacobi?®. 


3. Tại sao Abel lại phải chết sớm như vậy? 


Một điều chắc chắn là suốt cuộc đời ngắn ngủi của mình, Abel gần như lúc nào 
cũng sống trong nghèo khổ. Cha chết sớm, không để lại tài sản gì, gia đình quá 
đông anh em, người anh đầu bệnh hoạn ốm đau, cho nên gánh nặng đè lên vai 
Abel. Sau khi tốt nghiệp và suốt những năm sau, Abel vẫn không có một việc làm 
ổn định mặc dù có tài năng và tên tuổi. Trong một bức thư gởi cho bà Hansteen 
(vợ của thầy giáo đỡ đầu của Abel, coi Abel như con cháu) mùa Hè năm 1828, ông 
tâm sự: “Tôi nghèo lắm, nghèo như con chuột ở nhà thờ.” (Oystein Ore. Niels Abel 
in Dictionary of Scientific Biography. New York. Scribner. 1970). 

Không như Galois, không bao giờ Abel tự cho mình là bị bạc đãi, hoặc là nạn nhân 
của những định chế giáo dục, khoa học nào. Chưa ra khỏi trường trung học Nhà 
thờ, Abel đã được các giáo sư, các nhà khoa học hàng đầu của Na-Uy đón chào và 
khuyến khích. Những năm tháng ở Đại học, biết hoàn cảnh khó khăn của chàng, 
họ cũng đã tìm cách giúp đỡ tiền bạc — qua những trợ cấp, học bỗng - cho chàng 
tiếp tục học, đặc biệt là các giáo sư Hansteen và Rasmussen đôi khi dùng cả tiền 
túi của họ. Chính quyền Na-Uy xếp chàng vào nhóm những người tốt nhất cho 


10 Galois cũng đã gởi bài dự tranh giải này, nhưng công trình của Galois đã bị thất lạc. Lúc ấy Galois mới 19 tuổi. 
Xem bài Thiên tài bất hạnh Evoriste Galois của cùng tác giả. 
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tương lai của đất nước, cho nên tài trợ cho họ đi thăm viếng và học hỏi ở các nước 
tiến bộ nhất Châu Âu. 

Trong chuyến du hành hai năm ấy, ở Paris chàng thất vọng và gần như không thu 
thập được gì, nhưng ở Đức rõ ràng là chàng đã “thắng lớn”. Chàng tiếp xúc được 
nhiều nhà Khoa học, đặc biệt là August Leopold Crelle, người nhận ra tài năng của 
chàng và tạo điều kiện cho chàng công bố những nghiên cứu của mình trên tờ báo 
của ông ấy. Từ đó Abel mới có tư thế bước vào giới Toán học Châu Âu. 


Một thời gian ngắn sau khi Abel qua đời, có nhiều người viết về Abel. Thường thì 
người ta mô tả Abel là con người dễ mến, hòa đồng với mọi người xung quanh, 
sống trong sự yêu thương và giúp đỡ của những người bạn và thầy như Holmboe, 
Hansteen và Rassmussen. Trong số những bài viết như thế có một số bài viết đáng 
để ý. 

Đầu tiên là bài A short Account of the Life and Work of Niels Henrik Abel (Một tổng 
kết ngắn về đời sống và công trình cua Niels Henrik Abe) viết bởi Bernt Michael 
Holmboe, người vừa là thay đầu tiên khám phá ra Abel, vừa là bạn, đôi lúc cũng là 
người “cạnh tranh” với Abel, bài đăng trên tờ Magazinet for Naturvidenskaberne 
số tháng 12 năm 1829. Bài viết làm thất vọng nhiều người bởi vì người ta chỉ được 
đọc hầu hết những gì người ta đã biết về Abel: Gia cảnh như thế nào, học hành 
như thế nào, chuyến đi Châu Âu thành công và thất bại ra sao,...vân vân. Đó chỉ là 
những sự kiện khô khan. Người ta muốn biết nhiều hơn thế nữa, thí dụ như tâm 
tư, tình cảm, khó khăn và ước vọng sâu kín hơn của Abel. 


Có thể Christian Peter Bianco Boeck làm tốt hơn Holmboe trong việc nói trên. 
Người này là một trong bốn nhà khoa học trẻ trong đoàn đi Châu Âu cùng với Abel 
mấy năm trước, nay làm chủ bút tờ báo Magazinet. Theo Boeck: “Với ai mới gặp 
lần đầu hoặc thỉnh thoảng mới gặp thì cho rằng Abel là một người rut rè, hơi xa 
cách. Còn nếu những ai thường gặp thì cho rằng chàng có vẻ hạnh phúc, hài lòng 
với hoàn cánh, thận thiện tử tế với mọi người.” Những cảm tưởng ấy không hoàn 
toàn đúng. “Abel là người sâu sắc, kín đáo. Thường chàng hay buồn man mác 
nhưng cố dấu, tỏ ra vui hoặc đôi khi tỏ ra bình thản. Ngay cả khi ở Berlin, chàng 
rất hài lòng với sự hợp tác cùng Crelle, nhưng tối đến khi còn một mình, tôi kín đáo 
nhận xét chang vẫn còn có một nét u buồn trên khuôn mặt.” 

Theo Boeck, lý do của điều đó là không lúc nào Abel không lo đến vấn đề tiền bạc 
giúp gia đình và tình trạng không ổn định trong nghề nghiệp của mình. Thỉnh 
thoảng cũng có tia hy vọng lóe lên, chàng tin rằng vị trí đó rồi sẽ của chàng, nhưng 
rồi nó trôi qua mất, hình như không có gì đáng khích lệ cả. Boeck viết: “Bóng ma 
của sự nghèo khổ và không có vị trí ổn định cứ đeo theo chàng trẻ tuổi khiến chàng 
phái trốn vào việc nghiên cứu. Chàng miệt mài làm việc dưới ánh đèn mù mờ một 
mình hằng đêm. Giải quyết xong được một bài toán hoặc chứng minh được một 
định lý nào đó, chàng cực kỳ sung sướng. Ở Berlin, có một lần chàng dựng cả bốn 
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chúng tôi dậy giữa đêm khuya để reo lên rằng chang đã giỏi quyết xong bài toán 
làm bận trí chàng suốt tuần nay.” (Arild Stubhaug. Niels Henrik Abel and His 
times). Vẫn theo Boeck, ngay cả khi về lại Na-Uy thay thế cho vị trí của giáo sư 
Hansteen, tâm tư của Abel vẫn không vui hơn vì chàng biết rằng công việc ở Đại 
học Christiania này cũng chỉ là tạm thời. Boeck viết: “Tìm quên trong công việc 
hằng đêm, chàng vô tình đã đi tự làm suy yếu sức khỏe của mình một cách nhanh 
chóng.” Boeck không đưa tay chỉ ai là người chịu trách về cái chết của Abel, nhưng 
ông đã viết như sau: 

“Ở đất nước của ông (Na-Uy), hiếm thấy một sự công nhận hoặc cổ vũ thiên tài trẻ 
tuổi Abel một cách chính thức. Trong khi đó ở nước ngoài, tài năng của ông và 
những khám phá của ông được các nhà Khoa học nổi tiếng đánh gid cao, thậm chí 
có trường Đại học cho rằng sẽ hãnh diện nếu có ông về cộng tác.” (Oystein Ore. 
Niels Abel in Dictionary of Scientific Biography. New York. Scribner. 1970). 

Vẫn theo Boeck “Ở quê nhà, gia đình ông sống trong nghèo khổ, còn ông thì bất 
an với nghề nghiệp của minh. Người ta đã phí pham tiền bạc khi tao ra một cuộc 
du hành tốn kém, trong khi đó Abel không có đồng xu dính túi.” 


Frédéric Saigey là chủ bút tờ Bulletin des sciences mathématiques, người đã quen 
biết với Abel vào năm 1826 khi Able ở Paris, trong số báo tháng 5 năm 1829 (sau 
khi Abel chết khoảng 1 tháng), có viết rõ ràng hơn: “Điều tôi muốn nói rõ ra đây là 
công trình nghiên cứu của một tài năng trẻ nhu Abel vẫn không làm cho các nhà 
Khoa học sống tháp ngà quan tâm. Họ làm như thể họ thuộc một nhóm riêng biệt 
trong xã hội, một câu lạc bộ quí tộc, và làm Khoa học là việc của họ, không phdi là 
việc của những người không tên tuổi. Số phận của Abel là chuyện của một tài năng 
thực sự trước những định chế khoa hoc bị đóng thành dá như những hóa thach."” 


Trong phần còn lại của tiểu mục này chúng tôi sẽ trình bày ý kiến của một nhà 
Toán học trẻ có tài (trẻ hơn Abel 1 tuổi), một nhà viết sử Toán học, một ông Hàn 
nổi tiếng, và cả việc làm mờ ám xấu xa của ông đối với Khoa học có liên quan đến 
nhiều người trong đó có Abel??: Guillaume Libri (1803 - 1869). 

Tên đầy đủ của nhà Toán học này là Guglielmo Libri Carrucci Dalla Sommaja, 
thường được gọi là Libri, sinh đẻ tại Florence, Ý. Ông thuộc gia đình quí tộc Ý, 
chính ông cũng là một Bá tước. Vào năm 1823, mới 20 tuổi, Libri được bổ nhiệm 
làm giáo sư Toán-Vật lý tại Đại học Pisa. Chỉ một năm sau, ông rời Pisa sang Paris, 
tự giới thiệu mình với các nhà Khoa học hàng đầu thời ấy như Laplace, Poisson, 
Fourier, Ampère và Arago. Trở về lại Ý, ông tham gia hoạt động chính trị. Thất 
bại, ông trốn sang Pháp, tại đây ông được công nhận như một anh hùng cách 


11 Hơn một năm sau, trên tờ báo Bulletin des sciences mathématiques xuất hiện bài của Galois. 
12 Người này sẽ bị Galois mắng chửi một cách “hỗn xược” trước công chúng. Xem thêm bài về Galois của cùng 
người viết. 
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mạng. Năm 1833, Guillaume Libri trở thành công dân Pháp. Được sự tiến cử của 
Arago — lúc ấy đang là Thư ký Hàn Lâm viện Khoa học Paris — ông được bổ nhiệm 
làm Giáo sư Collège de France13, thế chỗ của nhà Toán học nổi tiếng Legendre. 
Đây chưa phải là đỉnh cao nhất của Libri. Năm 1840, Libri được bổ nhiệm làm 
Chánh Thanh tra Thư viện Quốc gia nhờ quen biết với nhiều giới chức cao cấp 
trong chính quyền. 

Về học thuật, tác phẩm Histoire des Sciences Mathématiques en Italie depuis la 
Renaissance des Lettres jusqu’à la fin du 17° siècle (Lịch sử Toán học Ý từ thời Phục 
hung đến cuối thế kỷ 17) xuất bản năm 1838 là một trong nhiều cuốn sách có giá 
trị của Libri, trong đó có nhiều tài liệu quý căn cứ trên bản viết tay của nhiều nhà 
Toán học lớn như Galileo, Fermat, Descartes, Leibniz. 


1 


HISTOIRE 


SCIENCES MATHEMATIQUES 


EN ITALIE, 
MEPIS LA REXAEXAXCE DES LETTRES 
amuma — 


FAR GUILLAUME Bren, 





Guillaume Libri và tác phẩm Histoire des Sciences Mathématiques en Italie ấn bản đầu 
tiên 1838. 


Năm 1833, khi đang vươn lên đỉnh cao trong giới Toán học và quyền lực tại Paris, 
Libri cất cao tiếng nói không e dè bênh vực Abel và kết tội một số người và định 
chế có liên quan đến Abel. Khác với những người nói trong các đoạn trên 
(Holmboe, Crelle, Boeck, Saigey), Libri chưa một lần gặp Abel khi Abel ở Paris. 
Trong gia đình của Abel, không có dấu vết nào nói đến sự liên hệ bà con gì với gia 
đình Libri. (Michaud. Biographie universelle ancienne et modern. Paris. 1843). Ấy 
vậy mà Libri nói thẳng những gì mà người khác đi trước không nói hết. Theo Libri, 


13 Pháp quốc học viện, một loại Viện Giáo-dục-Nghiên cứu Cao cấp, được thành lập từ năm 1530. 
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Abel là người khiêm tốn, hơi rụt rè, cho nên khó có thể tiếp cận để tự giới thiệu 
mình với các nhà Toán học nổi tiếng đương thời. Libri viết: “Không còn nghi ngờ 
gì cd, cái chết của thiên tài trẻ tuổi này hai năm sau khi rời khỏi Paris đã làm lay 
động lòng người khắp Châu Âu và đánh thức sự ray rức hối tiếc trong lương tâm 
những người có trách nhiệm khi ấy. Con người như thế mà không tìm được một 
vi trí ổn định xứng đáng, lúc nào cũng sống trong nghèo khổ.” Ở một đoạn khác 
Libri viết: “Trong một hoàn cảnh như thế mà Abel có thể viết và để lại cho hậu thế 
những khám phá mới lạ vô cùng hữu ích cho sự phát triển của Toán hoc. Abel dé 
lại sự ngưỡng mộ trong lòng bao nhiêu người đời sau. Vậy mà những người 
đương thời, nhất là những người có tiếng tăm, có chức vụ không hề biết, không 
hề muốn biết.” Thiết tưởng những lời của Libri viết ra là bản án đanh thép nhất 
chưa ai dám viết ra thời ấy. Libri kết luận: “Ở đây chúng tôi cất cao tiếng nói yêu 
cầu những con người ích kỷ, những con người lạnh lùng của cộng đồng Toán học, 
hãy nhận lấy trách nhiệm của mình, chính các người đã đẩy Abel vào cơn bệnh 
không cứu chữa được, đã đưa Abel đến cái chết ngay đang giữa tuổi thanh xuân 
thiên tài đang nở rộ.” (Michaud. Sách đã dẫn). 

Thật là can dám! Những lời nói này rõ ràng không thể nào xuất phát từ lợi ích cá 
nhân. Chúng ta hãy nhớ rằng khi ấy Libri mới 30 tuổi, đang tiến dần lên đỉnh cao 
của danh vọng, ông dám chỉ thẳng vào những bậc lão thành có địa vị và thế lực 
trong các định chế Khoa học, Hàn lâm (Cauchy, Legendre, Hansteen, 
Rasmussen,...). 

Mia mai thay, con người của Libri lại còn có một bộ mặt khác, không xứng đáng 
với vị trí xã hội của ông. Vì Libri hiểu rõ tâm tư và sự nghiệp của Abel, và cũng vì 
Libri can đảm lên tiếng chỉ trích thái độ thiếu tích cực của một số thành viên của 
Hàn Lâm viện Paris, cho nên vài năm sau Hàn Lâm viện giao cho Libri nhiệm vụ tìm 
và công bố công trình của Abel mà bản thảo Abel đã nộp vào tháng 10 năm 1826, 
không biết lạc đâu đó ở Hàn Lâm viện. Libri đã cho in tác phẩm của Abel dựa trên 
một bản sao, còn bản gốc viết tay của tác giả sau này người ta không tìm thấy. Nó 
lại thất lạc thêm một lần nữa. 


Như trong một đoạn trên có nói, vào năm 1840, nhờ quen biết với một số người 
có địa vị cao, Libri được bổ nhiệm làm Chánh Thanh tra Thư viện Quốc gia. Một 
thời gian sau người ta thấy Libri tham gia vào những cuộc mua bán đấu giá cổ vật, 
trong đó có sách quí. Cùng thời gian ấy ở nhiều thư viện quốc gia người ta phát 
hiện một số tài liệu viết tay của nhiều nhà Khoa học thuộc nhiều thế hệ trước và 
một số sách quí đã bị mất một cách khó hiểu. Người ta có nghỉ ngờ thanh tra Libri, 
nhưng thế lực của Libri bấy giờ quá lớn, không ai làm được gì Libri (Libri quen biết 
với một vài quan cận thần nhà Vua). Cách mạng 1848 làm thay đổi tất cả. Libri bị 
tố đích danh là người đã trộm một số không ít sách quí của nhiều thư viện Pháp. 
Trước khi bị chính quyền mới ra lệnh bắt giữ thì Libri đã kịp trốn qua Anh, rồi từ 
đó trở về Ý, mang theo vài chục ngàn cuốn sách quí. Một số nhà Khoa học tên tuổi 
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Anh và Ý vẫn không tin rằng Libri là kể có tội. Họ nghĩ rằng tất cả đều có nguồn 
gốc chính trị. Cho đến năm 1869 khi Libri chết, người ta phát hiện Libri vẫn còn 
giữ nhiều sách quí, trong đó có một số bản viết tay của Abel và Descartes (A. 
Alexander. Duel at Dawn. Harvard University Press. 2010). 
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Phụ chú 1: Giải thưởng Abel 


Giải thưởng Abel là giải thưởng tặng cho nhà Toán học xuất sắc nhất (có thể hơn 
một người). Giải do nước Na-Uy tổ chức hằng năm, được sự hổ trợ của hai tổ chức 
Toán học lớn nhất thế giới, đó là Hội Toán học Quốc tế (International 
Mathematical Union ) và Hội Toán học Châu Âu (European Mathematical Society). 
Ủy ban tuyển chọn người thắng giải do hai hội Toán học trên đề nghị và được sự 
chuẩn thuận của Bộ Giáo dục và Hàn Lâm Viện Hoàng gia Na-Uy. Về mặt vật chất, 
giá trị của giải thưởng (thời giá năm 2001) là 6 triệu Kroner Na-Uy, tương đương 
với khoáng € 650,000 hoặc khoảng Š750,00014. 


Vài năm trước khi chết, nhà Toán học Sophus Lie (1842 -1899) muốn lập một giải 
thưởng mang tên nhà Toán học Abel nhân kỷ niệm 100 năm ngày sinh của Abel 
vào năm 1902. Ông vận động được sự hổ trợ của nhiều nhà Toán học trong nước 
và quốc tế, nhưng tiếc thay ông qua đời năm 1899 trước kỷ niệm 100 ngày sinh 
của Abel. Rồi năm 1905, Na-Uy tách khỏi Thụy-Điển và vì nhiều lý do khác nữa, 
giải thưởng bị chìm trong quên lãng. 


Năm 2001, một nhóm các nhà Toán học lại đề nghị lên Bộ Giáo dục, Hàn Lâm Viện 
và Quốc hội Hoàng gia Na-Uy xin được thiết lập giải Abel nhân kỷ niệm 200 năm 
ngày sinh của Abel. Tháng 8 năm ấy đề nghị trên được giới chức có thẩm quyền 
Na-Uy chấp thuận. Một ủy ban được thành lập và được phép mở ra một cuộc gây 
quỹ trong nước và trên toàn thế giới. Nhưng giải thưởng Abel chính thức được 
trao lần đầu tiên vào năm 2003. Người đầu tiên được vinh dự nhận giải thưởng 
này là nhà Toán học người Pháp Jean-Pierre Serre, người nhận được Huy chương 
Fields 1954 (27 tuổi) và được coi như người nhận được Huy chương Fields trẻ nhất 
cho tới nay’. 
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15 Xem thêm Câu chuyện về Huy chương Fields của cùng tác giả. 
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Phụ chú 2 : 


Tên 


Jean-Pierre 
Serre" 


Michael 
Atiyah” 


Isadore Singer 


Peter Lax 


Lennart 
Carleson 


S. R. Srinivasa 
Varadhan 


John G. 
Thompson“ 


Jacques Tits 
Mikhail 


Gromov 


John Tate 


John Milnor“ 


Endre 
Szemerédi 


Quốc 
tịch 


Pháp 


Anh 


Hung, Mỹ 


Thụy Điển 


Ấn Độ, Mỹ 


Mỹ 


Pháp 


Nga, Pháp 


Mỹ 


Mỹ 


Hung, Mỹ 
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Trường/Viện 


Collège de France 


University of Edinburgh; 


Massachusetts Institute 
of Technology 


Courant Institute 


Royal Institute of 
Technology 


Courant Institute 


University of Florida; 


Collège de France 
Institut des Hautes 
Etudes Scientifiques 
and Courant Institute 
University of Texas at 


Austin 


Stony Brook University 


Alfréd Rényi Institute 
and Rutgers University 


Những người được giải thưởng Abel 


Công trạng 


Có vai trò then chốt trong việc làm 
mới nhiều ngành Toán học, trong đó 
có Topology, Topo-Đại số và Lý 
thuyết só. 


Đã khám phá và chứng minh được 
định lý chỉ só (index theorem), nói 
kết được các ngành Topology, Hinh 
hoc và Giái tích lai vói nhau. Có 
đóng góp xuất sắc trong việc kết nói 
Toán và Vật lý lý thuyết. 

Có những đóng góp đột phá về lý 
thuyết cũng như áp dụng trong lãnh 
vực phương trình đạo hàm riêng 
phần và cách tính toán nghiệm của 
chúng. 

Có nhiều đóng góp rất sâu vào lãnh 
vực Giải tích điêu hóa (harmonic 
analysis) và lý thuyết Động lực học 
hệ thống. 

Có nhiều đóng góp cơ bản vào lãnh 
vực Xác suất, đặc biệt sáng tạo ra ly 
thuyết về độ lệch lớn (theory of large 
deviation). 


Có nhiều thành tựu sâu sắc trong. 
lãnh vực Đại sô, đặc biệt lý thuyét 
nhóm (group theory). 


Làm cuộc cách mạng hữu hiệu trong 
lãnh vực Hình học. 


Nghiên cứu sâu rộng và hiệu quả, để 
lại nhiêu dâu ân trong ngành lý 
thuyét sô. 


Khám phá có tính tiên phong trong 
nganh Topo vi phân, nhiêu đóng góp 
cho các ngành Topo và Hinh-Topo. 


Có nhiều đóng góp cho ngành Toán 
rời rạc, đặc biệt là lý thuyết về Khoa 
học máy tính (theoretical computer 
science) và lý thuyết ergodic. 


2013 


2014 


2015 


2016 


2017 


Tee 


Pierre Deligne” 


Yakov Sinai 


John F. Nash, 
Jr.; 


Louis 
Nirenberg 


Andrew 
Wiles"'!6 


Yves Meyer 


Nga, Mỹ 


Anh 


Pháp 
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Trường/Viện 


Institute for Advanced 
Study 


Princeton 
Universityand Landau 
Institute for Theoretical 
Physics 


Princeton University; 


Courant Institute 


University of Oxford 


Ecole normale 
supérieure Paris-Saclay 


Tài liệu tham khảo 


Nhiều tài liệu và hình ảnh từ Internet. 
Amir Alexander. Duel at Dawn. Harvard University Press. 2010. 
Michaud. Biographie universelle ancienne et modern. Paris. 1843 
Niels Abel in Dictionary of Scientific Biography. New York. 


Oystein Ore. 


Scribner. 1970. 
Arild Stubhaug. Niels Henrik Abel and His times. Trans. Richard H. Daly. Berlin 
Springer. 2000. 
Bibliothèque nationale de France. 

( http://data.bnf.fr/12299340/guillaume_libri/). 


Công trang 


Có nhiều đóng góp quan trong vào 
lãnh vực Hinh-Dai số, lý thuyết só, 
và lý thuyết đại điện (representation 
theory). 


Có những đóng góp cơ bản vào các 
lãnh vực Động lực học hệ thông, lý 
thuyết ergodic, và Toán-Vật lý. 


Có nhiều đóng góp bất ngờ và hiệu 
quả vào lãnh vực phương trình đạo 
hàm riêng phần không tuyến tính và 
những áp dụng vào Giải tích-Hình 
(Geometric Analysis). 


Chứng minh được một cách kỳ diệu 
định lý cuói cùng của Fermat. Từ 
nghiên cứu đường cong elliptic, mở 
ra hướng mới cho lý thuyết só. 
Đóng góp một cách ngoạn mục vào 
sự phát triển Toán hoc của lý thuyết 
sóng nhỏ (theory of wavelets). 


16 Những nhà Toán học tên có dấu * là những nhà Toán học đã từng được Huy chương Fields. Riêng trường hợp 
Andrew Wiles””, ngày diễn ra giải Fields thì ông vừa quá 40 tuổi vài tháng. Chứng minh Định lý cuối cùng của 
Fermat ông đưa ra hơn 1 năm trước chưa được hoàn chỉnh, cho nên ông không được Huy chương Fields năm 
1994. Ban tổ chức giải này tặng ông (người đầu tiên và duy nhất) Huy chương Fields bằng bạc và bằng danh dự. 
(Nguồn: https://en.wikipedia.org/wiki/Andrew_Wiles). 


Một nghi vấn lich sử: 


DESCARTES BỊ ĐẦU ĐỘC CHẾT ? 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 





René Descartes (1596 - 1650). 


1. Cuối đời lưu vong và cái chết ở xứ người 


Descartes là nhà Toán học danh tiếng của Pháp, cha đẻ của Hình học giải tích. Ông cũng được 
xem như là người đi tiên phong đặt nền tảng cho Triết học hiện đại phương Tây. Cuốn Discours 
de la méthode (Bàn luận vé phương pháp) là kiệt tác triết hoc để đời của ông, trong đó có phát 
biểu nổi tiếng: Cogito, ergo sum (Tôi tư duy, nên tôi tồn tại). Suốt hơn nửa cuộc đời, ông lang 
bạc khắp Châu Âu, trong đó có gần hai mươi năm dừng lại ở Hòa Lan, chiêm nghiệm, và viết. 


Đoạn dưới đây trích trong cuốn Miền Hoang Dã Xa Lạ! giúp độc giả thấy được giai đoạn cuối 
của cuộc sống của Descartes: 


Trường hợp trốn chạy của Descartes ra khỏi Hòa Lan có nguồn gốc khá bất ngờ: Nữ hoàng 
Christine, Thụy Điển có nghe nói đến trường hợp nhà Triết học nổi tiếng người Phúp đang 
tự đặt mình trong cuộc sống lưu vong ở Hòa Lan. Bà muốn đưa ông về làm gia sư cho 
riêng bà. Bà viết thư ca tụng ông, và trình bày ý định của minh, nhưng Descartes chưa 
sẵn sàng rời bỏ cuộc sống tiện nghi ở Hòa Lan. Nữ hoàng là người rất quyết đoán mặc dù 
khi ấy mới hai mươi tuổi, và bà không bỏ cuộc. Bà cho Đô đốc Fleming của Hải quân 
Hoàng gia Thụy điển đến đón nhà Triết học cho dù lúc ấy ông còn do du. Sắp xếp cuộc 


1 Miền Hoang Dã Xa Lạ là một cuốn sử Toán được dịch và chú thích bởi cùng người viết bài này (L.Q.A). Nguyên tác là cuốn A 
Strange Wilderness của Amir Aczel. 
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sống xong, Descartes về dạy cho Nữ hoàng môn Triết học, mỗi ngày một lần từ 5 giờ sáng 
trong thư viện không sưởi ấm trong lâu dài của bà. 


Nhưng ở Thụy Điển Descartes cũng có kẻ thù. Một vài kẻ xu nịnh quanh Nữ hoàng không 
ưa người mới đến này vì ảnh hưởng của ông trên Nữ hoàng, vì thế họ quyết định ngăn 
ông lại. Một trong những kẻ ấy là ông bác sĩ riêng của Nữ hoàng. 


Đầu năm 1650 Descartes bị bệnh. Ong bị nhiễm bệnh cúm từ ông Dai sứ Pháp, và tình 
trạng xấu dần. Bác sĩ riêng của Nữ hoàng nhất định thử máu ông, đó là cách thường làm 
trong việc chữa trị thời dé. Descartes cũng biết khá nhiều về thuốc nên ông từ chối cách 
chữa trị ấy, cho đến khi tình trạng của ông trở nên tồi tệ, ông bằng lòng. Vào ngày 11 
tháng 2 năm 1650, nhà Triết học và Toán học vĩ đại của nước Pháp qua đời, người ta 
không biết rõ là tại vì bệnh cảm cúm hay bị đầu độc. Thân xác ông và tất cả những gì còn 
lại của ông, kể cá tài liệu về Triết và Toán, đều được mang về Pháp. Tro cốt của ông được 
chôn trong nhà thờ Saint-Germain-des-Prés ở Paris, trong khu mà trước đây ông thích di 
lang thang. Tuy nhiên, hộp xương sọ của Descartes đã được khữ mùi, đang được trưng 
bày cho việc nghiên cứu tại bảo tàng viện về Nhân chủng học gần khu Trocadéro, Paris. 





Nữ hoàng Christine Thụy Điển (1632 - 1654). 


2. Descartes bị đầu độc? 


Tờ Le Figaro ngày 18 tháng 2 năm 2010 cho đăng một bài báo do Theodor Ebert, một giáo sư 
Đại học người Đức, viết về cái chết của Descartes làm chấn động giới học thuật thế giới. Bài 
báo có tên tiếng Đức và tiếng Pháp (của chính tác giả): Der rdtselhafte Tod des René 
Descartes (La mort mystérieuse de René Descartes. Dich: Cái chết bí Gn của René Descartes). 
Theo bài báo thi chúng ta được biết chính thức rằng Descartes qua đời năm 1650 vi bênh sưng 
phổi. Điều này lấy từ thư đề ngày 19 tháng 2 năm 1650 của Pierre Chanut, Đại sứ Pháp tại Thụy 
Điển, gởi cho công chúa Elizabeth xứ Bohème. Đầu năm 1650 Descartes được Nữ hoàng Thụy 


Điển mời sang Stockholm để dạy Triết học cho bà. Nữ hoàng có thói quen khác người: thích 
học từ 5 giờ sáng trong một căn phòng ở thư viện không lò sưởi. Chính vì vậy một thời gian 
không lâu sau đó Descartes bị ho và nhuốm bệnh sưng phổi rồi qua đời. 


Nhưng theo tác giả bài báo thì sự thực không phải vậy: Descartes dá bị đầu độc bằng thạch tín 
(arsenic). Để bảo vệ kết luận gây chấn động nói trên Ebert, tác giả bài báo, đã phải lục lọi, tìm 
đọc rất nhiều tài liệu xưa về những ngày cuối cùng của nhà Toán học và Triết học vĩ đại 
Descartes. Và tác giả đã tìm thấy những dấu hiệu trước khi chết của Descartes được ghi trong 
báo cáo của Bác sĩ Van Wullen và bức thư của Henri Schluter, người hầu của Descertes. Theo 
báo cáo của Bác sĩ thi Descartes có những dấu hiệu sau: Dau đầu, dau bụng, nước tiểu có máu. 
Đó không phải là những dấu hiệu của bệnh sưng phổi, đó là dấu hiệu của người bị đầu độc bằng 
thạch tín. Trong báo cáo, Bác sĩ Wullen còn nói thêm rằng Descartes còn yêu cầu cho ông uống 
một loại thuốc làm ói (nôn), khiến cho người ta nghĩ rằng chính Descartes cũng biết mình đã bị 
đầu độc (nên nhớ rằng Descartes là người có hiểu biết rất rộng về Y học). 


Nữ hoàng Christine của Thụy Điển buộc Bác sĩ Van Wullen không được phổ biến bản báo cáo 
nói trên mà ra thông báo rằng Descartes chết vì bệnh sưng phổi. Như vậy Nữ hoàng cũng như 
Bác sĩ Wullen đã biết nguyên nhân cái chết của Descartes. 


3. Ai là người đã đầu độc Descartes và tại sao? 


Ta nhớ lại rằng Descartes đã viết xong tác phẩm Le Monde từ khá lâu (trong khoảng 1629 — 
1633) mà ông không cho công bố vì trong đó ông triển khai ý tưởng hệ đồng tâm Copernic (quả 
đất và nhiều hành tinh quay quanh mặt trời), ý tưởng này đã bị Tòa án Dị giáo La Mã kết tội 
(trường hợp Galileo). Cuốn Le Monde chỉ được xuất bản sau khi Descartes qua đời. Ngoài ra 
một số người còn cho là Descartes vô thần hoặc ít ra là không tin ở Thiên chúa giáo, mặc dù gia 
đình của Descartes theo Thiên chúa giáo từ lâu đời (Rome and the Counter-Reformation in 
Scandinavia: The Age of Gustavus Adolphus and Queen Christina of Sweden, 1992, p. 510). 


Thụy Điển là xứ không chịu ảnh hưởng của La Mã như Pháp, Ý, Tây Ban Nha,...mà đa số dân 
chúng bấy giờ theo Tin Lành. Francois Viogué là tu sĩ Thiên chúa giáo La Mã, đại diện Tòa thánh 
tại các nước Bắc Âu, nhưng đồng thời cũng là cha tuyên úy của tòa Đại sứ Pháp tại Thụy Điển 
nhiều năm liền. Năm 1648, ông báo cáo cho bề trên của ông ở La Mã rằng Nữ hoàng Thụy Điển 
— vốn theo Tin Lành — có ý định cải dao sang Thiên chúa giáo. Cũng theo bài báo của Ebert, 
trong báo cáo của tu sĩ Francois Viogué có đề cập tới ảnh hưởng của Descartes với Nữ hoàng rất 
lớn và thái độ thiếu tin tưởng của Descartes với La mã. Sự hóa thể của thân xác Chúa theo đó 
một phần thân xác chúa có trong bánh thánh không phù hợp với tư tưởng của Descartes. 
Viogué coi Descartes là một trở ngại lớn cho việc cải đạo của Nữ hoàng. Ông ta quyết định đầu 
độc Descartes bằng chiếc bánh thánh tẫm thạch tín vào ngày lễ tẩy uế của Đức mẹ (la fête de la 
purification de la Vierge), ngày 2 tháng 2 năm 1650. Việc làm này của Viogué được Andrien 
Baillet, một người viết tiểu sử Descartes, xác nhận trong cuốn sách xuất bản năm 1691. Thêm 
nữa, Catherine Descartes, một người cháu của Descartes, trong một báo cáo vào năm 1693 có 
nói rằng Descartes lại bị đầu độc lần thứ hai sáu ngày sau đó, tức là ngày 8 tháng 2 năm 1650, 
cũng bằng một chiếc bánh thánh trong một buổi lễ khác. 
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Ngày 11 tháng 2 năm 1650 Descartes qua đời. Và sau đó một thời gian ngắn, Nữ hoàng Thụy 
Điển cải sang đạo Thiên chúa giáo La Mã. 


Có phải Theodor Ebert là người đầu tiên đưa ra giả thuyết Descartes bị đầu độc không? Không 
phải. Giả thuyết Descartes bị đầu độc được đưa ra đầu tiên bởi Eike Pies trong cuốn sách Der 
Mordfall Descartes (Vụ việc Descartes) xuất bản năm 1996. Ong ta chi căn cứ trên bức thư của 
Bác sĩ Wullen gởi Nữ hoàng, ông không biết đến những tài liệu khác như báo cáo của Đại sứ 
Pháp tại Thụy Điển và nhất là bức thư của Schluter, người hầu của Descartes. Cho nên cuốn 
sách Der Mordfall Descartes không có tính thuyết phục cao. 


Giả thuyết của Theodor Ebert được nhiều nhà nghiên cứu Đức chia xẻ, nhưng lại không thuyết 
phục mấy đối với giới nghiên cứu Pháp. Ông Hàn Jean-Luc Marion thuộc Hàn Lâm Viện Pháp 
cho rằng “Đó chỉ là chuyện bên lề Lịch sử (chuyện bịa) chứ không phải Lịch sử.” Còn Michel 
Fichant, một trong những giám đốc điều hành Trung Tâm Nghiên cứu Descartes (Centre 
d'études cartésiennes) di xa hơn nữa khi cho rằng “Báo chí truyền thông kiểu Ebert tạo ra tin 
dut gân nhiều lắm.” Theo ý tôi — người viết bài này — những ý kiến phản bác giả thuyết của 
Ebert không có gì lạ. Những nhà nghiên cứu về Descartes người Pháp tất cả đều theo Thiên 
chúa giáo La mã, làm sao họ có thể tin rằng một tu sĩ La Mã lại ám sát Descartes? 


Thật ra, cái chết đáng ngờ của Descartes không phải là chuyện mới của ngày hôm qua hay ngày 
hôm nay. Ngay sau khi Descartes qua đời người ta đã nêu nghi vấn liền. Nhưng bằng chứng 
buộc tội tu sĩ Viogué quá yếu, chưa đủ sức thuyết phục. 
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4. Descartes được chôn cất như thế nào? 


Ngay sau khi qua đời Descartes được chôn cất tại nghĩa trang Adolf Fredrik ở Stockholm, Thụy 
Điển. Năm 1666, vua Louis XIV (le Roi-Soleil, ông Vua Mặt Trời) muốn đưa di cốt của Descartes 
về Pháp. Sự trở về tổ quốc của Descartes không đơn giản một chút nào cả. Theo báo cáo của cơ 
quan Tombes et sépultures dans les cimetières (Mộ và tượng trong nghĩa trang) thì: “Xương cốt 
cua Descartes được cho vào những cdi thùng nhỏ, vượt qua những thủ tục khó khăn ở biên giới 
các nước, mất 8 tháng mới đem được về Paris.” Cũng vẫn theo báo cáo ấy thì có nhiều nhà 
Khoa học đón Descartes, tỏ lòng ngưỡng mộ và tôn kính một vĩ nhân của đất nước mà họ chưa 
bao giờ được gặp mặt khi ông còn sống. Nhưng lệnh của Giáo hội là không có bất cứ một phát 
biểu hoặc điếu văn nào được đọc trong dịp này (Tombes et sépultures dans les cimetières, bản 
tin 27 tháng 9 năm 2017). Xương cốt của Descartes được chôn cất tại nghĩa trang L'Église de 
l Abbaye Sainte-Genevière, Paris. 


Tháng 10 năm 1793, Quốc hội lập hiến vinh danh Descartes và đồng ý cho đưa di cốt ông về 
điện Panthéon (nơi để di cốt vĩ nhân của nước Pháp). Năm 1796, có một số nhà Khoa học và 
chính trị gia nhắc lại quyết định này và yêu cầu cho thi hành, nhưng có một số đại biểu chống 
đối (ảnh hưởng từ Giáo hội) và ngăn cản. Việc đưa Descartes về yên nghỉ ở điện Panthéon 
không được thực hiện. 
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Năm 1802, nghĩa trang L'Église de l'Abbaye Sainte-Genevière bị phá hủy, di cốt của Descartes 
được giữ tại Bảo tàng viện Alexandre Lenoir (Le musée des monuments francais). Cho tới năm 
1819, người ta dem di cốt của ông về chôn cất lại tại nghĩa trang L'Église Saint-Germain-des- 
Prés, và chỉ khi ấy người ta mới phat hiện ra là di cốt cua Descartes thiếu mất hộp xương đầu!! 


Không ai biết cái đầu của Descartes tại sao lại tách ra khỏi thân thể, từ bao giờ, và theo con 
đường nào. Người ta cho rằng hộp xương sọ bị đánh cắp khi cho xương cốt của Descartes vào 
thùng để đưa về Pháp năm 1666. Sau đó cũng không ai biết người nào đã bán hộp sọ của 
Descartes lại cho một người chuyên khai thác các sòng bạc, rồi người này bán lại cho Jacob 
Berzelius, một nhà Hóa học người Thụy Điển. Năm 1821 (sau khi hộp xương sọ bị phát hiện 
mất), Berzelius đem tặng nó lại cho nhà Sinh Vật học nổi tiếng người Pháp, Georges Cuvier 
(1769 — 1832). Trước khi chết Cuvier đem tặng nó cho Vường Bách Thảo (Jardin des Plantes), 
và năm 1931 Vườn Bách Thảo cho trưng bày nó tại Viện Nhân chủng học Paris. 


rw 
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Hộp xương so trưng bày tai Viện Nhân chủng hoc Paris, được cho là của Descartes trên đó có chữ viết và 
chữ ký của những người đã từng sở hữu nó. (Wikipedia) 


5. Lại có một nghỉ vấn khác. 


Mới đây trên số báo The Lancet 2013, Bác sĩ Philippe Charlier kể chuyện về Robespierre như 
sau. Ai cũng biết “hung thần” Robespierre đã đưa lên máy chém biết bao nhiêu người trong 
những ngày hỗn loạn của cuộc Cách mạng Pháp 1789. Rồi cũng đến lượt chính “hung thần” ấy 
bị đưa lên máy chém vào ngày 10 Thermidor năm II (tức là ngày 28 tháng 7 năm 1794) cùng với 
21 người khác. Hai mươi hai (22) cái đầu được cho vào một thùng gỗ, hai mươi hai cái thân thì 
được chất lên một chiếc xe tứ mã, tất cả được chôn vào chung trong một cái hố to đã được đào 
sẵn, cùng với vôi bột phủ đầy. Năm 1840, nghĩa trang này không nhận thêm “khách” nữa. Một 
ngày vào cuối năm 1840, những chiến hữu cũ của Robespierre khai quật hố chôn ấy lên, những 
mong chôn cất lại tử tế hơn những chiến hữu của mình. Và rồi Charlier cùng một nhóm bác sĩ 
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có dịp nghiên cứu hộp sọ được cho là của Robespierre để tìm hiểu những đặc điểm của con 
người “vĩ đại” ấy?. 

Cuối năm ấy, vẫn trên báo The Lancet, nhóm của Bác sĩ Charlier lại có dịp nghiên cứu hộp sọ của 
một “người khách” vĩ đại khác để tìm dấu vết của một sự đầu độc mà Lịch sử còn đang nghi 
vấn: hộp sọ của René Descartes. Chính việc làm của Bác sĩ Charlier lại đặt ra một nghi vấn khác. 





Bác sĩ Philippe Charlier (sinh năm 1977) làm việc tai bệnh viên Raymond Poincaré, chuyên về Khoa 
học Pháp y, giáo sư tại Đại học Descartes, Paris. 


Sau khi làm việc với các cộng sự viên của mình trên cái hộp sọ được cho là của Descartes một 
thời gian, Bác sĩ Charlier có một số nghi ngờ. Chuyên viên của nhóm Bác sĩ Charlier khám phá ra 
rằng trong hốc mũi của hộp so (hdc xương ethmoidal) có dấu vết cho thấy khi còn sống con 
người có hộp sọ này có một khối u nằm sau mũi và dưới xương hốc mắt. Kích thước khối u là 3 
cm X 1.8 cm (Revue Médicale Suisse 10/2014). Với khối u như thế con người này phải có những 
biểu hiện đau đớn, mùi hôi của hơi thở, và thường xuyên chảy máu ở mũi. Ngoài ra mắt có thể 
bị mờ hoặc mất thị giác. Không tìm thấy dấu vết nào chứng minh rằng con người có hộp sọ này 
đã bị đầu độc bằng thạch tín. 


Bác sĩ Charlier đi tìm dấu vết ở hậu duệ của Descartes để kiểm chứng chỉ dấu của sự di truyền. 
Ngoài ra Bác sĩ Charlier tìm đọc nhiều cuốn tiểu sử của Descartes nhưng không hề thấy tác giả 
nào nói về thị lực và bệnh mũi trầm trọng của Descartes. 


Bác sĩ Charlier viết trên tờ Revue Médicale Suisse (Tạp chí Y Khoa Thụy sĩ) số tháng 10 năm 2014 
rằng ông không dám tin rằng hộp sọ mà ông dá nghiên cứu có phải là hộp sọ cua Descartes hay 
không. 
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2 Có một môn học gọi là Phrénologie chuyên nghiên cứu hộp sọ của người chết để tìm hiểu đặc điểm của con người ấy. 
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Báo Revue Médicale Suisse tháng 10 năm 2014. Jean-Yves-Nau. La vérité sur la mort de 
Descartes n’est pas dans The Lancet. 

Tap chí Sciences et Avenir 29 tháng 9 năm 2015. Mais qu'avait donc René Descartes dans le 
crâne? 

Trang web của Tombes et Sépultures dans les Cimetières. 

Amir D. Aczel. A Strange Wilderness. Sterling. New York. 2011. 

Nhiều tài liệu trên Internet. 


HÌNH HOC PHAN DẠNG lờ gi? 


Tóm tắt: Trong bài này, chúng tôi muốn trình bày sơ lược với độc giả một ngành 
hình học mới: Hình học Phân dạng. Chúng tôi giới thiệu vài mẫu hình phân dạng 
qua hai cách thành lập: cách lặp lại và cách sinh ra từ số phức. Chúng tôi cũng 
trình bày một cách đơn giản về số chiều không nguyên (non-integer dimension) 
của hình phân dạng. 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


Hình học phân dạng (Fractal Geometry) là một ngành mới của Toán học, mới ra 
đời độ chừng hơn nửa thế kỷ nay. Lâu nay người ta thường nghĩ Toán học chỉ gồm 
những con số, những phương trình “khô khan” hoặc là những hình vẽ cứng nhắc 
có nòng cốt là những hình phẳng hoặc những hình khối của Hình học Euclid. Với 
Hình học phân dạng người ta có dịp thưởng thức những hình ảnh đẹp tuyệt vời, 
có khi có thật trong thiên nhiên, mà cũng có khi là sản phẩm của trí tuệ của con 
người và của máy tính, chẳng hạn như vài hình sau đây: 





Hình phân dạng trong thiên nhiên (lá dương xi). 


, “ 


1. Hình học phân dạng là gì? Có xuất xứ như thế nào? 





Lewis Fry Richardson (1881 — 1953), nhà Toán hoc, nhà Khí Tượng học, nha vận động 
Hòa bình, người Anh. 


à 


— 
Unit = 200 km, Unit = 100 km, Unit 2 50 km, 
Length = 2400 km (approx.) Length = 2800 km (approx.) Length = 3400 km (approx.) 





Khi nghiên cứu nguyên do có chiến tranh giữa hai nước, Lewis Richardson dé ý 
đến mối liên hệ giữa xác suất có chiến tranh và độ dài biên giới chung của hai nước 
ấy. Trong khi thu thập dữ liệu, ông nhận ra rằng có sự chênh lệch đáng kể trong 
các con số đo đạt độ dài biên giới giữa nhiều nước. Thí dụ như biên giới giữa Tây 
Ban Nha và Bồ Đào Nha được ghi nhận thay đổi từ 987 km đến 1214 km, còn biên 
giới giữa Hà Lan và Bỉ từ 380 km đến 499 km, tùy theo tài liệu. Ông điều tra thấy 
rằng độ dài biên giới thay đổi do đơn vị dùng trong việc đo đạt thay đổi. Ông công 
bố những dữ liệu thống kê và giả thuyết của mình dựa trên các dữ liệu thu thập 
được. Những dữ liệu và giả thuyết ấy được Benoît Mandelbrot trích dẫn trong bài 
báo nổi tiếng công bố vào năm 1967 trên tờ Science: “How Long Is the Coast of 
Britain?” (Bò biển nước Anh dài bao nhiéu?). Chính bài báo này là viên đá đầu tiên 
đặt nền móng cho ngành Hình học phân dạng, và cũng chính Mandelbrot là người 
tiếp tục những bước kế tiếp trong việc định hình và phát triển ngành học mới này. 


Benoît B. Mandelbrot 
(1924-2010) 

Father of 

Fractal 

Geometry 





Benoît Mandelbrot (1924 - 2010), nhà Toán học Pháp-Mỹ, sinh quán Ba Lan, cha đẻ của 
Hình học phân dạng. 


Benoît Mandelbrot sinh đẻ tại Ba Lan, theo gia đình qua Pháp năm 1936, rồi lớn 
lên học hành tại đây. Sau khi tốt nghiệp trường Đại học Bách Khoa Paris năm 1947, 
ông qua Mỹ học tại CIT (California Institute of technology = Viện kỹ thuật 
California) và lấy bằng Cao học về Hàng không (Aeronautics) năm 1949. Ông trở 
về Pháp lấy bằng Tiến sĩ Toán tại Đại học Paris năm 1952. Năm 1958, ông lại qua 
Mỹ và làm việc tại Viện nghiên cứu IBM và ông làm việc tại đây suốt 35 năm. Trong 
khoảng thời gian nghỉ thường niên, ông được mời làm giáo sư thỉnh giảng tại Đại 
học Yale. Phạm vi nghiên cứu của ông rất rộng: không những nhiều vấn đề về lý 
thuyết Toán mà cả những áp dụng của Toán vào Tin học, Kinh tế và Cơ học lưu 
chất. Khi còn trẻ, ông chịu ảnh hưởng nhiều của người chú ruột, nhà Toán học 
Szolem Mandelbrojt!, một trong những nhà Toán học cùng thời va rất gan gui với 
nhóm Bourbaki. 


Một hình phân dạng là một hình “gai góc lởm chởm (rough)” hoặc một hình có 
một dạng hình học nào đó, có thể được chia ra thành nhiều mảnh nhỏ, mỗi mảnh 
nhỏ - dầu ở kích cỡ nào — đều đồng dạng (hoặc gần như đồng dạng) với toàn thé 
hình. 


Đây chính là câu chữ của B. Mandelbrot, được dùng làm định nghĩa cho từ hình 
phan dạng, tiếng Anh là fractal xuất phát từ chữ La tinh fractus (nghĩa là gay vụn), 
gắn liền với tên của Mandelbrot từ năm 1975. Tính chất đồng dạng trong định 
nghĩa trên được gọi là tính tự đồng dạng (self-similarity). 


Một hình phân dạng thường có những tính chất sau đây: 


1. Có cấu trúc rất tinh tế ở bất cứ kích cỡ nào. Mỗi thành phần của hinh thi 
đồng dạng với toàn thể hình (tính chất tự đồng dạng). 


1 Lưu ý chữ j trong tên của nhà Toán học này theo kiểu người Ba Lan. 


2. Có hình dạng rất bất thường, phức tạp, mà hình học Euclid thông thường 
không dễ dàng mô tả được. 

3. Có thể được tạo dựng bởi phép truy hồi (recursive) hay phép lặp lại 
(iteration) từ một hình đơn giản. 

4. Có số chiều không phäi là số nguyên (non-integer dimension, fractional 
dimension). 


Trong số những tính chất của một hình phân dạng, chúng ta hãy chú ý đến hai tính 
chất quan trọng nhất, đó là tính tự đồng dạng và số chiều không phdi là số nguyên 
mà ta sẽ tìm hiểu trong các phần sau. 


Có hai cách chính để tạo ra một hình phân dạng: cách lặp lại (truy hồi) và cách 
phat sinh từ số phức Julia-Mandelbrot. Chúng ta sẽ giới thiệu hai cách này qua một 
số hình phân dạng quan trọng trong phần dưới đây. 


2. Tam giác Sierpinski. 





Wactaw Sierpinski (1882 — 1969), nhà Toán học người Ba Lan. 


Tam giác Sierpinsli được nhà Toán học Ba Lan Waclaw Sierpinski mô tả lần đầu 
tiên vào năm 1916, đó là một hình phân dạng được thành lập theo lối lặp lại. 
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1. Khởi đầu bằng một tam giác đều. 





2. Chia tam giác ấy thành bốn tam giác đều nhỏ (nhờ trung điểm các cạnh), rồi 
lấy tam giác ở giữa ra. 
3. Lap lại bước 2 cho các tam giác đều nhỏ còn lại. Cứ thế tiếp tục mãi. 


Ta có thể tính chu vi và diện tích các tam giác màu đen để hình thành tam giác 
Sierpinski trong mỗi giai đoạn, từ đó suy ra được chu vi và diện tích của tam giác 
Sierpinski. Kết quả chi tiết của bốn giai đoạn đầu được ghi lại trong bản sau đây: 

















Giai Số Tổng Tổng 
đoạn tam chu vi diện 
giác tích 
0 1 3 1 
1 3 9 3 
2 4 
2 9 27 9 
4 16 
3 27 81 27 
8 64 




















Ta có thé suy ra tổng chu vi và diện tích trong giai đoạn thứ n: 
aV, a" 
3) 9s). 
Cho n > oo, ta có được chu vi và diện tích tam giác Sierpinski là 
P= lim B, = © và S= limS, =0. 
n-0co Too 
Điều có thể gây ngạc nhiên cho một số trong chúng ta là diện tích tam giác 
Sierpinski bằng 0, trong khi chu vi của nó là vô cực. 


Một vài hình phân dạng tương tự như tam giác Sierpinski: 





a 
ae 


Các bước hình thành Tam giác nhánh tam phan Sierpinski (Ternary tree Sierpinski 
triangle). 





Một giai đoạn trong sự thành lập Tứ diện đều Sierpinski (3D Sierpinski tetrahedron). 


3. Bông tuyết Koch. 





Von Koch (1870 — 1924), nhà Toán học Thụy Điển. 


Bông tuyết Koch (Koch snowƒlake) là một hình phân dạng có được bằng phương 
pháp lập lại - như cách thành lập tam giác Sierpinski - do nhà Toán học Thụy điển 
Von Koch mô tả vào năm 1904 trong bài báo viết bằng tiếng Pháp nhan đề “Sur 
une courbe continue sans tangente, obtenue par une construction géométrique 


élémentaire” (Về một đường cong liên tục không tiếp tuyến, có được bằng một 
phép vẽ hinh hoc đơn gián). 


Trước hết ta hãy nói về đường cong Koch. 


e Đường cong Koch. 


Stage 0 


Stage 1 


Stage 3 


Stage 4 


Continue ... 


ON — 
an ke 
wus Er 


Cach thanh lap nhu sau: 


1. Khoi đầu bang một đoạn thang. 

2. Chia đoạn thẳng thành ba phần bằng nhau. Thay đoạn giữa bang hai 
đoạn bằng nhau (và bằng đọan thay thế), tạo với nhau một góc bằng 600. 

3. Lap lại bước 2 cho bốn đoạn thang trong phần trên. Cứ thế tiếp tục mãi. 


Có thể tính được độ dài đường gấp khúc ở bước thứ n là (nếu đoạn thẳng khởi 
đầu dài bằng 1): 


Từ đó suy ra độ dài đường cong Koch là 


L= lim Lạ - oo. 


ñn— 00 


e Bông tuyết Koch. 


Stage 0 Stage 1 


Stage 2 Stage 3 


Ta bắt đầu bằng một tam giác đều. Trên mỗi cạnh ta dựng các đường đường gấp khúc để tạo 
nên đường cong Koch như đã nói ở phần trên, ta được một hình gọi là bông tuyết Koch (Koch 
snowflake). 


Vi chiều dài của đường cong Koch trên mỗi canh tam giác bằng vô cực, cho nên chu vi hình bông 
tuyết Koch bằng vô cực. 


Bây giờ ta thử tính diện tích phần bên trong của bông tuyết Koch. Mục tiêu chính là tìm một 
biểu thức cho diện tích phần giới hạn bởi đường gấp khúc ở giai đoạn tổng quát — giai đoạn thứ 
n. 


Trước hết gọi Ao là diện tích tam giác đều cho sẵn. Ở giai đoạn thứ nhất, diện tích tương ứng là 
tổng của Ao với diện tích 3 tam giác đều nhỏ. Dễ thấy rằng diện tích mỗi tam giác đều nhỏ này 


» A de ue. M ae - "`". 
bằng = . Như vậy diện tích cần tính trong giai đoạn thứ nhất là 
A 
A4 = Áo + 3: r3 : 
Ở giai đoạn thứ hai, diện tích tương ứng là tổng của A1 với diện tích 12 tam giác đều nhỏ. Diện 
y X. sử `" 2 à S B 1 A A ^ vA y ^ y 
tích môi tam giác déu nhỏ trong trường hợp này bằng "E = = mi . Như vậy diện tích cần tính 


trong giai đoạn thứ hai là 
A, = 4 +122., 


Làm tiếp các giai đoạn sau và sắp xếp lại các kết quả ta được: 


4ì = Ag t 3A04° 


A» = Ay t 3Aa4l 


2 


1 
ry? 
) t 3Ao4! (5) 
1 2 3 
1 1 
) + 3404! (5) + 3404? (s) 


n | 1 1 

An = Ao + -— ui (5) 
3, e /4V 
= Ag + 142 (3) 


i=] 


Aa — A» t 3Aa4? 


— Ao I 3A04° 


( 
( 
= Áo 3 san ( 


Do đó diện tích của hinh bông tuyết Koch tính bởi 


i 
A= lim 4, = Ag + 2? lim ta (S) =. 


Ti>oo 4 nc 


Đây cũng là một thí du cho thấy một đường cong kín dài vô tận có thể giới han một diện tích 
hữu hạn. 


e Một vài hình biến tấu từ bông tuyết Koch. 





4. Hình phân dạng sinh ra từ số phức. 

Có hai nhà Toán học tiên phong trong lãnh vực nghiên cứu này: Gaston Julia và 
Benoît Mandelbrot. Về nhà Toán học Mandelbrot chúng tôi đã có nói ở phần đầu 
của bài này, ở đây xin được có vài nét về nhà toán học Gaston Julia. 





LECONS 


FONCTIONS UNIFORMES 
A POINT SINGULIER ESSENTIEL ISOLE 
PROFESSERS AU COLLEGE DE FRANCE 
"A 
Gaston JULIA 


P- FELAMANT 
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Một số sách giáo khoa Toán của Gaston Julia (trước và trong thế chiến thứ II). 


Gaston Julia sinh ra và lớn lên ở Algérie, một thuộc địa của Pháp ở Bắc Phi. Thuở 
nhỏ ông rất thích âm nhạc và Toán học. Ông đậu vào trường Cao đẳng Sư Phạm 
Paris danh tiếng. Năm 21 tuổi, đang học năm cuối, thì thế chiến thứ nhất bùng 
nổ, chàng tuổi trẻ đã phải “xếp bút nghiên theo việc đao cung”, và chẳng may bị 
thương mất hoàn toàn chiếc mũi. Bao nhiêu lần chữa trị tái tạo không thành công, 
Julia đành phải mang một miếng da - tự chế - che khoảng trống ấy suốt đời. Trong 
thời gian 1916 — 1917, khi còn nằm tại bệnh viện, ông đã viết một bài nghiên cứu 
mang tên “Étude sur les formes binaires non quadratiques à indéterminées réelles 


10 


11 


ou complexes, ou à indéterminées conjuguées” gởi đến Hàn Lâm Viện Khoa học 
Paris để được xin được thẩm định. Chủ tịch hội đồng là nhà Toán học nổi tiếng 
Emile Picard và một trong những giám khảo là nhà Toán học sáng lập ra lý thuyết 
độ đo Henri Lebesgue, tất cả đều đồng ý cấp cho Julia bằng Tiến sĩ đặc cách với lời 
khen ngợi. Năm 25 tuổi, Julia công bố một bài viết dài 199 trang mang tựa đề 
“Mémoire sur l'itération des fonctions rationelles”, trong đó ông đưa ra ý tưởng 
về sự lặp lại của hàm phức, ý tưởng này làm nguồn cảm hứng cho Mandelbrot xây 
dựng nên ngành hình học phân dạng sau này. Với bài nghiên cứu ấy, ông được 
tặng thưởng giải thưởng lớn của Hàn Lâm Viện Khoa học ( Grand 
Prix de l'Académie des Sciences) năm 1919. Trong thời gian dạy học, ông viết 
không dưới 10 cuốn sách giáo khoa, làm hành trang cho rất nhiều thế hệ sinh viên 
Toán học khắp nơi thế giới). 


1. Tập hợp Mandelbrot. 
Tập hợp Mandelbrot là tập hợp các điểm zo trong mặt phẳng phức sao cho phép 
lặp lại định bởi hệ thức 
ASE + Zo 
bi chặn. 
Thí dụ: 
e . Vớizo= 1. Ta có: 

Z1= Zo?+Zo= 1+1 =2 
Z¿=Z12†+Zzog= 4+1 = 5 
Za=Z;?+zạ = 25+1 = 26 
Z4=Z3°+Zy = 25+1 = 677 


Day số (Zn) không bị chặn. Do đó zo = 1 không thuộc về tập hợp Mandelbrot. 
e  Vóizo- i. Ta có: 


Z47 Zo2+Zo= ®+i= -1+i 
Zo = z4*zg- (-1+i} +i = - i 


Z47 Z12+zạ= (- + i= -1*i 


Day số (Zn) bi chặn. Do đó zo =i thuộc về tập hợp Mandelbrot. 


2 Người viết bài này còn nhớ đã nhiều lần xử dụng sách của Julia ở thư viện trường ĐH Khoa học và DH Sư phạm 
Saigon trong những năm 1963-1967. Tất cả sách của ông đều do nhà Gauthier-Villars xuất bản (L.Q.A). 
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Tập hợp Mandelbrot. 
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Hình phóng lớn ở khu vực thung lũng cá ngưa (sea horse valley) trong tập hợp 
Mandelbrot. 
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Hình phóng lớn ở thung lũng voi (Elephant valley) trong tập hợp Mandelbrot. 


Ta chú ý tính tự đồng dạng của hình ở mọi nơi cho dù ở cỡ (size) rất nhỏ. 


13 


2. Tập hợp Julia. 
Xem qui luật lặp lại định bởi: 


Zn+1 = zè+ C 


trong đó c cố định (có giá tri cho sẵn). 

Tập hợp Julia là tập hợp tất cả các điểm z bị chặn trong mặt phẳng 
phức qua phép lặp lại định bởi phương trình trên. Ta lưu ý ngay sự khác 
nhau của định nghĩa này và định nghĩa của tập hợp Mandelbrot ở chỗ 
giá trị của số c ở đây cho sẵn. 

Như vậy với mỗi giá trị của c ta có một tập hợp Julia tương ứng, cho 
nên sẽ có vô số tập hợp Julia khác nhau. Dưới đây là vài tập hợp Julia 
ứng với những giá trị khác nhau của c (Nguồn: Internet). 





c= -0.52 + 0.57i. c = -1.037 + 0.17i. 





c=1-ọ (trong đó ọ là số vàng). c = -0.624 + 0.435i. 


Nếu thay đổi qui luật lặp lại, ta có thể có một số hình phân dạng khác. Xem các 
thí dụ sau với hàm qui định đi kèm: 





Zn+1-27 + 0.484. Zn+1-23 + 0.4 


5. Số chiều của một hình phân dạng. 
Trước khi nói tới số chiều của một hình phân dạng chúng ta hãy trở về khái niệm 
thông thường (mà chúng ta rất quen thuộc) trong hình học Euclid. 
Trong hình học Euclid: 
e Số chiều của một điểm là 0. 
e Số chiều của đường thẳng là 1. 
e Số chiều của mặt phẳng là 2. 
e SÕ chiều của không gian (ta dang sống) là 3. 


Lý do mà chúng ta đưa ra là: một điểm trên đường thẳng (trục số) được xác định 
bởi 1 con số x; một điểm trong mặt phẳng (mặt phẳng tọa độ) được xác định bởi 
2 con số (x,y); và một điểm trong không gian được xác định bởi 3 con số (x,y,z). 
Chúng ta chấp nhận thoải mái và không có gì hoài nghi cả. 


Cũng trong tinh thần đó, khi nói đoạn thẳng là hình có 1 chiều, hình vuông là hình 
có 2 chiều, và hình lập phương là hình có 3 chiều, chúng ta cũng chấp nhận dễ 
dàng, có thể nhờ trực giác. Thật ra cần phải có lời giải thích bởi vì trực giác không 
phải lúc nào cũng đáng tin cậy. 


Ta thử đề nghị cách giải thích sau đây, và từ cách giải thích này chúng ta sẽ hiểu 
được định nghĩa số chiều cho một hình phân dạng. 


Hình dưới đây khởi đầu gồm 1 đoạn thẳng, một hình vuông, và một hình lập 
phương (khối vuông). Ta lần lượt chia đoạn thẳng thành 2, 3 đoạn bằng nhau; 
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hình vuông thành 4, 9 hình vuông nhỏ bằng nhau; khối vuông thành 8, 27 khối 
vuông nhỏ bằng nhau. 


D=1 D=2 D=3 
r =2. TT 
N=2 
N=4 
N=8 
N=3 
N=9 
N=27 
D 
N=r 


Trong sơ đồ trên, r là yếu tố bị chia, N là số hình nhỏ đồng dạng với hình cũ, và D 
là số chiều. Ba đại lượng này liên kết với nhau qua hệ thức: 
N=r?. (1) 

Thí dụ trong hình, hàng thứ ba, ta có thể thấy công thức (1) được kiểm chứng như 
sau. Yếu tố bị chia r = 3. Doan thẳng bị chia thành N = 3 đọan thẳng nhỏ, và số 
chiều của đoạn thẳng D = 1. Cũng trong hàng này, hình vuông bị chia thành N = 9 
hình vuông nhỏ, và số chiều của hình vuông D = 2, trong khi đó với khối vuông thì 
N=27vàD=3. 


Phương trình (1) có dạng tương đương sau đây khi được chuyển qua ín (logarithm 
tự nhiên, tức là logarit cơ số e): 


_InN 
Inr? 


(2) 
Đối với các hình phân dạng, công thức dinh số chiều vẫn là (2) trong đó: 
N = số các mảnh tự đồng dạng và r = yếu tố bị chia. 


e Bông tuyết Koch: 


UN TAY CA xxx xxx 


Vìr=3vàN = 4 cho nên 
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e Tam giác Sierpinski: 


NES A À À 
AA AA fade 
À À À A À À 
. BAMA 2Á đa. 
oc sẽ si 


2 3 


e Tám thảm Sierpinski: 


Vìr=3 và N =8 cho nên 





n ` ln8 
Số chiều = D = — + 1.892. 
ln3 


Nhận xét: 

1. Số chiều trong các trường hợp trên đều không phải là số nguyên. Số chiều càng gần 
1 thì tập hợp càng gần với một đường (thẳng hay cong), số chiều càng gần 1.5 thì tập 
hợp càng gần với tam giác, và số chiều càng gần 2 thì tập hợp càng gần với hình vuông. 

2. Người ta còn có thể định nghĩa số chiều của một tập hợp một cách khác, có thể chính 
xác hơn - thích ứng cho cả cho những trường hợp hình phân dạng phức tạp hơn - bởi 
công thức sau 

D= limsup () . (3) 


r0 Inr 
Số chiều của một tập hợp định bởi công thức (3) có tên là box dimension (chúng tôi 
chưa có từ Việt để chuyển). Ngoài ra còn nhiều công thức khác để định số chiều của 
một tập hợp, nhưng tất cả đều phải trùng nhau ở những hình đơn giản diễn tả được 
bằng hình học Euclid. 


6. Một số hình phân dạng trong tự nhiên. 


level 0 level 1 level 2 level 3 
level 0 level 1 level 2 level 3 


Hai mẫu phân nhánh cây (dựa theo thiên nhiên). 


hình phân dạng. 





A 2 


Bông cai Romanesco 





LA Se. ù 
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Bí mật của thiên nhiên: Hình chụp trên một cánh đồng lấy từ 
http://alexandraduchesne.blogspot.com 


Thư Mục 


Hiện nay tài liệu để học tập và nghiên cứu về Hình học phân dạng có nhiều. Chúng 
tôi xin giới thiệu với bạn đọc có quan tâm một vài tài liệu có tính cách giáo khoa ít 
đòi hỏi kiến thức ban đầu như dưới đây. 


1. Falconer K., The geometry of fractal sets. Cambridge University Press, 
Cambridge, 1985. 


2. Falconer K., Fractal geometry. John Wiley & Sons, Chichester, 1990. 
3. Falconer K., Techniques in fractal geometry. John Wiley & Sons, Chichester, 
1997. 
4. Frame M., Mandelbrot B., Neger N., Fractal geometry. Yale University, 
2005. 
5. Hata M., Kigami J., Yamaguti M., Mathematics of Fractals. Amer. 
Math. Soc., 1997. 


6. Leifsson P., Fractal sets and Dimensions. www.diva- 
ortal.org/smash/get/diva2:22333/FULLTEXTO1.pdf 


Tất cả các sách trên đều có tính cách giáo khoa, viết rất có hệ thống, dễ hoc. Falconer 
là tác gid một loạt sách giáo khoa về hình phân dạng và số chiều của hình phân dạng. 
Sách viết rất nghiêm túc, đã và đang là tài liệu giáo khoa cho nhiều trường. Riêng cuốn 
cuối, đó là Luận Án của Partik Leifsson, một sinh viên Cao học Thụy Điển, trình năm 
2006. Sách được biên soạn lại, dễ đọc. 


Một cái nhìn mới về chuyện 
Ba Bai Toán Cö Hy Lạp 
Lê Quang Ánh, Ph.D. 
Tóm tắt. 
Bài viết này có hai phần. Trong phần đầu, chúng tôi sẽ trình bày ba bài Toán cổ 
nổi tiếng của người Hy lạp không giải được bằng thước kẻ! và compa. Trong 
phần hai chúng tôi sẽ trình bày sơ lược về trường mở rộng, trường các số dựng 


được và phát biểu định Lý Wantzel. Từ đó chứng minh được ba bài toán cổ Hy 
Lạp là không thể giải được bằng thước kẻ và compa. 


Bài viết có tính phổ thông, cho nên trong phần hai chúng tôi chỉ nêu các ý chính 
cần thiết của lý thuyết trường thông qua thí dụ, tuy nhiên chúng tôi vẫn bảo 
đảm tính chính xác Toán học của nội dung. 


l. Ba bài toán cổ Hy Lạp 


Những bài toán dựng hình bằng thước kẻ và compa được người Hy lạp quan tâm 
từ rất lâu, trước thời Euclid hàng trăm năm. Ba tiên đề đầu tiên của Euclid trong 
bộ Elements qui định “luật chơi” rõ ràng hơn: 


1. Qua hai điểm dựng được một đường thẳng. 

2. Một đoạn thẳng (hữu hạn) có thể được kéo dài thành một đường thẳng 
(vô hạn). 

3. Có thể dựng được một đường tròn với tâm là một điểm cho sẵn và bán 
kính bằng độ dài một đoạn thẳng cho sẵn. 


Người Hy lạp có thể dựng được rất nhiều bài toán bằng thước kẻ và compa một 
cách chặt chẽ, tức là tuân thủ sát sao các “luật chơi” trên. Thí dụ như dựng đường 
trung trực của một đoạn thẳng, đường phân giác của một góc, dựng tam giác đều 
với độ dài các cạnh cho san, dựng được dé dài V2, V3....Tuy nhiên có ba bài toán 
sau đây các nhà Toán học không làm được, mặc dù qua thời gian hàng nghìn năm 
với với nổ lực không ngừng. Và họ cũng không thể chứng minh được là ba bài 
toán ấy không thể giải được bằng thước kẻ và compa. Cho tới thế kỷ 19, chính 
xác là vào năm 1837, tức là hơn 2 ngàn năm sau, Pierre Wantzel (1814 — 1848), 
một nhà Toán học người Pháp, chứng minh được ba bài toán ấy là không thể giải 
được bằng thước kẻ và compa. Khi ấy ông mới 23 tuổi. Đó là các bài toán: 


1 Thước kẻ nói ở đây là thước kẻ không chia khắc (unmarked ruler). 


Khai phương hình tròn (Squaring the circle), Tam phân góc (Trisecting the angle), 
và Nhân đôi khối vuông (Duplicating the cube). 


. Compass 





Straight Edge 


1.1 Vai bài toán khai phương đơn giản 

Khai phương một hình nào đó là vẽ (dựng) một hình vuông có diện tích bằng diện 

tích hình cho sẵn. 

Trước khi đi vào xem xét vài thí dụ về khai phương, độc giả nên ghi nhớ rằng giao 

điểm của hai đường đã dựng được xem như dựng được, từ đó góc vuông, trung 

điểm của một đoạn thẳng, phân giác của một góc,...vân vân là những hình xem 

như dựng được. 

Dưới đây là vài bài toán khai phương đơn giản mà người Hy lạp cổ đại đã biết làm. 
1. Khai phương hình chữ nhật. 





Cho sẵn hình chữ nhật ABCD. Dựng điểm E trên phần nối dài của đường thẳng 
AB về phía B sao cho BE = BC. Dựng trung điểm M của đoạn AE. Dựng đường 
tròn tâm M đường khính AE. Dựng giao điểm F của đường thẳng CB và đường 
tròn này. Dựng hình vuông BFLK. Diện tích hình vuông này bằng diện tích hình 
chữ nhật ABCD đã cho. 
Chứng minh: Tam giác AEF vuông ở F có đường cao FB, cho nên 
dt(ABCD) = BA.BC = BA.BE = BF’. 
dt(BFLK) = BF?. 
Vì vậy diện tích hình vuông BFLK bằng diện tích hình chữ nhật ABCD. 














2. Khai phương hình tam giác. 


Cho sẵn tam giác ABC. Để khai phương tam giác này, ta chỉ cần dựng được một 
hình chữ nhật có cùng diện tích với tam giác, rồi áp dụng thí dụ 1. 

Dựng đường cao CD của tam giác ABC. Dựng trung điểm E của CD. Dựng hai hình 
chữ nhật ADEG và DEFB. Khi ấy hình chữ nhật ABFG có cùng diện tích với tam 
giác ABC. Kiểm chứng khá dễ dàng. 














3. Khai phương hinh da giác lồi. 

Cho một tứ giác lồi P1P2P3P4. Ta chỉ cần dựng được một tam giác có diện tích 
bằng diện tích tứ giác ấy là đủ. Muốn vậy qua P4 ta dựng đường tháng song song 
với đường thẳng PiP3. Dựng giao điểm Ps của đường thẳng này với đường thẳng 
P2P3. Khi ấy diện tích hai tam giác P1P3P4 và PiP3Ps là bằng nhau. Suy ra tam giác 
P1P2Ps và tứ giác P1P2P3P4 có diện tích bằng nhau . 
Bằng cách ấy ta có thể đem ngũ giác về tứ giác, lục giác về ngũ giác,...và như vậy 
có thể đem một đa giác lồi n cạnh về một tam giác. 

















1.2 Bài toán khai phương hình tròn 

Khai phương một hình tròn tức là dựng một hình vuông có cùng diện tích với diện 
tích hình tròn. Day là một trong những bài toán hấp dẫn trong lich sử phát triển 
Toán học từ thời cổ đại cho tới thời kỳ cận đại. Bài toán này có liên quan đến bài 
toán xác định số n. 

Người ta tìm thấy bài toán này xuất hiện đầu tiên trong một tài liệu cổ Ai Cập có 
tên là Rhind Papyrus, đặt theo tên của nhà Ai Cập học người Anh Henry Rhind 
(1833 — 1863). Ong ta mua được tài liệu này vào năm 1858. Đó là một cuộn giấy, 
loại giấy cổ, dài 6 mét, khổ (ngang) 1/3 mét, do một người Ai Cập tên là Ahmes 
chép lại vào năm 1650 trước Tây lịch. Tài liệu gốc được cho là xuất hiện trước đó 


khoảng 200 năm, có nghĩa là tài liệu gốc được viết khoảng năm 1850 trước Tây 
lịch. 





Một trang của Rhind Papyrus, tài liệu hiện được lưu giữ tại British Museum. 


Trong Rhind Papyrus, có bài toán số 50 liên quan đến việc khai phương hình tròn. 
Lời giải như sau: Dựng một đường kính của hình tròn, bỏ 1/9 đường kính này, 
dựng hình vuông có cạnh bằng 8/9 phần còn lại của đường kính. Khi ấy diện tích 
hình vuông bằng diện tích hình tròn (xem hình dưới). Ta thử xem phép tính đúng 


cỡ nào. 


al 
| 


eee x BP TR RENE ‘ 2 
Diện tích hình vuông = (=) = dién tich hinh tron = T. 





i 







fe 52 Z2 = 3.1605. 
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Một giá trị khá chính xác của số n (so với 3.14159) có được từ gan 2 ngàn năm 
trước Tây lịch. Trong Rhind Papyrus, không có thêm chỉ tiết cách dựng hình. 


Người Hy Lạp cổ đại quan tâm nhiều đến việc làm thế nào dựng được hình vuông 
có cùng diện tích với hình tròn bằng thước kẻ và compa. Trong quá trình tìm kiếm 
lời giải (chưa có ai tìm ra), họ trải qua một số bài toán trung gian thú vị. 


Người đầu tiên được ghi nhận quan tâm đến vấn đề là Anaxagoros (khoảng 499 - 
427 trước TL). Ông ta giải toán trong thời gian ở trong tù (bị cho là có cảm tình 
với người Ba Tư). Chuyện nay do nhà văn Hy Lap Plutarch (khoảng 46 — 120 sau 
TL) kể lại. Không có dấu vết lưu lại những gì Anaxagoros đã làm được. 


Tiếp theo là Hippocrates of Chios (khoảng 440 trước TL) — tức là Hippocrates người 
của đảo Chios?, một hòn đảo nhỏ của Hy Lạp. Ông chứng minh được diện tích bốn 
hình “trăng lưỡi liềm” (gọi là Lunes of Hippocrates) bằng diện tích hình vuông 
trong bài toán sau (do Simplicius, khoảng 530 sau TL, viết lai). Đây được xem là 
bài giải một phần của bài toán khai phương hình tròn. 
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Circle on AD 
as diameter 


Cho hình vuông ABCD cạnh có chiều dai a nội tiếp trong đường tròn. Bên ngoài 
hình vuông dựng các nửa đường tròn đường kính là các cạnh hình vuông. Phần 
mặt phẳng nằm giữa các nửa đường tròn này với đường tròn ngoại tiếp của hình 
vuông là các trăng lưỡi liềm Hippocrates. Hippocrates chứng minh được rằng tổng 
diện tích bốn mặt trăng ấy bằng diện tích hình vuông ABCD như sau: 


Diện tích hình vuông = a”. 


2 
Diện tích hình tròn ngoại tiếp hình vuông = es n- = TL. 
2 


oA ; 2 ` ` ~ ^ ` ^ a 
Diện tích nửa hình tròn vẽ trên cạnh hình vuông = ru 
"P À iii PS a? 1 fa? a? 
Diện tích một mát tráng lưỡi liém = "XE F (= T — a?) s 





Như vậy tổng diện tích bón mát trăng ấy bằng diện tích hinh vuông ABCD. 











Archimedes (287 — 212 trước TL) là nhà Toán học cổ Hy Lạp đi khá xa trong vấn đề 
này. Trong bài viết Measurement of a Circle (phép đo đường tròn) Archimedes đã 
chứng minh được ba tính chất sau đây: 


1. Diện tích hình tròn bằng diện tích tam giác vuông mà hai canh góc vuông 
có độ dài là bán kính và chu vi hình tròn. 

2. Diện tích hình tròn bằng diện tích hình vuông có cạnh dài bằng đường 
kính hình tròn nhân với tỉ số Z, 

3. TỈ số giữa chu vi hình tròn và độ dài đường kính của nó nằm giữa hai giá 

10 


. 10 4, 
trị 3+ — và 3 + —. 
71 70 


? Không nên lầm lẫn với Hippocrates of Cos, người của đảo Cos, cũng là một hòn đảo nhỏ của Hy Lạp, cha đẻ của Y 
học (lời thề Hippocrates của sinh viên Y khoa khi tốt nghiệp). 


Qua tính chất thứ nhất, Archimedes đã đưa bài toán khai phương hình tròn về bài 
toán “thẳng hóa" (rectification) chu vi hình tròn, nghĩa là bài toán dựng (hinh học) 
sõn. Với tính chất thứ ba, Archimedes đã cung cáp cho ta một giá trị khá đơn giản 
và khá chính xác số n. Đó là n = z (= 3,143). Về tính chất thứ hai, đó chỉ là hệ qua 
của hai tích chất kia mà thôi. Việc diện tích hình tròn tỉ lệ thuận với bình phương 
đường kính của nó đã được Euclid nói tới rồi”, ở đây Archimedes chỉ thêm chỉ tiết 
về hằng số tỉ lệ. 


Như vậy Archimedes vẫn chưa đưa ra được cách dựng hình học (thước kẻ và 
compa) của bài toán khai phương hình tròn. Archimedes có ý muốn nhân bài toán 
này, đưa nó sang một lối rẽ khác. Trong tác phẩm On Spirals (về những đường 
xoắn ốc), Archimedes mô tả rằng việc dựng tiếp tuyến với đường xoắn ốc (mang 
tên đường xoắn óc Archimedes) cho phép giải bài toán “thẳng hóa" chu vi hinh 
tròn. Có người nói như vậy là Archimedes đã giải xong bài toán khai phương hinh 
tròn, nhưng chính Archimedes thi phủ nhận vì đường xoắn ốc của ông và tiếp 
tuyến của nó không thé dựng được bằng thước ké và compa (Theo M. 
Chasles, Aperçu Historique..., p. 15-16). 














Đường xoắc ốc Archimedes và tiếp tuyến. Hình tròn và tam giác OPT có cùng diện tích. 


Qua đến thời kỳ trung cổ ở Châu Âu có nhà Toán học Franken de Liège (khoảng 
1020 — 1083) quan tâm tới bài toán này. Trong tác phẩm De quadratura circuli 
(khai phương hình tròn) xuất bản năm 1050, Francon giải bài toán với hình tròn có 
đường kính d = 14 một cách cụ thể. 


3 Éléments d'Euclide, livre XII, § 2. 





d=14 a=14 


Ông chia hình tròn thành 44 quạt tròn (sectors) rồi ráp lại thành một hình chữ nhật 
kích thước a = 14 và b = 11. Như vậy 

14 x 11= 154 - 7?x m, và do đó n=+. 
Qua thế kỷ 17, trong tác phẩm De circuli magnitudine inventa xuất bản vào nam 
1654, người ta thấy nhà Toán học Christian Huygens (1629 - 1695) cho nội tiếp và 
ngoại tiếp hình tròn bởi những đa giác đều, rồi tính diện tích hai đa giác ấy. 
Phương pháp này được cho là do Archimedes đã nghĩ ra, nhưng Archimedes không 
đi xa hơn. Huygens cho tăng dần số cạnh của hai đa giác để hy vọng tìm ra diện 
tích hình tròn. Tiếc thay, thời ấy chưa có khái niệm giới hạn, và ông bế tắc khi đối 
diện với chuổi số vô tận. 





Bài toán khai phương hình tròn giải bằng thước kẻ và compa còn trải qua nhiều 
thăng trầm nữa, nhưng tựu trung lại cũng chỉ là bài toán dựng số Vr bằng thước 
kẻ và compa. Người ta không giải được và cũng không chứng minh được là bài 
toán không thể giải được. Phải đợi đến thế kỷ 19. 


1.3 Bài toán nhân đôi một khối vuông 


Bài toán này còn được biết dưới tên là Bài toán Delian* do câu chuyện bi thảm sau 
đây. Vào năm 429 trước TL, có một trận dịch hoành hành ở Athens giết chết một 


* Cư dân của đảo Delos (Hy Lạp) được gọi là Delian. 


phần tư dân số thành phố. Thiên tai kéo dài dai däng, tái di tái lại, nguyên do được 
cho là thần linh đòi mang Pericles?. 





Vị trí đảo Delos trong biển Eagea và dấu tích đền đài trên đảo còn lại ngày nay. 
(Wikipedia). 


Đảo Delos nằm trong biển Eagea, một phần của Địa Trung Hải, trải dài từ Hy Lạp 
cho tới đảo Crete. Đó là một đảo nhỏ, khô cằn, nằm ở giữa quần đảo Cyclades 
(cycle = cái vòng tròn), một chòm đảo nằm vòng quanh đảo Delos. Vì có vị trí trung 
tâm đặc biệt trong quần đảo Cyclades nên người Hy Lạp cổ đại coi Delos là nơi linh 
thiêng, và do đó mỗi thành phố trên đất nước Hy Lạp xây một ngôi đền dành cho 
vị thần của thành phố của mình trên mảnh đất này. Vết tích đền đài đổ vỡ trên 
đảo vẫn còn nhìn thấy ngày nay. (Có thể đến đảo này bằng thuyền dễ dàng, đi từ 
thành phố Mykokos gần đó). 


Khi trận dịch lan tràn khắp Athens vào năm 430 trước TL, dân Athens cố gắng giành 
lại cuộc sống trước điều mà họ tin rằng là sự phẫn nộ của các vị thần linh. Họ cử 
một phái đoàn đến đền Delphi, đền này nằm trong đất liền không xa Athens là 
bao, để xin lời sấm truyền của các thần linh về số phận của họ. Sấm truyền rằng: 
“Thần Apollo muốn làm gấp đôi ngôi đền của mình trên đảo Delos." 


Dân Athens hăm hở xúc tiến công việc. Người ta làm gấp đôi chiều dài, chiều rộng, 
và chiều cao ngôi đền Athenian, nơi thờ thần Apollo trên đảo Delos. Nhưng bệnh 
dịch vẫn tiếp tục hoành hành. Vì thế dân Athens lại gởi một đoàn đại biểu nữa 
đến đền Delphi để xin sấm truyền tại sao thần Apollo vẫn còn lên cơ thịnh nộ với 
họ và cầu xin chấm dứt cơn dịch bệnh, và dù sao họ cũng đã thực hiện đúng những 


5 Pericles là một vị tướng, một chính khách có tài hùng biện và có ảnh hưởng lớn trên Athens trong thời ky vàng 
của Hy Lạp (Wikipedia). 


gì sấm truyền đã bảo họ phải làm. “Không,” sấm truyền trả lời, “các người đã 
không làm đúng những gì phải làm. Hãy trở về Delos và làm những gì mà thần 
linh đã yêu cầu.” 


Những người thợ và kỹ su của Athens mau chóng hiểu ra là tại sao họ thất bại: 
Thần Apollo muốn thể tích ngôi đền hình khối được nhân đôi lên, chứ không phải 
các cạnh được nhân đôi. Nếu họ nhân đôi các cạnh của ngôi đền hình khối thì họ 
đã tăng thể tích lên 8 lần vì 

2a.2b.2c = 23 abc = 8abc. 


Điều họ cần làm để tăng gấp đôi thể tích ngôi đền là phải tăng chiều dài, chiều 
rộng, và chiều cao ngôi đền bằng cách nhân độ dài ba cạnh ấy với thừa số bằng 
căn số bác ba của 2. Chi có cách này mới làm thé tích tăng gấp đôi lên thôi, vì 


V2 a. V2 b. V2c= (W2) abc = 2abc. 


Những người thợ xây và những kỹ sư hiểu ra rằng họ phải quay về hình khối của 
ngôi đền nguyên thủy, dùng những dụng cụ nghề nghiệp, nghĩa là thước kẻ và 
compa, nới dài ba cạnh của ngôi đền bằng cách nhân các độ dài với với thừa số là 
căn số bậc ba của 2. Nhưng họ không làm được, và cơn dịch bệnh vẫn tiếp tục 
hoành hành. 


Như chúng ta sẽ thấy, công trình của Pierre Wantzel ở thế kỷ 19 chứng minh rằng 
bài toán Delian của câu chuyện trên - gấp đôi thể tích một hình khối cho sẵn mà 
chỉ dùng thước kẻ và compa - tức là bài toán dựng hình học một đoạn thẳng có 
chiều dài bằng V2, là không giải được. 


1.4 Bài toán tam phân góc 


Tam phân một góc là chia góc ấy thành ba góc bằng nhau. Cũng như hai bài toán 
trước, việc làm phải được thực hiện bằng thước kẻ và compa. 


Trước hết ta nhắc lại rằng, từ thời cổ đại, người ta đã biết cách dùng thước kẻ và 
compa để chia bất kỳ một góc nào thành hai góc bằng nhau (dựng phân gidc một 
góc). Hình vẽ dưới đây cho thấy cách dựng bài toán đơn giản ấy: 
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Cách dựng: Cho góc xOy. Dựng hai điểm A và B trên Ox và Oy sao cho OA = OB. 
Dựng một cung tròn tâm A và một cung tròn tâm B cùng bán kính, bán kính đủ lớn 
cho chúng cắt nhau tại C. Tia OC là phân giác của góc AOB. 














Việc chia một góc bất kỳ ra thành hai góc bằng nhau quá dễ dàng khiến cho người 
ta nghĩ đến việc chia một góc bất kỳ ra thành ba góc bằng nhau. Ngoại trừ một số 
trường hợp đặc biệt, như trường hợp chia góc vuông mà chúng ta sẽ nói dưới đây, 
còn trường hợp tổng quát bài toán chưa giải được mặc dù trải qua hàng ngàn năm 
thử thách. 


Hippias của thành phố Elis (nằm ở phía Tây-Nam Hy Lạp), sống cùng thời với 
Socrates (thế kỷ thứ năm trước TL), được xem như là người đầu tiên giải bài toán 
này và thất bại. Tiếp theo sau là danh sách nhiều nhà Toán học khác: Hippocrates, 
Archimedes, Nicomedes, Pappus, Leonardo da Vinci, Descartes, Pascal, Leibniz, 
Newton, Gauss,... Tất cả họ đều không thành công với hai dụng cụ thước kẻ và 
compa (đôi khi họ vi phạm luật chơi mà không biết như trường hợp Hippocrates 
và Archimedes), cho nên họ nghĩ ra cách khác, trong đó có cách cơ học và cách 
dựa trên những đường cong mới do họ sáng tạo ra. 


Bài toán này, cũng như bao nhiêu bài toán khó khác, đã thúc đẩy sự phát triển của 
Toán học về nhiều hướng khác nhau, khác với mục đích nguyên thủy. 


Dưới đây ta hãy xem một số cách giải bài toán này, đúng luật chơi, hoặc nhờ những 
phương tiên khác. 


1. Tam phán góc vuông. 
Đây là trường hợp đặc biệt giải được bằng thước kẻ và compa. Cách giải: 
E 


Cho góc vuông BAC. Dựng đường tròn tâm A cát AB tai E. Dung đường tròn tám E 
cùng bán kính với đường tròn trước. Hai đường tròn cắt nhau tại D. Tam giác AED 
đều, cho nên góc CAD = 30 độ. Chỉ cần chia đôi góc BAD = 60 độ là xong. 














Sau đây chúng tôi giới thiệu một số cách giải khác cho bài toán tam phân một góc 
tổng quát. 
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2. Tam phân góc bất kỳ: cách của Hippocrates. 


F x E 


à D B 


Cho một góc BAC (tùy ý). Dựng CD vuông góc với AB tại D. Dựng hình chữ nhật 
ADCF. Trên nửa đường thẳng FC (về hướng C) lấy một điểm E sao cho AE cắt CD tại 
H với HE = 2AC. Khi ấy góc BAE bằng 1/3 góc BAC. 


Chứng minh: Gọi G là trung điểm của đọan thẳng HE. Hiển nhiên là 
AC = CG = HG = GE. 


Tam giác ACG cân ở C va tam giác CGE cân ở G, từ do suy ra 





CAE = AGC - 2GCE =2 BAE. 











Rõ ràng là việc chọn điểm E thỏa điều kiện trên phải cần tới cây thước có khắc chia. 
Như thế là vi pham “luật choi". 


3. Tam phân góc bất kỳ: cách của Archimedes. 
Lời giải sau đây do người À Rập viết, được tìm thấy trong sách Book of Lemmas 
(sách các bổ đề). Người ta cho rằng đây là lời giải của Archimedes vì lời giải mang 
phong cách viết của Archimedes áp dụng trong tác phẩm On spirals (Về các đường 
xoắn ốc). 


Cho góc bất kỳ đỉnh A. Dựng đường tròn tâm A cắt hai cạnh của góc tại hai điểm B 
và C. Kéo dài đường thẳng AB về phía A. Trên phần đường thẳng này lấy một điểm 
E sao cho EC cắt đường tròn tại F thỏa điều kiện EF = AB = bán kính đường tròn. 
Qua A dựng tia song song với đường thẳng EC, tia này cắt đường tròn tại X. Góc 
BAX bằng 1/3 góc BAC. 

Chứng minh: Dễ dàng thấy rằng 





CEA = BAX 
CFA = ACE =2CEA 
BAC =CEA+ ACE. 
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Từ đó suy ra được 4X = : BAC. 
Cách chọn điểm E thỏa điều kiện EF = bán kính đường tròn phải cần tới cây thước 
có chia khắc (cho cây thước chuyển động quanh điểm C). Lại vi phạm “luật chơi”. 











4. Tam phán góc bất kỳ bằng cách dùng đường cong conchoid của 
Nicomedes. 
Trước hết ta hãy xem cách Nicomedes (khoảng 280 — 210 trước TL) tạo ra đường 
cong conchoid như thế nào. 





e Cho một đường tháng L và một điểm O không nằm trên đường thẳng ấy 
(xem hình trên). Qua O vẽ một đường thẳng di động, đường thẳng này cắt 
đường tháng L tại điểm P. Trên đường tháng di động ấy dựng các điểm Q 
và R sao cho PQ = PR = d, một độ dài cho sẵn. Khi đường thẳng di động 
quay quanh O thì tập hợp các điểm Q và R tạo thành đường cong gọi là 
conchoid Nicomedes. O gọi là cực và đường thẳng L là tiệm cận của đường 
cong conchoid. 

Đường cong này gồm hai phần riêng biệt, tiệm cận với đường thẳng L và 
nằm hai bên đường ấy. Trong phần sau ta chỉ chú ý đến phần ở phía trên, 
quỹ tích của điểm R (đối diện với điểm O). 





e Cách tam phân một góc nhờ đường cong conchoid (xem hình trên): 
Cho một góc AOB tùy ý. Dựng điểm L trên cạnh OB với OL =< (d là một độ 
dài cho sẵn). Dựng đường thẳng m qua L vuông góc với OA. Đường thẳng 
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qua L vuông góc với m cắt đường cong conchoid (cực O, tiệm cận m và hằng 
số d) tại C. Khi ấy góc AOC bằng 1/3 góc AOB. 
Chứng minh: Gọi N là giao điểm của OC và m, và M là trung điểm của NC. 
Ta co: 
OL = : (do cách dung). 
LM = MN = MC=Š (do định nghĩa của conchoids và do tam giác CLN 
vuông ở L). Suy ra: 
LOC = LMO = 2 LCO = 2 AOC. 

Do dé AOC = 1/3 AOB. 














Rõ ràng là các cách tam phân một góc bất kỳ theo kiểu Hippocrates, Archimedes, 
hay là dùng đường conchoid của Nicomedes đều đúng nhưng không tuân thủ “luật 
chơi” nghĩa là dùng thước kẻ và compa. Có thể họ đã nghĩ hết cách mà không làm 
được nên phải sáng tạo ra cách riêng để giải bài toán này. Về sau còn nhiều nổ 
lực nữa của nhiều nhà Toán học các thế hệ nối tiếp cũng không làm được, cho nên 
họ đã nghĩ ra nhiều cách khác nhau nữa, và như thế Toán học có dịp phát triển. 


ll. Khai niệm về trường, trường các số 
dựng được - Dinh lý Wantzel 


Trong phần dưới đây, chúng tôi sẽ trình bày vài nét chính về trường (field), trường 
mở rộng hữu hạn, trường các số dựng được và phát biểu định lý Wantzel. Sau đó 
chúng tôi sẽ áp dụng định lý này để giải thích tại sao ba bài toán cổ Hy Lạp không 
thể giải được bằng thước kẻ và compa. 


2.1 Trường là gì? 


e Có một tập hợp không rỗng trên đó có hai phép toán cộng (+) và nhân (.) như 
hai phép toán thông thường trên tập hợp các số thực. Mỗi một phần tử a có 
một phần tử đối xứng đối với phép cộng, ghi là —a, và nếu a #0 thì nó sẽ có 
một phần tử nghịch đảo, ghi là at. Điều này cho phép thiết lập hai phép toán 
khác như sau: 

a-b=a+(-b): phép trừ. 
a.b-a.b!: phép chia. 
Người ta nói tập hợp đã cho cùng với hai phép toán cộng và nhân ấy tạo thành 
một trường. 


e Hai trường mà chúng ta thường gặp nhất là trường các số thực R và trường 
các số hữu tỷ Q. Ngoài ra ta biết rằng 
Q CR, 
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ta nói Q là một trường con của trường R. Chúng ta cũng ý rằng, tập hợp các số 
nguyên Z trang bị hai phép toán cộng và nhân như trên không phái là một trường 
(vi a E nhưng alé Z khi a + +1). 


2.2 Trường mở rộng là gi? 
e Coi tập hop được xác định như sau: 


Q (V2) = {a + b2 /a, be Q}. 


Thí dụ như 0,1, =, V2,-4+3V2 đều là những phan tử của tập hợp ấy. Tổng va 
tích của hai phần tử bất kỳ của tập hợp ấy cũng là một phần tử của tập hợp ấy. 
Chẳng hạn như: 


(1 + 2/2) + (-4+3V2 ) = -3 + 5/2 € Q (V2). 
(1 + 2V2).(-4 43/2) = 8 - 5/2 € Q (V2). 
Tập hợp ấy có cấu trúc của một trường. Ngoài ra, ta có: 
Qc<0o@2)cR. 
Ta nói Q (V2) là một trường mở rộng của trường Q. 


Mặt khác V2 là nghiệm của đa thức bậc hai x? — 2 và đó là đa thức đơn giản nhất 
với hệ số hữu tỷ có tính chất này. Ta nói Q (V2) là trường mở rộng bậc 2 của 


trường Q. Ta viết [Q (V2): Q] — 2. 


Tương tự như vậy, Q (V2) là trường mở rộng bậc 3 của trường Q vì V2 là nghiệm 
của đa thức bậc ba x? — 2. Ta viết: 


[Q (V2): Q] =3. 


e Bây giờ ta xét tập hợp 
Q (V2,V3) = Q (V2) (V3) 

={a+bV2 /a, b E Q(v2)} 

={a+bw2+cv3 +dv2.v3 /z,b,c,d e Q). 
Người ta chứng minh được rằng Q (V2,V3) là một mở rộng bậc 2 của Q (V2). Ta 
có thể viết: 

Qc Q (V2) c Q (V23) C R, 
và ta có: 
[Q (V2): Q] =2 và [Q (V23): Q (V2)] = 2, 
[Q (V23): Q (/2)]. IQ (V2): Q] =4. 
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Một cách tổng quát, ta có định lý sau đây về bậc của mở rộng trường: 


Định lý 1. 
Nếu M là một trường mở rộng hữu hạn của trường L và N là một trường mở rộng 
hữu hạn của trường M: 
LCMCN 
thi N là một trường mở rộng hữu hạn cua trường L. Bác của các mở rộng thỏa 
công thức: 
IN: L] = [N : M] X [M : L]. 


Thí dụ: 
Qc Q (V2) c Q (V2N3), 
[Q (V23): Q] = [Q (V23): Q (/2)]. IQ (V2): QI 22x 2 - 4. 


2.3 Trường các số dựng được. 

e Một số thực a được goi là dựng được (constructible) khi người ta có thé dựng 
được một đoạn thang có chiều dài |a| từ đoạn thẳng có chiều dài bằng 1 (đơn 
vị chiều dài) sau một số bước hữu hạn thực hiện bằng thước kẻ và compa. 

e Tat cả các số nguyên đều dựng được. Nếu hai số a và b dựng được thì tổng 
của chúng a + b, tích của chúng a.b đều dựng được. 


Step 1 Step2 Step 3 








a a 








Y 
ab 


Hình trên cho thấy cách dựng tích a.b khi a và b là hai số dựng được. 


Ta kiểm chứng được rằng tập hợp các số dựng được là một trường con của 
trường số thực R. 
Ngoài ra những số thực V2, V3,...đều dựng được (xem hình dưới): 


1 








i 
Một cách tổng quát: Số a dựng được nếu và chỉ nếu số Va dựng được. 

e S6 đại số là gì? 

Các số nguyên, các số hữu tỷ đều là nghiệm của nhị thức có hệ số hữu tỷ. Chúng 
là những số dai số có bậc nhất. 
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Các số V2, V2 lần lượt là nghiệm của các đa thức x? — 2 và x? — 2 và đó là những 
đa thức với hệ số hữu tỷ đơn giản nhất. Chúng là những số dai số có bậc 2 và 3. 
Người ta chứng minh được rằng tập hợp các số đại số là một trường con của 
trường số thực R. 
Năm 1882, nhà Toán hoc Đức Ferdinand von Lindemann (1852 — 1939) chứng 
minh được rằng số 7r không phải là một số đại số (số siêu việt). 


2.4 Định lý Wantzel. 


Le théorème de Wantzel 


Pierre-Laurent WANTZEL 
Paris 1814 — Paris 1848 
E.P. 1832, Ingénieur des Ponts 
et Chaussées, enseignant à 
l'Ecole Polytechnique et à 


l'Ecole des Ponts. Première publication 
mathématique en 1929. « Théoréme » 
publié en 1837 dans le Journal de Liouville 





Pierre Wantzel (1814 — 1848)6, kỹ sư cầu đường khóa năm 1832, giảng day tai 
trường Bách Khoa và trường Cầu Đường. Công bố các tác phẩm Toán học lần 
đầu tiên vào năm 1829 (15 tuổi). Định lý Wantzel được công bố vào năm 1837 
trên tờ Journal de Liouville’. (Wikipedia). 


Dưới đây là định lý Wantzel được phát biểu dưới dạng ngôn ngữ lý thuyết trường 
mở rộng. Thời của Wantzel chưa có lý thuyết này, Wantzel tính toán thông qua 
Hình học và Đại số cổ điển (có thể xem thêm để biết cách giải quyết vấn đề một 
cách tuyệt vời của Wantzel trong A Brief History of Impossibility do Jeff Suzuki viết). 


Định lý 2 (Wantzel). 
Một số a là dựng được nếu và chỉ nếu tồn tại một số hữu hạn mở rộng trường bậc 
hai 
Q-2KockKic..cK 
sao cho a € Kr. 


6 Ông này cùng thời với Augustin Cauchy (1789 - 1857) và Evariste Galois (1811 - 1832). Những năm 1830, Cauchy 
đang dạy ở DH Bách Khoa. 

7 Bài báo có tiêu đề: Recherches sur les moyens de connaître si un Problème de Géométrie peut se résoudre avec le 
règle et le compas (Nghiên cứu cách nhận biết một bài toán Hình học có thể giải được bằng thước kẻ và compa). 
Năm 1837, Wantzel mới 23 tuổi. 
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Có thể chứng minh định lý này dựa trên định lý 1, nhưng không đơn giản nên người 
viết bỏ qua. Có thể xem chứng minh đầy đủ ở Exo 7. Géométrie. Cours de 
Mathématiques, Universite de Lille. 

Hệ quả: 

Mọi số dựng được đều là số dai số có bậc dang 2" với số nguyên n > 0. 


2.5 Áp dụng. 

Bây giờ ta có thể áp dụng được định lý Wantzel và hệ quả này để chứng minh ba 
bài toán cổ Hy Lạp là không thể giải được bằng thước kẻ và compa. 

Định lý 3. 

Bài toán khai phương hình tròn là không thể giải được bằng thước kẻ và compa. 


Chứng minh: 

Gọi a là cạnh hình vuông và r là bán kính hình tròn. 
ara mr? 
a-rdm. 


Do x không phải là số đại số nên Vz không phải là số dai số. Theo hệ quả trên, Vr 
là số không dựng được. 














Định lý 4. 
Bài toán nhân đôi thể tích một khối vuông là không thể giải được bằng thước kẻ 
va compa. 


Chứng minh: 
Bài toán nhân đôi thể tích một khối vuông là bài toán dựng số V2. Day là số đại 
số có bậc 3, không thể có dạng 2", do đó không phải là số dựng được. 














Định lý 5. 
Bài toán tam phân một góc là không thể giải được bằng thước kẻ và compa. 


Chứng minh: 
Ta chỉ cần đưa ra một trường hợp bài toán không giải được là đủ. Lấy góc Ø = 600. 
Công thức nhân ba lượng giác: 


cos @ = 4cos? : — 3cos E, 
Với x = cos : = cos 20°, ta có phương trình: 
== 4x3— 3x hay là 8x3 -6x -1 = 0. 


Nghiệm của phương trình này là số đại số bậc 3, không thể có dạng 2", do đó không 
phải là số dựng được. 





Như vay x không dựng được nên — = 20° không dựng được. 











8 
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Một thiên tài Toán học kỳ lạ của thế kỷ 20: 


Alexandre Grothendieck 


Bài viết của Lê Quang Ánh, Ph.D. 


1. Mở đầu 
Ngày 12 tháng 11 năm 2014, người ta đưa một cụ già yếu đến kiệt sức vào bệnh 
viện của thị trấn Saint-Girons, một thị trấn nhỏ nằm sâu trong khu vực núi 
Pyrénées thuộc tỉnh Ariège, Pháp. Ngày hôm sau tức là ngày 13 tháng 11 năm 
2014, ông cụ qua đời. Sau đó người ta mới được biết đó là nhà Toán học vĩ đại 
Alexandre Grothendieck. Ông thọ được 86 tuổi. 


Báo Le Monde 14-11-2014 chạy tít: 

Alexandre Grothendieck, nhà Toán học lớn nhất thế kỷ 20 đã qua đời. 
Báo Washington Post 15-11-2014 chạy tít: 

Alexandre Grothendieck, nhà Toán học thiên tài tự lưu đày, đã qua đời. 
Mở đầu bài báo, ký giả Matt Schudel của tờ Washington Post viết: 


Đầu thập niên 50 xuất hiện một con người làm cho thế giới Toán học như bị 
điện giật, thiên tài ấy có tên Alexandre Grothendieck. 


Báo Libération 14-11-2014 chạy tít: 


Alexandre Grothendieck, hay là cái chết của một nhà Toán học thiên tài 
muốn được lãng quên. 


Kèm theo là bài của ký giả-nhà văn Philippe Doutroux, trong đó có đoạn: 


Alexandre Grothendieck qua đời hôm thứ năm tại bệnh viện Saint-Girons 
(Ariège), thọ 86 tuổi. Một cdi tên quá phức tạp để nhớ, một con người nhiều 
lần quyết định tự xóa tên mình và bảo mọi người hãy xóa tên mình cùng tất 
cá những gi mình đã làm để khi chết không còn dấu vết trên thế gian. Nhưng 
con người này quá lớn, nhà Toán hoc nay quá quan trọng làm sao có thể tự 
xóa tên hay người khác xóa tên được. 


Còn Huy chương Fields 2010 Cedric Villani, một nhà Toán học trẻ xuất sắc, đã có 
nhận xét: 


Ông ấy (A. Grothendieck) là một trong những nhà Toán học vĩ đại. Ông ấy 
sinh ra không phải để chứng minh những định lý Toán học, ông ấy sinh ra 
để tạo những cúi mới cho Toán học. 


Trong cuốn Alexandre Grothendieck, Itinéraire d’un mathématicicien hors normes 
(Alexandre Grothendieck, hành trình của một nhà Toán hoc ngoai hạng), tác giả 
Georges Bringuier, cũng là thanh tra học chánh quốc gia Pháp về lãnh vực Khoa 
học Pháp, có viết: 


Vào ngày nay của tháng 11 năm 2014, ánh sáng yếu ớt trong căn nhà nhỏ ở 
một ngôi làng hẻo lánh thuộc vùng Ariège đã tắt. Alexandre Grothendieck, 
một trong những thiên tài Toán học của thé kỷ 20 đã trút hơi thở cuối cùng 
ở tuổi 86. Tên của ông công chúng ít được biết tới, nhưng đẳng cấp của ông 
được xếp ngang với Albert Einstein va được xem như là một trong những 
nhà Toán học lớn nhất kể từ sau Euclide. 


Có rất nhiều người lần đầu tiên được nghe nói hoặc đọc thấy cái tên này ở đâu đó, 
kể cả một số người trong giới làm Toán. Cũng có một số người được nghe truyền 
miệng rằng Grothendieck là một thiên tài kỳ lạ của Toán học, nhưng không biết 
nhiều chỉ tiết về cuộc đời và sự nghiêp của nhà Toán học này. 


Câu chuyện chúng tôi muốn trình bày dưới đây là tìm hiểu xem thiên tài Toán học 
này là ai, có những công trình gì mà được cả thế giới Toán học ca tụng hết lời, và 
tại sao ông được cho là một con người kỳ lạ nếu không muốn nói là kỳ dị. 


KK K K K K K 


2. Gốc gác 





Alexander Shapiro (1890 - 1942) (Wikipedia) 


Alexandre Grothendieck sinh tại Berlin vào ngày 28 tháng ba năm 1928. Cha là 
Alexander (Sacha) Shapiro và mẹ là Johanna (Hanka) Grothendieck. Cả hai người 
đều hoạt động tích cực cho phong trào vô chính phủ thời đó. Sacha Shapiro sanh 


ngày 11 tháng 10 năm 1889! trong một gia đình Do Thái thuộc phong trào Hassidic? 
tại thành phố Novozybkov, một thành phố nhỏ ở khu vực ba biên giới Ukraine, 
Belarus và Nga. Đôi lúc thành phố này thuộc Nga, đôi lúc thuộc Ukraine (Winfried 
Scharlau. Materialien zu einer Biographie von Alexander Grothendieck). 


Shapiro từ bỏ cách sống theo lối Hassidic của cha mẹ và tham dự vào các cuộc nổi 
loạn địa phương chống lại Nga Hoàng non trẻ của thời kỳ Cách Mạng 1905. Vì là 
thành viên của phong trào vô chính phủ, ông có tên riêng (bí danh) là Sacha Piotr. 
Khi bị bắt lần đầu tiên trong lúc tham gia chống Nga Hoàng, ông mới có 16 tuổi 
nên thoát khỏi án tử hình. Sau đó ông bị đày đi Siberia trong 10 năm. Được thả 
ra vào năm 1917, ông tham gia ngay vào cuộc Cách mạng Nga xảy ra cũng vào năm 
ấy. Rồi ông lại bị bắt, rồi bị kết án tử hình. Ông vượt ngục, bị bắt lại, rồi lại vượt 
ngục. Lần vượt thoát sau cùng này đã cướp đi của ông một cánh tay. Bây giờ thì 
ông phải bỏ trốn khỏi nước Nga, qua Ba Lan, Đức, rồi Pháp, ở đâu ông cũng là 
người vô chính phủ, vô tổ quốc dưới một cái tên giả là Alexander Toranoff và ở 
trong tình trạng này suốt đời. 





Alexander Shapiro làm thợ chụp hình đường phố (hình chụp năm 1924). 


Thời gian ở Berlin ông gặp một phụ nữ tên là Johanna (Hanka) Grothendieck. 
Hanka Grothendieck sinh tại Hamburg (Đức) ngày 23 tháng 2 năm 1900. Cha là 


1 Năm sinh của Shapiro không thống nhất: năm 1889 theo Georges Bringuier và một số nhà viết sử khác, năm 1890 
theo Wikipedia. 

2 Hassidic (hay là Hasidic) Judaism là một nhánh của đạo Chính thống giáo của người Do Thái ở miền Đông Châu Âu 
(Wikipedia). 


Albert và mẹ là Anna Grothendieck, ho có cửa hàng buôn bán giày dép trong thành 
phố này. Ngoài giờ buôn bán bận rộn, cha của Hanka còn là viên chức của thành 
phố. Hanka rất gần gủi cha, và ông khuyến khích cô con gái tập viết văn và diễn 
kịch vì thấy cô có năng khiếu về các lãnh vực này. 


Lớn lên, Hanka phan ứng lại với tang lớp trung lưu của cha mẹ, cô giao du với các 
nghệ sĩ và các trí thức, và cũng có mộng ước trở thành nhà văn. Tạm thời cô ta 
phụ giúp cho tòa soạn một tờ báo địa phương, viết một số bài, trong khi vẫn đi 
học để trở thành một diễn viên kịch. Cô gặp và làm việc với các họa sĩthuộc trường 
phái ấn tượng Đức trước khi rời Hamburg lên Berlin nhập vào giới trí thức Berlin 
(Winfried Scharlau, sách đã dẫn). Cô vẫn tiếp tục theo học diễn xuất và quen thuộc 
với các thành viên Cách mạng xã hội hoạt động tại Đức thời gian ấy (Allyn Jackson. 
As if summoned from the Void: The life of Alexander Grothendieck). 


Hanka nhận làm một chan viết tin cho tờ báo Der Pranger như là một sinh hoạt 
xã hội. Cô chuyên viết về những vấn đề xã hội của phụ nữ như nạn đĩ điếm và xâm 
phạm tình dục. Trong mối quan hệ nghề nghiệp, cô gặp và lấy một người đàn ông 
tên là Alf Raddatz. Cả hai cưới nhau, rồi có với nhau một đứa con gái đặt tên là 
Maidi. Raddatz không có việc làm ổn định, thường vắng nhà, không sống chung 
với Hanka và con gái. 





Hanka Grothendieck (1900 - 1957), mẹ của Alexander Grothendieck. 


Trong khoảng thời gian chồng bỏ đi biền biệt, Hanka gặp Sacha Shapiro. Khi ấy 
Sacha làm nghề chụp hình dạo ngoài đường phố. Cuộc sống không dễ dàng chút 
nào vì Sacha chỉ có một tay, nhưng ông vẫn làm tốt công việc của mình. Cả hai 
chung sống với nhau, rồi có một con trai sinh ngày 28 tháng 3 năm 1928. Vì không 
có hôn thú, nên đứa con đặt tên theo họ mẹ là Raddatz (họ của người chồng 


trước): Alexander Raddatz. Năm sau, năm 1929, Hanka chính thức li dị chồng, 
đứa trẻ lấy họ mẹ với tên đầy đủ là Alexander Grothendieck, và sau này khi sống 
ở Pháp, bà đổi tên của đứa trẻ thành Alexandre Grothendieck (Winfried Scharlau. 
Materialien zu einer Biographie von Alexander Grothendieck). 

Alexandre Grothendieck sống cùng cha mẹ và Maidi, người chị cùng mẹ khác cha, 
ở Berlin trong 5 năm. Cha mẹ của Alexandre dành hết tình yêu của họ cho Cách 
mạng. Họ tức giận chính quyền mà họ cho là nguồn gốc của sự quỷ quái và nghèo 
đói trên thế giới, và họ tìm cách giải thoát xã hội khỏi những việc làm xấu xa của 
nhà nước. Họ thực sự tin rằng những phong trào vô chính phủ có thể giúp giải 
thoát xã hội khỏi sự tàn ác và đem lại tự do cho nhân dân. Vì là người nghèo, họ 
sinh sống tại Brunnenstrasse, một khu trong thành phố Berlin dành cho người 
nghèo khổ, người Do Thái, và người ngoại quốc (Winfried Scharlau. Sách đã dẫn). 
Sacha làm thợ chụp hình dạo ngoài đường phố, thu nhập rất ít, còn Hanka thỉnh 
thoảng viết bài cho các tờ báo để kiếm thêm chút đỉnh. Sacha thường ra khỏi 
nước để sang Pháp và các nước khác với nhiệm vụ của phong trào vô chính phủ. 


Năm 1933, Hitler lên nắm chính quyền, chủ nghĩa Quốc xã phát triển mạnh, gia 
cảnh của nhà Sacha trở nên tồi tệ hơn. Sacha vẫn còn trong diện bị truy nã bởi 
chính quyền Đức, hiện ông đang sống dưới tên giả và giấy tờ giả. Rồi một đêm nọ, 
ông âm thầm trốn qua Pháp. Vài tháng sau, vì Hanka muốn đi theo Sacha, bà gởi 
đứa con gái riêng Maidi vào một viện dành cho trẻ con tàn tật, mặc dù Maidi không 
hề bị tan tật. Còn đứa con trai 5 tuổi — Alexandre - Hanka muốn gởi vào nhà nuôi 
trẻ từ thiện nào đó. 

Vài năm trước, bà có gặp một mục sư Lutheran (một nhánh của đạo Tin Lành) tên 
là Wilhelm Heydorn, và biết được rằng vợ chồng vị mục sư này có nhận nuôi trẻ 
con với chỉ phí hằng tháng tương đối nhỏ. Hanka viết một lá thư cho vợ vị mục sư 
kể rõ hoàn cảnh, nhờ vợ chồng bà ấy giúp đỡ. Bà Dagma Heydorn trả lời khích lệ, 
cho nên đầu tháng 5 năm 1939, Hanka đem con trai đến gởi nhà Heydorn, rồi qua 
Pháp tìm Sacha. 


Đứa bé được đặt tên riêng là “cậu bé Nga”. Alexandre ở đây với gia đình Heydorn 
trong 5 năm. Gia đình này có 4 con riêng và họ phải chăm sóc thêm mấy đưá trẻ 
khác có hoàn cảnh gia đình tương tự như Alexandre, cha mẹ chúng đã trốn chạy 
từ khi Hitler lên cầm quyền. Qua ghi chép tự thuật của Alexandre, chúng ta được 
biết ở đây cậu sống không hạnh phúc và nhớ cha mẹ rất nhiều. Cậu có rất ít tin 
tức về mẹ mình, và không hề có tin tức gì về người cha. Không có bà con nào bên 
mẹ cậu ở Hamburg đến thăm cậu. 


Trong khi đó, vào năm 1936, là những người hoạt động chính trị vô chính phủ, cha 
mẹ Grothendieck qua Tây Ban Nha, tham gia vào cuộc nội chiến nước này. Cuộc 
chiến tranh này là hy vọng lớn cuả tất cả những người cách mạng và vô chính phủ 


sinh sống trên toàn Châu Âu. Hàng ngàn quân chí nguyện vô chính phủ kéo nhau 
về Tây Ban Nha, họ đến từ các nước rất xa như Ý hoặc xa hơn nữa. Họ chiến đấu 
bên cạnh lực lượng Cộng hòa chống lại phe Phát xít. Nhưng quân Phát xít của 
Tướng Franco được tổ chức tốt hơn, được huấn luyện đầy đủ hơn, và được trang 
bị hiện đại hơn nên đã chiến thắng. 


Chẳng bao lâu, hàng ngàn lính nước ngoài, lính thuộc phe Cộng hoà, và phe vô 
chính phủ ở Tây Ban Nha, kéo nhau vượt qua dãy núi Pyrénées trở lại Pháp. Họ bị 
đánh bại và nãn lòng thối chí. Sacha và Hanka cũng vậy, họ trở về Pháp, mất 
phương hướng và chán nan. Ô Pháp, cũng như hàng ngàn ty nạn từ cuộc nội chiến 
Tây Ban Nha, họ bị coi như là những người ngoại quốc nguy hiểm và bị hạn chế 
trong sinh hoạt dưới sự giám sát của chính quyền. Rồi Sacha trở lại nghề chụp 
hình ngoài đường phố ở Paris, còn Hanka tìm được một chân kèm trẻ ở Nîmes. 


Năm 1939, ngay trước khi Thế Chiến thứ hai bùng nổ, gia đình mục su Heydorn 
biết là không thể nuôi đứa trẻ có bề ngoài Do thái này nữa, nó có thể bị bắt và gây 
nguy hiểm cho cả gia đình họ. Vì thế họ tìm cách liên lạc với Sacha và Hanka ở 
Pháp. Sau đó đứa trẻ 11 tuổi được gởi trả về Pháp để gặp lại cha mẹ, một mình 
trên chuyến xe lửa Hamburg-Paris. Đó là một ngày vào tháng 5 năm 1939. Hanka 
từ Nîmes đã kịp trở lại Paris để đoàn tụ cùng chồng và con. 





Alexandre Grothendieck lúc 5-6 tuổi (ở nhà mục sư Heydorn) và lúc 11 tuổi (ở trại tâp 
trung Rieucros). 


Tuy nhiên, thời gian đoàn tụ gia đình khá ngắn ngủi. Ít lâu sau, Sacha Shapiro bị 
bắt và bị đưa đến một trại tập trung tệ hại nhất nước Pháp, trại tập trung Le 


Vernet, trong dãy núi Pyrénées. Trại chứa vào khoảng 4000 người trong những 
điều kiện thật ghê sợ. Họ gồm những người trốn chạy từ cuộc nội chiến Tây Ban 
Nha, những người cách mạng, những người Do Thái, và những người ngoại quốc 
“không được ưa thích”. Đời sống của tù nhân ở đây vô cùng khó khăn, vệ sinh thật 
kinh khủng, và tù nhân luôn luôn bị đói. Năm 1942, chính phủ “hợp tác” (gọi là 
chính phủ Vichy, chính phủ Pháp cộng tác với Đức) bắt đầu chuyển các tù nhân Do 
Thái sang trại Auschwitz. Sacha là một trong những người đầu tiên bị chuyển đi, 
và thời gian ngắn sau, ông chết tại trại này. 
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Bảng lưu niệm nơi từng là trại Le Vernet. (nguồn:http://www.interrogating- 
ellie.com/scum-of-the-earth-by-arthur-koestler-a-review/). 


Năm 1940, Hanka và con trai Alexandre bi đưa vào trại tập trung Rieucros trên đất 
Pháp. Trai nằm trên một binh nguyên nông nghiệp phía Nam nước Pháp, mùa Hè 
nóng như thiêu còn mùa Đông thì thật giá lạnh. Điều kiện sinh sống trong trại tập 
trung nhỏ này khá hơn các traj khác của Pháp, trẻ con được di học ở những trường 
gần thị trấn Mende. Theo như Grothendieck kể lại thì Grothendieck là đứa trẻ lớn 
nhất và là đứa trẻ duy nhất ở trong trại theo học trung học ở Mende 
(Grothendieck. Promenade à travers une oeuvre ou l'enfant et la mère — 


manuscript, 1986). 


Nước Pháp của chính phủ Vichy (chính phủ hợp tác với Đức) là một nơi khó sống 
cho một đứa con trai có nguồn gốc Do Thái. Việc trở nên tệ hơn khi trại Rieucros 
đóng cửa vào đầu năm 1942. Toàn bộ số 320 tù nhân của trại được chuyển về trại 
Brens. 


Hanka có nghe nói ở thị trấn Le Chambon-sur-Lignon sát biên giới Thụy Sĩ, có một 
ngôi trường do một tổ chức từ thiện Thụy Sĩ điều hành. Ở đó trẻ con Do Thái được 
cho đi học và được che dấu nguồn gốc Do Thái của chúng. Hanka tìm cách gởi 
Grothendieck đến học ở đó (Scharlau. Materialien zu einer Biographie). Sau đó 
bà lại bị chuyển về trại Gurs, và bà đã ở đây cho tới hết chiến tranh. 


Cuộc sống ở đây tiếp tục bị nguy hiểm. Thường xuyên bọn Quốc xã bố ráp người 
Do Thái. Grothendieck sau này có kể lại nhiều lần mình đã trốn chạy vào trong 
rừng rậm như thế nào mỗi khi có bố ráp, và làm sao sống sót nhiều ngày trong 
điều kiện không thực phẩm, không nước uống mang theo (Grothendieck. 
Promenade). 


Theo học tiếp tại trường trung hoc Cévéole ở địa phương, rồi Grothendieck cũng 
lấy được bằng Tú Tài, nhờ đó mà sau này chàng mới được phép ghi tên vào trường 
Đại Học Pháp. 


KKK KK 


3. Cat canh 


Tháng 5 năm 1945, chiến tranh kết thúc ở Châu Âu, chàng thiếu niên 17 tuổi 
Alexandre Grothendieck đoàn tụ với mẹ. 

Hai mẹ con dọn về sống ở làng Meyrargues, giữa vùng trồng nho ở miền Nam nước 
Pháp, không xa thành phố Montpellier là mấy. Alexandre ghi tên vào trường Đại 
học Montpellier để học Toán. Thời ấy trường Đại học này là một trong những 
trường nghèo nhất nước Pháp. Chàng trẻ tuổi phải mất khá nhiều thời gian cho 
việc học bổ sung những kiến thức thiếu sót vì mấy năm chiến tranh không được 
học liên tục và đầy đủ. Tuy nhiên chàng vẫn tiếp tục theo đuổi Lý Thuyết về Độ Po 
(Théorie de mesure) mà chàng đã nghĩ ra từ những năm cuối Trung học theo cách 
riêng của chàng. Chàng có biết đâu rằng vào đầu thế kỷ này (thế kỷ 20), Henri 
Lebesgue một nhà Toán học Pháp, đã giới thiệu và triển khai lý thuyết mới mẻ này 
rồi. 

Alexandre Grothendieck tốt nghiệp Đại học Montpellier vào năm 1948. Chàng lên 
Paris nộp đơn xin học bổng để tiếp tục học Cao học. Ngoài phần xét duyệt hồ sơ, 
để được nhận, sinh viên phải qua một cuộc phỏng vấn (thi vấn đáp) ngắn. Cuộc 
phỏng vấn dành cho Alexandre Grothendieck kéo dài hơn 2 giờ. Vị giám khảo là 
người hiểu biết nhiều về Toán học, đã quá thích thú với những hiểu biết sâu rộng 
về Toán học và óc sáng tạo của thí sinh. Vị giám khảo đề nghị ngay nhà nước cấp 
học bổng cho thí sinh này. Một trong những giáo sư của Grothendieck tại 
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Montpellier — giáo sư Jacques Soula - cũng rất ấn tượng với khả năng của 
Grothendieck, đã gởi chàng cho một trong những nhà Toán học lớn nhất của nước 
Pháp thời ấy, giáo sư Elie Cartan (1869 — 1951). Thời gian ấy giáo sư Elie Cartan 
đã già yếu, con trai của ông ấy là nhà Toán học xuất sắc mới nổi tiếng tên là Henri 
Cartan thay thế cha, giúp đỡ Grothendieck. 





Giáo sư Henri Cartan (1904 — 2008 thọ 104 tuổi), hình chụp năm 1968. 
Sinh viên Alexandre Grothendieck ở Montpellier, khoảng năm 1948-1949 (20 tuổi). 


Giáo sư Henri Cartan đón Grothendieck rất lịch sự và niềm nở. Ông đưa chàng trai 
đến làm quen với những séminaire3 do ông chủ trì tại trường Cao Đẳng Sư Phạm 
Paris danh tiếng (École Normale Supérieure = ENS). Tại đây Grothendieck bị “sốc” 
khi lần đầu tiên nghe những thuật ngữ Toán học mới la (barbare = quái gỡ, hoang 
sơ, theo cách nói của chàng) như: Nhóm, Vành, Trường, Modun, Đồng đẳng,...và 
qua đó chàng thấy được sự “dốt nát” của mình. 


Ở các séminaire này Grothendieck cũng được chào đón nồng nhiệt. Chàng được 
làm quen với Jean-Pierre Serret, Claude Chevalley?, André Weil? và đôi khi cả 


3 Có thể dịch là hội thảo chuyên đề, nhưng không hoàn toàn đúng như thế cho nên chúng tôi không dịch chữ này. 

4 Jean-Pierre Serre, sinh năm 1926 (chỉ lớn hon Grothendieck 2 tuổi), là nhà Toán học được Huy chương Fields năm 
1954 (chưa đủ 28 tuổi) trẻ nhất trong số những người được danh hiệu cao quý này cho tới ngày nay. Ông là Viện sĩ 
Hàn Lâm Viện Khoa học Pháp và Hàn Lâm Viện một số nước khác nữa. Thành viên của nhóm Bourbaki. Hiện nay 
ông còn sống (2016). 

5 Claude Chevalley (1909 — 1984), nhà Toán hoc Pháp, một trong những sáng lập viên nhóm Bourbaki, chuyên gia 
về Đại số. 

$ André Weil (1906 — 1998) nhà Toán hoc Pháp, một trong những sáng lập viên nhóm Bourbaki, nhà Toán học có 
ảnh hưởng lớn trong sự phát triển Toán học thế kỷ 20. 


một “đám” Bourbaki “đổ bộ” tới, ồn ào tranh luận và tranh cãi: Jean Dieudonné’, 
Laurent Schwartz?, Roger Godement?, Jean Delsarte!°,...Không có khói thuốc, 
không có bia bọt, chỉ có tấm bảng đen và phấn trắng nhảy múa. Mới đầu 
Grothendieck vô cùng xa lạ, xa lạ với những con người mới, xa lạ với thứ ngôn ngữ 
Toán học ngay trên nền tiếng Pháp mà chàng đã từng xử dụng gần 20 năm nay (ta 
nhắc lại rằng tiếng Đức là tiếng mẹ đẻ của Grothendieck, tuy nhiên khi ấy ông đã 
xử dụng thành thạo tiếng Pháp, sau này ông cũng xử dụng thành thạo tiếng Anh. 
Ông nói được cả tiếng Nga nữa). Dần dần Grothendieck quen dần với những sinh 
hoạt tại đây, chia xẻ những đam mê của họ, và nhất là họ đã đánh thức và nhân 
lên nhiều lần tính ham học hỏi và nghiên cứu của Grothendieck. Theo gợi ý của 
André Weil, Grothendieck về Đại học Nancy và hoàn tất văn bằng Tiến sĩ với các 
giáo sư Jean Dieudonné và Laurent Schwartz, hai chuyên gia hàng đầu về Giải tích 
và Giải tích hàm thời ấy ở Pháp. 


Ở Nancy, vợ chồng Laurent Schwartz coi Grothendieck như người thân trong gia 
đình. Thỉnh thoảng có Jean Dieudonné và Roger Godement đến. Grothendieck 
được sống trong bầu không khí thân mật trìu mến chưa bao giờ có trong quảng 
thời gian trước của ông. 


Tuy nhiên Schwartz và Dieudonné không quên nhiệm vụ giáo sư hướng dẫn của 
mình. Hai ông đã giao cho chàng sinh viên 14 bài Toán (14 vấn đề) mà chính họ 
còn vướng mắc. Nhận được bài, Grothendieck biến mất trong 3 tháng. Khi trở lại, 
chàng tuyên bố đã giải xong 7 bài trong 14 bài ấy, rồi cũng trong năm ấy chàng 
tuyên bố đã giải xong tất cả. Schwartz và Dieudonné rất mừng và bối rối: chỉ cần 
một bài trong số những bài Toán ấy đủ làm một luận án Tiến sĩ (và một người bình 
thường phải mất 3 năm mới hoàn tất), nay chàng sinh viên này đã giải xong 14 bài 
trong hơn 1 nam! Grothendieck đã chọn Tích Tenso Topo và Không gian Hach 
(Produits tensoriels topologiques et Espaces nucléaires) làm đề tài cho luận án Tiến 
sĩ của mình1!. Ong bảo vệ luận án năm 1953 và luận án được công bố với thế giới 
năm 1955. 


7 Jean Dieudonné (1906 — 1992) nhà Toán học Pháp, một trong những sáng lập viên nhóm Bourbaki (và là thành 
viên nòng cốt), một trong hai giáo sư đỡ đầu của Grothendieck tại ĐH Nancy, chuyên gia về Giải tích và Giải tích 
hàm. 

8 Laurent Schwartz (1915 — 2002), nhà Toán học Pháp đầu tiên được Huy chương Fields (1950), người sáng lập ra 
Lý thuyết phân phối (Théorie des distributions), giáo sư đỡ đầu của Grothendieck tại ĐH Nancy. 

? Roger Godement (1921 - 2016), nhà Toán học Pháp, thành viên nhóm Bourbaki, chuyên gia về Giải tích hàm, 
Topo-Đại số, và Lý thuyết Nhóm. 

10 Jean Delsarte (1903 - 1968) nhà Toán học Pháp, một trong những sáng lập viên nhóm Bourbaki. 

1! Về sau Grothendieck không còn quan tâm tới vấn đề Không gian hạch nữa. Một trường phái Toán học Nga đã 
dựa vào đây để phát triển được nhiều kết quả cho ngành Vật lý Toán. 





Giáo sư Laurent Schwartz và Giáo sư Jean Dieudonné. 


Giáo sư Schwartz sau này có nói rằng luận án này là luận án xuất sắc nhất trong sự 
nghiệp làm giáo sư hướng dẫn của ông và rằng “được cộng tác làm việc với nhà 
Toán học trẻ tuổi đầy tài năng này là một kinh nghiệm bổ ích và đầy thú vị.” 
(Georges Bringuinier. Alexandre Grothendieck, itinéraire d’un mathématicien hors 
normes). 


Một chuyện bên lề tưởng cũng nên nhắc ra đây. Năm 1953, sau khi bảo vệ thành 
công luận án của mình, ông gởi luận án đến tờ báo của The American 
Mathematical Society (Hội Toán học Mỹ) xin được công bố. Tờ báo từ chối ngay 
(vì tác giả chưa có tên tuổi và vì vấn đề còn quá mới), sau phải nhờ sự can thiệp 
tích cực của Dieudonné tờ báo mới xem xét lại quyết định của mình. Trong ba 
thập niên sau đó, bài báo này nằm trong số 100 bài báo được trích dẫn nhiều nhất 
(Georges Bringuinier. Sách đã dẫn). 


Chính Laurent Schwartz đã giới thiệu Grothendieck vào nhóm Bourbaki. Ông sinh 
hoạt trong nhóm này liên tục gần 20 năm. 


Ở Nancy, Grothendieck được chú ý nhiều vì cuộc sống thường nhật không được 
bình thường. Ông chọn lối sống của những trí thức nghèo (như cha mẹ ông). Ông 
ăn uống thất thường, đôi khi chỉ là bánh mì, sữa và chuối, ngày này qua ngày khác. 
Còn quần áo, ăn mặc thế nào cũng xong, không một chút kiểu cách. Hoàn toàn 
không phải là vấn đề tiền bạc, mà là vì ông không có thời gian dành cho những việc 
ấy. Có thể ông không có khái niệm về thời gian. Thời ấy, ngoài thời gian nghiên 
cứu Toán, lúc rảnh ông còn thích chơi đàn piano. Thời còn đi học ở Montpellier, 
ông hay bị chọc ghẹo vì giọng nói nặng âm hưởng tiếng Đức. Khi ấy ông tỏ ra rất 


12 


13 


“hiếu chiến”, sẵn sàng chống trả ngay những người châm chọc ông. Về sau, tính 
khí này vẫn còn khi ông tỏ thái độ với cảnh sát đán áp trong những lần biểu tình 
chống chính phủ ta sẽ thấy ở gia đoạn sau. 





Grothendieck ở Chicago 1955 (Hình do R. Halmos chụp). 


Do không có quốc tịch Pháp (thật ra ông chẳng có quốc tịch nào cả, đi đây đó bằng 
passport LHQ)12 cho nên ông khó có được một công việc chính thức ở Pháp. Năm 
1954 ông nhận chân giáo sư thỉnh giảng tại Brazil, năm sau ông về Đại học 
Lawrence ở Kansas, rồi năm 1956 ông trở về Pháp và xin được một công việc ở 
Trung Tâm Nghiên Cứu Khoa học Pháp (CNRS). Tại đây ông được hưởng lương 
(gọi là trợ cấp thì đúng hơn) đủ bảo đảm cuộc sống tối thiểu. 


Trong thời gian này ông từ bỏ Không gian Vecto topo, Giải tích hàm, đổi lãnh vực 
nghiên cứu. Ông quay sang Hình-Đại số cùng làm việc với nhà Toán học trẻ tuổi 
tài năng là Jean-Pierre Serre. 


Năm 1958, Grothendieck được mời phát biểu tại Đại hội các nhà Toán học thế giới 
(The International Congress of Mathematicians, ICM) họp tại Edinburgh, 
Scotland13. Tai đây ông nêu một loạt chương trình, báo trước những vấn đề ông 
sẽ làm trong những năm sắp tới, và những vấn đề này sẽ làm rung chuyển thế giới 
Toán học. 


Cùng năm ấy, có một thương gia giàu có người Pháp, rất yêu Khoa học, đặc biệt là 
Toán học, tên là Léon Motchane có kế hoạch xây một viện nghiên cứu dành cho 


12 Có thể ông không chịu vào quốc tịch, vì nếu vào ông sẽ phải thi hành quân dịch (sau chiến tranh), đó là điều ông 
vô cùng không thích. 

13 Ta nên biết rằng được mời lên diễn đàn tại ICM — dù chỉ một lần trong đời - là mong ước của bất kỳ nhà Toán học 
chân chính nào. 
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Toán học ở Bures-sur-Yvette, Paris. Đó chính là Viện Nghiên cứu Cao cấp Khoa học 
ngày nay (Institut des Hautes Études Scientifiques, IHES). Hai nhà Toán học đầu 
tiên được mời về làm việc tại viên nghiên cứu này là Grothendieck và Dieudonné!{. 
Chính tại đây Grothendieck bắt đầu bay vút lên trời xanh. 


LES 


RL 





Institut des Hautes Études Scientifiques (IHES). 


Ở đây xin nói một chút về đời tư của ông. Thời gian ở Nancy, ông ở tro nhà một 
người phụ nữ lớn tuổi hơn ông, quen biết với mẹ ông. Sự liên hệ giữa người chủ 
nhà và anh sinh viên trọ học để lại kết quả là một đứa bé trai ra đời. Vài năm sau 
cuộc tình chấm dứt, đường ai nấy đi. Đã có lúc Grothendieck đòi quyền nuôi con, 
nhưng cũng như cha ông trước kia, ông là người cha thường xuyên vắng nhà, 
không ông Tòa nào cho ông cái quyền ấy. Năm 1957, mẹ ông qua đời. Ông bị 
khủng hoảng tinh thần đến nổi không làm việc được trong nhiều tháng liền. Trong 
thời gian ấy, ông gặp người phụ nữ tên là Mireille Dufour thường xuyên chia xẻ 
nổi đau của ông. Và người phụ nữ ấy trở thành vợ ông và mẹ của ba đứa con sau 
này. Thời gian 1970-1971 ông có dịp qua Mỹ thuyết giảng, một cô sinh viên Cao 
học tên là Justine Skalba theo ông về Paris. Hai người có với nhau một người con 
trai sinh năm 1973. Một năm sau, Justine đưa con về Mỹ, sau này đứa trẻ cũng 
trở thành giáo sư Toán. 


xk kkk 


14 Thật ra là Motchane mời Jean Dieudonné phụ trách bộ môn Toán, nhung Dieudonné đòi phải có Grothendieck 
cùng về. Cũng có người cho rằng Motchane mở Viện cho Grothendieck, sợ Grothendieck “bay” khỏi nước Pháp. 


4. Bay lên cao 





Grothendieck trong một séminaire ở IHES (hình chụp vào khoảng năm 1960). 


Xin được nhắc lại là năm 1956, Grothendieck trở về Paris nhận công việc nghiên 
cứu viên (maitre de recherche) tại Trung Tâm Nghiên Cứu Khoa học Pháp (CNRS). 
Thời gian này ông từ bd han ngành Giải tích hàm, quay sang nghiên cứu một cách 
say mê Topo và Hình-Đại số. Có thể nói những thành tựu lớn nhất của đời ông 
thuộc lãnh vực Hình-Đại số, diễn ra trong 13 năm, từ 1955 đến 1968. 


e TỪ năm 1955, Grothendieck bắt đầu nghiên cứu về Đại số đồng điều 
(Homological Algebra) sau khi giả từ Giải tích hàm. Thật ra phương pháp đồng 
điều và lý thuyết sheaf (sheaf theory) đã được Jean-Pierre Serre giới thiệu 
trong Hình-Đại số từ trước. Grothendieck đã đưa nó lên một tâm cao mới qua 
bài báo giới chuyên môn gọi là Tohoku paper. Tiêu đề đầy đủ của bài báo là 
“Sur quelques points d’algébre homologique” đăng trên tap chi Tohoku 
Mathematical Journal năm 1957. Đây là một tờ báo chuyên ngành có uy tín, 
được thành lập từ năm 1911 do trường Đại học Tohoku? (Nhật Bản) chịu trách 
nhiệm. Trong bài báo này lần đầu tiên Grothendieck giới thiệu khái niệm 
Abelian category (category giao hoán), tổng quát hóa những gi Serre đã làm. 
Bài báo đã gây một tiếng vang lớn trong giới nghiên cứu Toán học. 

e Nam 1954, Friedrich Hirzebruch, một nhà Toán học hàng đầu của Đức trong 
hậu bán thế kỷ 20, đã tổng quát hóa định lý Riemann-Roch cho đường và mặt 
cong. Hirzebruch đưa ra cách tính chỉ số đặc trưng Euler cho bất kỳ vector 
bundle nào trong các đa tạp khả vi. Đến lược Grothendieck, năm 1956, ông đã 
tổng quát hóa những gì Hirzebruch đã làm được. Kết quả này được Armand 


15 Trường Đại hoc Tohoku là trường Đại học Quốc gia Nhật ban nằm ở Sendai, Miyagi trong vung Tohoku. 
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Borel15 và Jean-Pierre Serre gọi tên là Dinh lý Grothendieck-Riemann-Roch 
trong đại hội Toán học quốc tế tổ chức ở Bonn (Đức) vào năm 1957. 

e Những nghiên cứu của Grothendieck về Hinh-Dai số ở một tầm vóc cao và sâu 
hơn về mặt trừu tượng hóa so với bất cứ một nghiên cứu nào trước đó. Lý 
thuyết về scheme (lược đồ) và motive của ông là sáng tạo độc đáo của ông. 
Những đóng góp có tính chất lý thuyết của ông đã làm thay đổi toàn diện bộ 
mặt của Hình-Đại số và làm đà phát triển cho Toán học ở cuối thế kỷ 20. 

e Grothendieck sinh ra không phái để chứng minh dinh lý này hay dinh lý khác, 

hoặc để giải quyết bài toán này hay bài toán khác, ông sinh ra để tạo cdi mới 
cho Toán học (Cedric Villani). Trên nền những lý thuyết tổng quát đó, người 
ta sẽ tìm ra cách giải quyết các vấn đề khó khác, hay nói khác đi, những bài 
toán hay những định lý chỉ là những trường hợp riêng của sự khái quát hóa mà 
thôi. 
Thành công cua Gerd Faltings!” trong việc chứng minh được Dự đoán Tate và 
Dự doán Mordell, và cua Andrew Wiles trong việc chứng minh được Binh lý 
cuối cùng của Fermat cũng là dựa trên lý thuyết mà Grothendieck đã xây dựng 
(áp dụng khái niệm scheme và motive của Grothendieck). 

e Năm 1958, Grothendieck được mời tới Đại Hội Quốc Tế các nhà Toán học 
(International Congress of Mathematicians) tổ chức tại Edinburgh để đọc báo 
cáo. Ông trình bày sự tổng quát hóa định lý Riemann-Roch và chương trình đồ 
sộ làm mới bộ môn Hình-Đại số của mình. Năm ấy ông vừa đúng 30 tuổi. Phải 
biết rằng được mời nói chuyện tại Đại Hội này là mơ ước của bất cứ nhà Toán 
học nào. 


e Nam 1966, Grothendieck được tặng Huy chương Fields vì những kết quả có 
tính nền tảng và cách mạng mà ông đã đóng góp cho ngành Hình-Đại số (Định 
lý Grothendieck-Riemann-Roch, Lý thuyết về scheme). Ông chấp nhận danh dự 
nhưng không đến Moscow để nhận giải thưởng ví lý do chính trị (Liên Xô đã 
bắt giam nhiều trí thức chống đối). Ngoài ra còn một lý do thầm kín khác (ông 
không nói ra) ít người biết tới: Làm sao có thể nhận danh dự tại một đất nước 
đã hai lần kết án tử hình cha mình? (G. Bringuier. A. Grothendieck, Itinéraire 
d'un mathématician hors normes). Ngoài Huy chương Fields, ông còn trao 
tặng hai giải thưởng lớn khác: Huy chương Émile Picard vào năm 1977 của Viện 
Hàn Lâm Khoa học Pháp và giải Crafoord vào năm 1988 của Thụy Điển (nhưng 
Grothendieck từ chối). Cùng được trao giải Crafoord năm ấy là một học trò 


16 Armand Borel (1923 - 2003), nhà Toán học Thụy Sĩ, thành viên nhóm Bourbaki, chuyên nghiên cứu về Hinh-Dai 
số, giáo sư tại Đại học Princeton. 

17 Gerd Faltings (sinh năm 1954), nhà Toán hoc Đức, Huy chương Fields 1986 do đã chứng minh được dự đoán Tate 
và dự đoán Mordell. 
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xuất sắc của ông, nhà Toán hoc Pierre Deligne (sinh năm 1944)13, giải có giá trị 
tiền mặt là $136,000. 

e Nhüng thành tựu đỉnh cao của Grothendieck hầu hết diễn ra trong thời gian 
ông làm việc tại Viện Nghiên cứu Cao cấp Khoa học (IHES). Các séminaire của 
Grothendieck tại IHES thu hút rất nhiều nhà Toán học tầm cỡ trên thế giới, 
nhất là những nhà Toán học trẻ. Chung quanh ông, ngoài cộng sự viên hết sức 
đắc lực và tài năng là Jean Dieudonné??, có Jean-Pierre Serre, một nhà Toán 
học sắc bén, một người đàn anh (hơn Grothendieck 2 tuổi), một người đồng 
chí hướng (ham mê Hình-Đại số), và cũng là người kích thích (ngòi nổ) cho 
Grothendieck. Ngoài ra phải kể đến những học trò xuất sắc góp phần không 
nhỏ vào các thành quả của ông, trong đó Pierre Deligne là một ngôi sao sáng 
đầy hứa hẹn. Có những séminaire kéo dài 10-12 giờ liền, ông là một cỗ máy 
làm việc không kể thời gian. 


e Những gì chuẩn bị cho một séminaire được ông viết chan chit trên vài trang 
giấy người ngoài không thể đọc được, không thể hiểu được, ngoại trừ một 
người, đó là Dieudonné. Người ta nói rằng trung bình cứ 5 trang nhận được 
từ Grothendieck, Dieudonné viết lại - một cách rành mạch trong sáng - thành 
20 trang sách. Đã xuất bản được 8 tập (fascicules) mang tên Éléments de 
Géométrie Algébrique, người ta gọi tắt là sách EGA phần tác giả ghi là của 
Grothendieck và do Dieudonné biên tập. Còn về phía học trò của 
Grothendieck, họ tham dự và ghi chép riêng, những gì thu lượm được họ cho 
xuất bản thành 12 cuốn (volumes) mang tên Séminaire de Géométrie 
Algébrique du Bois-Marie7?, gọi tat là sách SGA. 
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Một phần trang giấy viết tay của Grothendieck. 


18 Pierre Deligne đã được trao tặng các giải thưởng lớn sau đây: Huy chương Fields 1978, giải Crafoord 1988, giải 
Balzan 2004, giải Wolf 2008, và giải Abel 2013. 

19 Nên nhớ là Jean Dieudonné 5 năm trước là một trong hai giáo sư đỡ đầu luận án Tiến sĩ của Grothendieck, người 
kia là giáo sư Laurent Schwartz. 

20 Bois Marie là tên cách rừng nhỏ ở Bures-sur-Yvettes chung quanh viện IHES (trụ sở mới 1962). 
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Elements de Géométrie Algébrique tap | (xuất ban lần đầu năm 1960). 
Bởi A. Grothendieck, biên soạn với sự cộng tác của J. Dieudonné. 


Nhà Toán học Valentin Poénaru (sinh năm 1932), gốc Roumanie, giáo sư danh 
dự Đại học Orsay Paris, thời gian 1962-1969 lui tới học hỏi nhiều ở IHES, có 
làm quen gần gũi với Grothendieck. Ông kể chuyện về Grothendieck trong một 
bài viết đăng trên tờ báo của American Mathematical Society (Hội Toán học 
Mỹ), có đoạn như sau: 

Grothendieck mà tôi quen biết thời ấy là một nhân vật hết sức ân 

tượng. Khi tôi nói như thế không phải tôi chỉ nghĩ đến Toán học. 

Shourik - chúng tôi vẫn gọi ông ấy như váy — có cá tính rất mạnh mé 

và nồng nhiệt tôi chưa từng thấy ở ai bao giờ. Ông ta làm cho tôi nghĩ 

tới một nhân vật đến từ sách chuyện của Dostoievski. Ông ta tốt bụng, 

vui sống trong một trạng thái hoàn toàn cân bằng trí tuệ. 

Thời ấy, khi cần ngủ là ông ngủ, ngủ trong bao lâu tùy ông định, thức 

dậy ông làm việc hiệu qua hơn trước. Cách làm việc của ông đối với 

tôi thật là kỳ ảo. Ngày làm việc của ông được phân chia và sắp xếp rõ 

rang. Duy chỉ có những gì ông soạn cho séminaire là không rõ rang, 

không ai đọc hiểu được, ngoai trừ Dieudonné. Dieudonné phải viết lại, 

sắp xếp lại trong súng chặt chẽ những gì Grothendieck viết, và cho xuất 

bản thành sách. Ông có thể cùng một lúc làm việc trên nhiều vấn đề. 

Nếu gặp bế tắt ở vấn đề này, ông chuyển sang vốn đề khác, sau đó trở 

lại giải quyết vấn đề kia với một cáp mắt khác. Khi ấy trong giới Toán 

học ở Paris, tôi nghĩ rằng chỉ có ông là người hiểu rõ những gì xảy ra 
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bên kia bức màn sắt và tâm trạng một người tị nạn như tôi?!. Tôi 
thường được ông và vợ ông — bà Mireille- tiếp đón thân tinh tại nhà. 
Bắt đầu năm 1967, tôi thấy ở ông có cái gì đó thay đổi. Có một biến 
cố gì lớn lắm xảy ra bên trong ông..(G. Bringuier. Alexandre 
Grothendieck. Itinéraire d’un mathématicien hors normes). 


5. Thay đổi 


Năm 1965, chiến tranh Việt Nam bắt đầu lên cao, Mỹ đổ quân vào miền Nam và 
thả bom miền Bắc để làm suy yếu quân miền Bắc, thời gian này họ xâm nhập vào 
miền Nam càng ngày càng nhiều. Phong trào chống chiến tranh trong giới sinh 
viên và trí thức lan tràn ở nhiều đô thị Mỹ. Giới trí thức khuynh tả ở Pháp cũng 
tham dự phong trào này không kém phần tích cực. Trong số những người cầm 
đầu có Laurent Schwartz, giáo sư đỡ đầu của Grothendieck ở Nancy, một người 
Trotskiste cũ. Grothendieck theo hướng đi của Schwartz nhưng tích cực hơn, ông 
ủng hộ Bắc Việt bằng nhiều hành động cụ thể. Tháng 11 năm 1967 ông qua Bắc 
Việt, rồi ông mở lớp giảng bài cho Đại học Hà Nội đang sơ tán trong rừng. Trở về 
Paris, ông lên án Mỹ xử dụng bom bi và bom napal trong những trận oanh tạc Bắc 
Việt khốc liêt22. Ông lên án giới Khoa học đã tiếp tay tao nên những phương tiện 
tàn ác này. Ông bán chiếc huy chương Fields của ông để góp phần gây quỹ “Một 
tỷ cho Việt Nam”. Ong tuyên bố từ đây về sau ông chỉ tham dự những cuộc hội 
thảo, hội nghị, tổ chức Toán học nào không có sự trợ giúp của giới quân sự hoặc 
có dính dáng đến tài chánh của bộ Quốc phòng. 


Năm 1968 phong trào sinh viên ở Pháp nổ ra, lúc đầu ở Paris, sau lan dần đến các 
trung tâm đô thị khác, càng ngày càng đông. Lúc đầu họ chống lại sự cải tổ Đại 
học, sau họ chống chiến tranh, tạo thành một phong trào xã hội sâu rộng. 
Grothendieck tham dự tích cực, sôi nổi. 


Năm 1969, giữa thời kỳ đang hoạt động Toán học sung mãn, Grothendieck bỗng 
nhiên tuyên bố ngưng nghiên cứu Toán học lý thuyết để chuyển sang nghiên cứu 
sinh vật học phân tử, dưới ảnh hưởng của Mircea Dumitrescu, một nhà sinh vật 
học và cũng là bạn thân của ông. Dự định của Grothendieck là phát triển những 
mô hình Toán học ứng dụng cho ngành sinh vật học (G. Bringuier. Sách đã dẫn). 


21 Poénaru, năm 1962 (mới 20 tuổi) là thành viên phái đoàn Roumanie đi dự một hội nghị Toán học ở Thụy Điển, đã 
đào thoát xin tị nạn tại Pháp. Ông được nhà Toán học nổi tiếng Charles Ehresmann thuộc nhóm Bourbaki đỡ đầu, 
cho làm Tiến sĩ tại Paris. 

?2 Từ Hà Nội trở về, Grothendieck mang theo một đôi “dép râu” (làm bằng bánh xe hơi cũ) đa số người Bắc Việt 
thời ấy vẫn thường mang. Thỉnh thoảng người ta thấy ông mang nó vào séminaire. 


Sau đó khi biết được rằng Viện IHES có nhận tài trợ của bộ Quốc phòng và tổ chức 
Minh Ước Bắc Đại Tây Dương (OTAN) — không là bao nhiêu, chỉ khoảng 5% ngân 
sách của Viện — Grothendieck tỏ ra tức giận. Ông buộc Giám đốc sáng lập Viện là 
Motchane ngưng nhận khoảng trợ cấp ấy tức thì hoặc phải từ chức. Thái độ của 
ông được cho là không khoan nhượng. Một số đồng nghiệp của ông cũng phản 
đối nhưng với thái độ chừng mực. Người ta không hiểu được tại sao tính khí 
Grothendieck có nhiều thay đổi đến như vậy. Ông có thể có lập trường thân cộng 
sau lần đi Việt nam trở vé? Hay là cảm thấy đỉnh cao đã đạt được và thời kỳ vàng 
son của mình đã hết? Ông chỉ mới 42 tuổi thời điểm ấy mà thôi. 


Ông từ bỏ Viện IHES ra đi vào tháng 9 năm 1970 cùng với một đồng viện, đó là nhà 
Toán học Claude Chevalley, một trong những sáng lập viên của nhóm Bourbaki. 
Và cũng chính năm vào 1970, ông từ bỏ việc nghiên cứu Toán học, ông từ bỏ sinh 
hoạt với nhóm Bourbaki và để lại đó một số phê bình với thái độ bất hòa”. 


Quay lưng lại với thế giới Toán học, một bầu trời mới mở ra trước mặt ông. Ông 
ví ông như một người đi xe đạp lên đèo. “Lên đến đỉnh, một khung cảnh mênh 
mông chợt hiện ra trước mắt. Bây giờ tôi có cá một không gian rộng và có cá tự 
do nữa.” (Récoltes et Semailles). 


Jean-Pierre Serre vẫn luôn là người bạn và người đàn anh tốt bụng của ông. Thấy 
Grothendieck rời khỏi Viện IHES, ông vận động đưa Grothendieck về Collège de 
France. Day không han là một viện nghiên cứu, cũng không phải là một trường 
Đại học, Collège de France được thành lập từ năm 1530, đây là nơi các giáo sư uy 
tín nhất được mời đến để trình bày những kiến thức chuyên môn của mình cho 
một cử tọa có trình độ cao tự do tham dự. Collège de France là niềm tự hào của 
môi trường trí thức của nước Pháp. Nhưng thay vì thuyết trình về những chủ đề 
Toán học mới nhất và ưng ý nhất của mình, ông lại nói chuyện về chiến tranh và 
hòa bình. Ông lên án chính quyền và giới quân sự. Ông nêu vấn đề “có nên nghiên 
cứu Khoa học không?” Lập trường của ông là không vì Khoa học là phương tiện 
nguy hiểm cho những phe phái hiếu chiến, xâm lược. Hết hợp đồng hai năm, ông 
buộc phải rời nơi này vì ở đây không phải là nơi ông thuyết giảng chính trị. 


23 Thật ra André Weil (trưởng nhóm, một trong những người sáng lập ra nhóm Bourbaki) va Grothendieck không 
thuận nhau từ lâu. Nếu cần trao đổi, tranh luận về một vấn đề Toán học nào đó cả hai cùng quan tâm thì chính 
Jean-Pierre Serre là người trung gian (Pierre Cartier. A country of which nothing is known but the name 
Grothendieck and “motives”). 





Giáo sư Grothendieck cùng với học trò của mình trong rừng Bắc Việt vào năm 1967. 
Cô Hoàng Xuân Sính áo trắng, tóc ngắn trong hai hình sau (Wikipedia) 
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Vào năm 1970, phong trào Hippy ở Mỹ lan rộng trong giới trẻ, nhất là ở các trường 
Đại học. Họ chống chiến tranh, bảo vệ môi trường, cổ vũ cho một cuộc sống tự do 
gần với thiên nhiên. Theo ảnh hưởng này, Grothendieck khởi xướng tại một hội 
nghị Toán học ở Motréal, Canada, một nhóm hoạt động theo xu hướng sinh thái 
(ecology) mang tên là Survivre et vivre (Sống còn và sống), có sự tham dự của hai 
nhà Toán học tên tuổi là Claude Chevalley và Pierre Samuel. 


Từ tháng 1 đến tháng 4 năm 1971, ông được một số trường Đại học lớn ở Canada 
và Mỹ mời sang. Đầu tiên là Queen University ở Ontario, Canada. Ở đây ông giảng 
dạy Hình-Đại số, nhưng mục đích thầm kín là kiếm tiền nuôi nhóm Survivre et vivre. 
Mặc dù tên tuổi của ông rất lớn nhưng số sinh viên theo học ông không có là mấy. 
Ngoài ra do hoạt động chính trị của ông không phù hợp với mục đích của trường, 
ban Giám đốc nhà trường cho ông chấm dứt công việc (vẫn để ông cư ngụ trong 
trường). Người ta nói rằng ông bỏ ra đi ngay trong giá lạnh. 


Rồi ông sang Mỹ. Ông đến Đại học Stanford, Berkeley, UCLA, New Jersey, New 
York. Ở Đại học Rutgers (vùng Tây-Nam New York) ông gặp cô sinh viên Toán tên 
là Justine Skalba. Hai người như bỗng nhiên như tìm được một nửa của mình. 
Justine theo Gothendieck về Pháp. Ông viết trong hồi ký rằng “Đó là kết quả quan 
trọng nhất trong chuyến đi Mỹ vừa qua.” 





Jean-Pierre Serre (1926 - ), Huy chương Fields 1954 (trẻ nhất tinh cho đến nay), hinh 
chụp năm 2011 (85 tuổi). 


6. Trở về lại Monpellier 


Thời gian 1070 - 1971 ông theo đuổi nhóm Survivre et vivre gia đình ông tan rã. 
Nay về lại Paris ông sống cùng với Justine, rồi đến đầu năm 1973 ông rời bỏ Paris 
về sống trong một làng nhỏ tên là Olmet-et-Villecun chừng 50 km phía Tây-Bắc 
Montpellier. Ông xa lánh dần mọi người cũ, tự chăn nuôi trồng trọt sinh sống. 
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Justine sinh một đưa con trai, cuộc sống của cả hai thêm khó khăn. Hơn một năm 
sau, Justine ôm con trở về Mỹ. Cho đến năm 1977 ông mới gặp lại con mình. 


Ông tìm về Đại học Monpellier xin một chân giáo sư để duy trì cuộc sống. Đây là 
trường cũ của ông, nơi lần đầu tiên ông tiếp xúc với việc học một cách có hệ thống 
sau chiến tranh, và cũng là nơi ông tốt nghiệp Đại học năm 1948. Ở đây ông có rất 
ít sinh viên, có thể sinh viên ở đây ít biết đến ông hay ông đã hết “lửa” trong việc 
giảng dạy. Ông dạy ít giờ, ông chỉ đến trường vài lần trong tuần. Ông làm việc ở 
đây cho đến năm 19887. 








Archiveof Winfried Scharlau, 2006. 


Grothendieck’s house in Villecun, where he lived from 
1973 to 1979. 


Ông đến trường bằng một chiếc xe mobylette cũ, một cái giỏ xách cột sau porte- 
bagage, chân đi sandale, lúc nào cũng sandale, kể cả mùa Đông. Phòng làm việc 
của ông trong Khoa Toán cũng vừa là nhà bếp. Thỉnh thoảng ông đến nhà của 
Pierre Juventin, một giáo sư sinh vật học trong trường, lưu lại một vài ngày. Năm 
sau, năm 1974, người ta thấy ông di làm bằng một chiếc 2CV xem còn tốt?°. 


Ô trường Dai học Monpellier, giáo sư Grothendieck có những biểu hiện rất bất 
thường, nếu không muốn nói là “kỳ dị”. Ông muốn dạy gì thì dạy, ông muốn cho 
sinh viên nào bao nhiêu điểm thì cho. Có khi bốc thăm để cho điểm, có khi ông 
cho cả lớp điểm 20/20. Những việc như thế làm cho ban Giám đốc nhà trường rất 
bối rối. Khi còn ở Viện IHES, ông đã đào tạo rất nhiều học trò giỏi, họ đến từ khắp 
mọi nơi, có nhiều người về sau trở thành những nhà Toán học nổi danh trên thế 
giới. Ở Monpellier thi trái lại, số sinh viên đến với ông rất ít, người hoc trò tin cậy 
duy nhất của ông - và cũng là người cuối cùng — là Jean Malgoire, sau này thành 
phó giáo sư tại trường. Cũng chính ông này mà Grothendieck giao phó mọi tài liệu 
còn lại sau khi ông đi ở ẩn. Từ năm 1984, người ta không để ông dạy học nữa mà 
cho ông chỉ làm nghiên cứu thôi. Ông về hưu năm 1988, khi vừa đúng 60 tuổi. 


24 Người ta kể rằng khi nào nghe mùi cừu trong hành lang của Khoa Toán thì biết có giáo su Grothendieck đến. 
? Do bị tai nạn gay chân (sẽ nói ở đoạn sau). 
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Thời gian ở Monpellier, ông thay đổi tâm tánh và cả đức tin nữa. Việc này có gây 
rắc rối không ít cho cuộc sống của ông. Như chúng ta đã thấy trong phần đầu của 
bài viết, Grothendieck có gốc Do Thái, theo đạo Tin lành (về phía mẹ), nhưng từ 
khi về Monpellier ông quan tâm nhiều đến tư tưởng triết lý Phật giáo. 


Năm 1974, ông bị tai nạn gãy chân khi di chuyển bằng chiếc mobylette cũ. Người 
ta đưa ông vào bệnh viện làm giải phẩu. Ông từ chối đánh thuốc mê và từ chối cả 
việc gây tê tại chỗ theo yêu cầu của bác sĩ bệnh viện. Ông thiền trong khi nhân 
viên y tế làm việc. Lần đầu tiên họ chứng kiến sức mạnh tinh thần đáng nể của 
một con người. 

Tháng 11 năm 1976, ông tiếp đón tại nhà ông một nhóm tu sĩ thuộc giáo phái 
Nihonzan Myohoji Nhật Bản. Day là một giáo phái hoạt động cho hòa bình, chống 
chiến tranh, người tu sĩ dẫn đầu tên là Fujii Guruji mà Grothendieck có quen biết 
khi còn ở Paris. Họ ở nhà ông trong 1 tuần, sinh hoạt của họ làm khó chịu cho dân 
cư của một địa phương nhỏ bé vốn vô cùng yên tịnh. Chính quyền can thiệp và 
phát hiện ra một thành viên của đoàn có giấy tờ không hợp lệ (quá hạn cư trú). 
Mấy tháng sau Grothendieck phải hầu Tòa vì chứa chấp người bất hợp pháp (khi 
ấy đoàn Nhật Bản đã rời đi rồi). Ông phản đối và yêu cầu giới trí thức Pháp lên 
tiếng hổ trợ. Nhưng ông nhận được những tiếng nói không được nồng nhiệt từ 
phía những đồng nghiệp cũ, trừ Dieudonné khi ấy đang là Khoa trưởng ở Đại học 
Lille. Grothendieck bị kết án 6 tháng tù treo và một số tiền phạt. 


Cũng năm ấy, năm 1977, ông được trao tặng giải thưởng Picard*® của Han Lâm 
Viện Khoa học Pháp. Giải gồm một bằng khen và một huy chương. Huy chương 
gởi về, ông dùng để đập hạt giẻ và sau này đem cho Jean Malgoire, người học trò 
của ông nay là giáo sư ở Montpellier. 


Năm 1979, ông rời làng Olmet-et-Villecun để đến sống trong một làng xa hơn nữa 
chìm han trong một cánh rừng. Ở đây ông sống gần như xa cách mọi người, gần 
với thiên nhiên, nước lấy ở suối, không xử dụng điện, nấu ăn, sưởi ấm bằng củi tự 
hái lượm trong rừng, ban đêm đốt đèn nến hoặc dầu. 


Trong thời gian ở đây ông bắt đầu viết. Ông viết rất nhiều, hàng ngàn trang (nhưng 
những tài liệu này thời ấy không ai chịu xuất bản): Réflexions mathématiques (Suy 
nghĩ về Toán học), Récoltes et Semailles (Gặt và gieo), Réflexions et témoignage 
sur un passé de mathématicien (Suy nghĩ và chứng kiến quá khứ của một nhà Toán 
học). 


26 Émile Picard (1856 — 1941) một nhà Toán học Pháp, thành viên của Hàn Lâm Viện Khoa học Pháp. Giải thưởng 
Picard trao tặng cứ sáu năm một lần cho nhà Toán học nào có thành tựu quan trọng hữu ích cho sự phát triển Toán 
học. Henri Cartan, Jean-Pierre Serre đã nhận giải trước Grothendieck. 


Từ năm 1984, người ta khó biết được chỗ ở của ông. Một ngày vào tháng 10 năm 
1984, nhà Toán học Pierre Deligne - người học trò cũ của ông thời ở IHES - và cô 
con gái của ông có tìm đến thăm ông, khi ấy ông sống trong một ngôi nhà nhỏ 
trong vùng Orange, dưới chân núi Mormoiron, vẫn cuộc sống thầm lặng gần với 
thiên nhiên. Ông đã viết bộ Récoltes et Semailles đến hàng ngàn trang rồi, như là 
một cuốn nhật ký đời ông, trong đó ông ghi chép những suy nghĩ về cuộc đời làm 
Toán của ông, suy nghĩ về Khoa học và những đóng góp tại hại của nó cho nhân 
loại, phê phán một số đồng nghiệp và học trò cũ. Ông tỏ ra có khiếu viết văn, ý 
tưởng được sắp xếp trình bày mạch lạc. 


Người ta cứ tưởng ông hoàn toàn quay lưng lại với Toán học sau năm 1970. Nhưng 
không, cũng trong khoảng thời gian này ông bắt đầu viết bộ La Longue Marche à 
travers la théorie de Galois (Cuộc Trường Chinh qua lý thuyết Galois). Tuy không 
sôi nổi dữ dội như thời 1960 ở IHES, nhưng đằm thắm sâu lắng, cuốn sách viết về 
tất cả những suy nghĩ của ông về nhóm Galois (số học) và nhóm cơ bản (hình học). 
Một đoạn trích trong Récoltes et Semailles nói lên cảm nghĩ của ông về Galois: 


“Theo tôi nhớ lại, trường hợp Galois đã làm cho tôi xúc động. Khi còn học 

trung học hay dai học gì đó, tôi có nghe nói về Galois và tìm đọc ông. Lần 

đầu tiên tôi thấy một thứ tình cảm như là anh em ruột thịt xuất hiện trong 

tôi. Cũng giống ông ấy, tôi say mê Toán học, và cũng giống ông ấy, tôi là 

một người xa lạ trong một thế giới mà người ta cho là đẹp đẻ và bị người ta 

ném ra ngoài. Cho nên có ngày tôi sẽ từ bỏ cái thế giới ấy không luyến tiếc. ” 
Trong khoảng thời gian 1990 -1991 ông viết một bộ khác khoảng chừng hai ngàn 
trang có tựa đề Les Dérivateurs, ông giao cho Jean Malgoire hiệu đính với sự giúp 
đỡ của Malthias Künzer và Georges Maltsiniotis (G. Bringuier. Sách đã dẫn). 





Grothendieck vào những năm 1980 (Wikipedia). 
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7. Ấn sĩ trong rừng sâu 


Một hôm khoảng giữa tháng 8 năm 1991, Grothendieck rời nhà đi đến vùng 
Carcassonne, một thị trấn cách Toulouse chừng 80 km về phía Đông Nam, tá túc 
nhà một người bạn gái cũ. Khi người bạn này trở về sau một vài ngày đi vắng, 
không thấy Grothendieck ở đó nữa, trong sân nhà có thấy một đống tro. 
Grothendieck đã đốt đi rất nhiều tài liệu cũ cũng như những tài liệu đã viết trong 
hơn mười năm qua. Tuy nhiên Malgoire cũng đã được ông thông báo đến nhận 
một số thùng giấy chứa vài chục ngàn trang tài liệu còn lại. Tất cả đều được viết 
tay trên loại giấy dùng cho máy tính thời thập niên 1980. Hai mươi năm sau, 
Malgoire tặng số tài liệu này lại cho Đại Học Montpellier. Người ta nói rằng muốn 
khai thác hết số tài liệu này phải cần vài chục năm, trừ khi có một Grothendieck 
khác xuất hiện. 


Grothendieck lái chiếc Renault 4L về hướng làng Lasserre cách trại tù Le Vernet 
nổi tiếng chừng 10 km, trại này là nơi cha ông đã bị giam trong chiến tranh. Muốn 
tới làng ấy còn phải qua một con đường đất ngoằn ngoèo trong rừng rậm của dãy 
núi Pyrénée thuộc vùng Saint-Girons. Ở đây có chừng hai trăm cư dân sinh sống, 
xa han thế giới bên ngoài. Căn nhà Grothendick nằm giữa làng, chung quanh phủ 
cây xanh như bất cứ căn nhà nào khác trong làng ấy. Hình như ông đã có chuẩn bị 
trước cho cuộc định cư lâu dài này. 


Cha xứ làng Lasserre gởi đến Grothendieck một bức thư ngõ ý muốn được gặp ông 
như một cư dân mới về làng, ông từ chối. Thái độ lạnh lùng xa cách này làm cho 
cha xứ nghĩ ngay đến một con người không bình thường, có vấn đề gì đó về tâm 
trí. Ông trưởng làng và một vài cư dân cũng ngạc nhiên khi thấy người mới đến 
tuy lịch sự hiền lành nhưng có một cái gì đó khó gần gũi. Grothendieck không để 
tên mình trước hộp thư gắn trước nhà, thay vào đó một hàng chữ “không tiếp 
người lạ và quảng cáo.” 


Dân làng lo lắng khi thấy ông cho chở tới nhà vài chục lít alcool (cồn) và vài mét 
khối củi. Ông giải thích là củi để nấu ăn và sưởi ấm, cồn dùng cho các thí nghiệm 
thực vật (cây cỏ). Một hôm thấy khói lên quá nhiều từ căn nhà của Grothendieck, 
người ta gọi xe cứu hỏa tới. Chủ nhà miễn cưỡng cho lính cứu hỏa vào. Không có 
đám cháy nào, chỉ có củi được đốt quá nhiều trong lò sưởi. Chủ nhà được yêu cầu 
tuân thủ một số biện pháp an toàn. 


Tuy ở tận trong rừng nhưng ở đây vẫn có điện nước và điện thoại. Điện thoại nhà 
Grothendieck dùng để gọi đi, ít khi ông nhận điện thoại gọi đến. Ông sống thui 
thủi như một ẩn sĩ. Ngày cũng như đêm, người ta thấy ánh đèn dầu lúc nào cũng 
leo lét tỏa ánh sáng vàng qua khung cửa sổ. Ong Jean-Claude, người ở cán nhà 
bên cạnh, được ông nhờ cắt cỏ và chăm bón cây trồng trước nhà với tiền công hậu 
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hỉ, nhưng không được dùng máy cắt cỏ mà phải cắt bằng liềm. Ông nói ông không 
chịu được tiếng ồn. 


Tuần lễ hoặc hai tuần một lần, ông lái xe xuống tận thị trấn mua thức ăn và vật 
dụng cần thiết. Năm 1996, ông bị tai nạn, tuy không thương tích gì nặng nhưng 
xe không xử dụng được nữa, ông chỉ đi bộ quanh quẩn trong làng. Rồi thưa dần, 
người ta không thấy ông xuống chợ nữa. Một người đàn bà tên là Lambert có cửa 
hàng ở chợ, mang những gì ông đặt trước đến để trước của nhà cho ông. Hai 
người chỉ giao thiệp qua thư từ. Thực phẩm gần như toàn rau củ và trái cây, rau 
củ được yêu cầu phải có đầy đủ lá và rể. Tiền ông thanh toán rất hậu hỉ. Ông đề 
nghị: 30% cộng thêm với giá tại chợ nếu hàng lấy từ địa phương, 50% cộng thêm 
nếu hàng lấy từ thị trấn Saint-Girons hoặc Toulouse. Bà Lambert là một người 
trung thực, bà chỉ lấy bằng giá tại chợ và tiền chuyên chở mà thôi. 


Ông đi bộ ra bưu điện tuần hai lần. Cô Pascale, nhân viên bưu điện, là một trong 
số ít người ở đây tiếp xúc với ông. Cô nói rằng đó là một người tử tế, lich sự 
nhưng khó tính. Hai tháng một lần, ông gởi một lá thư cho Tổng Thống Pháp, thư 
được cô Pascale copy để cho ông giữ lại một bản, nếu bản copy ông không hài 
lòng, ông yêu cầu cô phải làm lại. Dần dần người ta ít thấy ông đi bộ qua làng nữa, 
thư gởi đi ông chỉ kẹp lại bên ngoài hộp thư thôi. Thỉnh thoảng có người đến làng 
tìm ông. Người ta thấy ông nói chuyện với người khách, cổng rào vẫn không mở. 
Một đôi lần con trai ông tìm đến thăm, ông chỉ yên lặng mở cổng. Sau này ông có 
giải thích trong hồi ký rằng qui Satan không cho ông tiếp xúc với ai cả. TY năm 
2006 trở đi, người ta gần như không thấy ông xuất hiện nữa. 





Hình của Grothendieck hình chụp khoảng năm 2010 (Wikipedia). 
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Năm 2010, ông ra một bản tuyên bố, nhờ một người học trò cũ tên là Luc Illusie 
gởi đi các nơi. Dưới đây là hình chụp bản viết tay của ông: 
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Dịch: 


Tuyên bố ý định không cho xuất bản 
viết bởi Alexandre Grothendieck 
Tôi không có ý định cho xuất bản hoặc tái bản bất cứ công trình hay bài viết mà tôi 
là tác gid, từ những bài Khoa học đến thư từ cá nhân tôi gởi cho bất cứ ai, và bản 
dịch của tất cả các bài viết ấy, dưới bất kỳ dạng nào, in hoặc điện tử, toàn phần 
hay là một phần. 


Tất cá những phát hành hoặc phân phối những bài viết của tôi trong quá khứ, 
trong hiện tại hoặc trong tương lai khi tôi không còn sống, trái với ý định tôi đã nói 
rõ ở trên, đều bị cấm chi. Trong khi tôi còn sáng suốt, tôi yêu cầu mọi xuất bản 
bài vở của tôi có tính cách ăn cướp (ngoại trừ vài hàng trích dẫn) phái có trách 
nhiệm ngưng và rút ra khỏi dịch vụ thương mai, và yêu cầu các người phụ trách ở 
thư viện cũng phái có trách nhiệm lấy tất cá túc phẩm của tôi ra khỏi thư viện. 


Nếu ý định của tác giả được diễn tả rõ rùng ở đây bị xem thường thì sự xấu hổ và 
khinh bỉ sẽ đến với những người vẫn cho công bố những gì bị cấm, và cả những 
người chịu trách nhiệm ở cúc thư viện (khi mà mọi người được thông báo ý định 
của tôi). 

Làm tại tư gia ngày 3 tháng 1 năm 2010 


Alexandre Grothendieck. 


Hình như ông biết những ngày tháng của ông cạn dần. Ông sắp xếp lai nhà cửa 
gọn gàng ngăn nắp hơn. Những tháng cuối cùng, bên nhà thờ có cử một người 
qua giúp ông việc nhà. Họ ngạc nhiên thấy sách vở tài liệu của ông được xếp đặt 
khá ngăn nắp. Các con ông cũng ước tính được tình trạng sức khỏe của ông, chúng 
đến thăm ông thường hơn. (Qui Satan chắc là không ngăn cản nữa!). 


Chúng tôi mượn lời của hai nhà Toán học David Mumford và John Tate trong bài 
viết khi Grothendieck qua đời, đăng trong Notices oƒ the AMS (Vol 63) thay cho lời 
kết: 


Mặc dù thế kỷ 20 đã chứng kiến sự trừu tượng hóa và tổng quát hóa của Toán học, 
nhưng chính Alexandre Grothendieck mới là bậc thầy trong khuynh hướng này. Tài 
năng độc đáo của ông là loại bỏ tất cá những giả thuyết nào không cần thiết, đào 
bói vào bên trong vấn đề ở mức độ trừu tượng nhất, khi ấy, như một trò ảo thuật, 
lời giải những bài toán khó trước đây được làm lộ ra một cách tự nhién?’. 


KK K kK KK 


27 ý của Mumford và Tate muốn nhắc tời hai bài Toán nổi tiếng mà lời giải dựa trên lý thuyết của Grothendieck: Dự 
đoán Mordell (do Gerd Faltings giải) và Định lý cuối cùng của Fermat (do Andrew Wiles giải). 
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Phụ bản 1: Thư xin ra khỏi nhóm Bourbaki 


Scanned image courtesy of William Messing. 


A Mr Nicolas Bourbaki Paris le 9.10.1960 


Monsicur et cher Maitre, 


Je Vous remeroie pour votre lettre, empreinte à la fois de 
sagesse et de ransuétude. Il semble vain en effet qu'un différend 
personnel puisse être l'occasion du départ d'un disciple. Je 
reconnais qu'il était vain que j'attende du Maitre qu'il arbitre 
une quérelle qui ne le concerne pas, et qu'un tel arbitrage ne pouvañ 
résoudre rien. 


Je me guip interrogé plusieurs fois pendant Les années de ma 
collaboration avec le Maitre si mes habitudes peù sociables, non 
caractère passiunné et ma fépugnanoe à vainore lớn répugnances - 
d'autruim, ne me rendaient inspte à une collaboration fertile 
pendant les congrès. Sans plus vouloir chercher la cause ailleurs 
qu'en moi-même, je pense maintenant qu'il en est bien ainsi, et 
que j'ai atteint avant l'âge traditionnel 1s moment où je servirai 
mieux le Maitre par non départ, qu'en restant wga oufter@e Ses 
amioales instances. ey 


Je n'offorcerai de rester digne des enseignements que Vous 
m'avez prodvigués pendant si longtemps et de ne pas trahir l'esprit 
du Maitre, qui, je l'espère, restera visible dans mon travail comme 
par le passé. 


Votre très dévoué élève et éervibeus 


A. Grothendieek 


Dịch: 
Kính gởi Ong Nicolas Bourbaki Paris ngày 9.10.1960 


Thưa Thầy, 


Tôi xin cám ơn Thầy về lá thư thắm đẫm cá hai điều: sự khôn ngoan và lòng nhân 
ái. Thật ra đối với người khác sẽ là vô nghĩa khi một người học trò bỏ ra ởi. Tôi 
cũng nhận biết sự vô nghĩa khi chờ đợi ở Thầy làm người phân xử sự cãi nhau 
không liên quan đến Thầy và sự phân xử này không giải quyết được gi. 


Tôi tự vấn lòng nhiều lần trong nhiều năm về thói quen thiếu tinh thần hợp tác với 
người xung quanh, về tính dam mê và sự mâu thuân xung khắc với những người 
khác?? làm cho các hội nghị không thể tiến triển tốt đẹp. Tôi không di tim lí do ở 
người khác mà ở chính mình, và tôi nghĩ rằng tôi nên ra đi lúc này, và như vậy sẽ 
tốt hơn cho Thầy còn hon là ở lại trong sự ưu ái của Thầy. 


Tôi sẽ cố gäng xứng đáng với sự dạy dỗ của Thầy qua thời gian dài và tôi hy vọng 

sẽ không phản bội Thầy như Thầy thấy qua công việc của tôi trong quá khứ cũng 
như trong tương lai. 

Một người học trò hết long của Thầy, 

A. Grothendieck 


28 Chữ Monsieur va Maître ở đây là một người. Grothendieck gọi tập thé Bourbaki là Thay thi không có gi lạ. 
Những người sáng lập ra Bourbaki đã từng là Thầy thực sự của ông: Henri Cartan, Jean Dieudonné, Laurent 
Schwartz,... 

? Sự xung khắc ở đây, theo nhà viết sử Toán A. Aczel, là giữa André Weil (người sáng lập Bourbaki) và 
Grothendieck. 
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Phụ chú 2: Bản báo cáo khi đi Việt Nam về 


LA VIE MATHEMATIQUE EN REPUBLIQUE DEMOCRATIQUE DU VIETNAM 


par A. Grothendieck. 


(Exposé fait le 20 décembre 1967, sur invitation 
du Département de Mathématiques de la Faculté 
des Sciences de Paris). 


I. Au début de cette année, j'ai regu par personnes interposées, de la 
part de quelques mathématiciens de la R.D.V., la demande de tous les tiragesa part | 
dont je pourrais disposer dans les sujets de la Géométrie Algébrique et de 
l'Algèbre. Comme sans doute beaucoup de mes collègues "occidentaux", j'igno- 

rais jusqu'à ce moment-là l'existence d'une vie mathématique en R.D.V., ot 

à fortiori de collègues vietnamiens de là-bas désireux de se mettre au 

courant d'une partie de la Mathématique moderne qui n'est pas réputée facile, 
comme la Géométrie Algébrique. Il va sans dire que j'étais enchanté de pou- 

voir Être utile à nos collégues vietnamiens, et je me suis empressé de leur 

faire envoyer, en méme temps que tous les tirages à part personnels que 

j'avais, tous les textes mathématiques disponibles diffusés par les soins de 
l'I.H,E.S. Comne j'ai pu d'ailleurs le constater lors de mon récent séjour 


en R.D,V., tous ces textes sont effectivement arrivés à destination, et ce 





qui mieux est, un certain nombre sont utilisés par des mathématiciens de 
là-bas. 


€ foire 


Ce premier contact indirect m'avait donné l'idée, au mois de Mai de 
cette année, de proposer Van séjour de deux & trois mois en R.D.V., pour y 

faire des cours ou séminaires de mathématiques, dont le sujet et le niveau 

Seraient fixés en fonction des besoins sur place. J'avais soumis cette 

proposition à Monsieur Mai Van Bo, Délégué Général de la R.D.V. en France, 

qui l'a accueillie très favorablement et l'a transmise aux autorités compé- 

tentes à Hanoi, Contre toute attente et malgré les difficultés d'organisa- | 
tion d'un cycle de conférences par un étranger en R.D.V. dans les conditions 
présentes, j'ai reçu, début Octobre, une invitation en forme de la Société 


Mathématique du Vietnam pour la durée du mois de Novembre 1967, L'I.H.E.S. 


Trang đầu bản thảo báo cáo của A. Grothendieck trinh bày ở khoa Toán ĐH Khoa hoc Paris 
về chuyến đi Việt Nam năm vào 1967 do chính Grothendieck đánh máy và sửa chữa. Toàn 
văn dài 27 trang. Xem đầy đủ ở đây: 


https://sniadecki.wordpress.com/2012/05/20/grothendieck-vietnam/ 
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Phụ bản 3: Niên biểu của Alexandre Grothendieck 


e 1928 (28 thang 3): Ngày sinh của Alexandre Grothendieck 

e 1933: Hiller lên nắm quyền ở Đức. Sacha Shapiro, cha của Alexandre 
Grothendieck, trốn khỏi Berlin đi Paris. 

e 1934: Hanka, mẹ của Alexandre Grothendieck, theo chồng, gởi con trai lại 
cho một mục sư Tin lành. 

e 1936: Sacha và Hanka tham gia cuộc nội chiến Tây ban Nha. 

e 1939: Alexandre về Paris gặp cha mẹ. Sacha bị bắt đưa vào trại tập trung 
Vernet (Ariège), Hanka và Alexandre bị đưa vào trại tập trung Rieucros 
(Lozère). Alexandre di học ở trường Mende. 

e 1942 (14 tháng 8): Sacha bi đưa về trai Auschwitz và chết ở đó. 

e 1942-1944: Alexandre đi hoc ở Chambon-sur-Lignon (Haute-Loire). 

e 1945: Alexandre đậu Tú tai, tìm lai duoc mẹ, ca hai về ở gan Montpellier. 
Ghi tên học Toán ở DH Montpellier. 

e 1948: Đậu Cử nhân Toán. 

e 1948: Lên Paris, được Henri Cartan, giáo su Cao Dang Su Phạm Paris 
(ENS), tiếp nhận. 

e 1949: Được hai giáo su Laurent Schwartz và Jean Dieudonné nhận đỡ đầu 
làm nghiên cứu ở Nancy. 

e 1953: Trình luận án Tiến sĩ Toán, được nhận làm nghiên cứu ở CNRS, gia 
nhập nhóm Bourbaki, sinh con đầu lòng với bà chủ nhà trọ. 

e 1953-1954: Giáo sư thỉnh giảng ở São Poalo, Brazil. 

e 1955: Viếng các Dai hoc Kansas, Chicago. 

e 1956: Được phong Maître de recherché ở CNRS. 

e 1957: Me của Alexandre qua đời. Gặp người vợ thứ nhất (Mireille). 

e 1958: Viện IHES được thành lập, Alexandre được bổ nhiệm làm giáo sư 
(người đầu tiên). 

e 1960: Rời khỏi nhóm Bourbaki?9. 

e 1960-1967: Cùng với Dieudonné biên soạn bộ sách EGA. 

e 1966: Huy chương Fields. 

e 1967: Đi Hà Nội. 

e 1968: Tham gia phong trào sinh viên-trí thức. 

e 1970: Từ chức ở IEHS, lập nhóm Survivre et vivre, nhận ghế giáo sư tại 
Collège de France. 

e 1972: Hết hop đồng tai Collège de France, không được ký lại. Qua Mỹ, 
Canada, gặp người vợ thứ hai (Justine). 


30 Xem thư trong phụ chú. 


e 1973: Rời nhóm Survivre et vivre. Xin được ghế giáo sư ở DH Montpellier. 
Dọn về ở Villecun. Có con trai với Justine. 

e 1974: Justine đem con về Mỹ. 

e 1976: Bắt đầu học và thực hành Thiền. 

e 1977: Được tặng thưởng huy chương Emile Picard. Bị án treo 6 tháng vi 
chứa một tu sĩ Nhật bất hợp pháp. 

e 1979: Don về chỗ ở mới, làng La Borde sâu hon trong rừng. 

e 1980: Vẫn còn ở DH Montpellier, có làm đơn xin một vi trí tại CNRS nhưng 
bị từ chối. 

e 1985: Bắt đầu viết Récoltes et Semailles. 

e 1988: Về hưu ở Montpellier, được tặng thưởng giải Crafoord nhưng từ 
chối. 

e 1991: Don về ở han trong làng Lasserre vùng Ariège, sâu trong núi 
Pyrénée. Sống đời ẩn sĩ. 

e 2014 (13 tháng 11): Qua đời tại bệnh viện thị trấn Saint-Girons. 


KKK kK K K 


Tài liêu tham khåo 


1. 
2. 


Amir Aczel. A Strange Wilderness. Sterling New York. 2011. 

Allyn Jackson. As if summoned from the Void: The life of Alexander 
Grothendieck. Notices of the AMS. Volume 51. 

A. Gronthendieck. Recoltes et Semailles (929 trang pdf). Xem ở đây: 
https://uberty.org/wp-content/uploads/2015/12/Grothendeick-RetS.pd; 
Những bai viết về Grothendieck của Hội Toán học Mỹ: Notices of the AMS. 
Volume 63, No 3. 

Winfried Scharlau. Materialien zu einer Biographie von Alexander 
Grothendieck (bản tiếng Anh trên AMS) 

Wolfgang Bietenholza and Tatiana Peixotob. To the Memory oƒ Alexander 
Grothendieck. Instituto de Ciencias Nucleares. 2016. 

Georges Bringuier. Alexandre Grothendieck. Itinéraire d’un mathématicien 
hors normes. Editions Private. 2015. 


https://en.wikipedia.org/wiki/Alexander_Grothendieck (Wikipedia) 


Pierre Cartier. Un pay dont on conna ĝrait que le nom. Doc ở day: 





nom 





Tài liệu khác và hình ảnh lấy tên Internet (Wikipedia). 


© 2017 LequangAnh. 


34 


Chuyện về một dòng họ Toán học: 


GIA ĐÌNH BERNOULLI 


Lé Quang Anh, Ph.D. 


Qua lịch sử, ta thấy có rất nhiều người có những đóng góp đáng kể cho sự 
phát triển của Toán học. Nhưng sự đóng góp to lớn cho Toán học trong nhiều 
ngành khác nhau của một dòng họ, một gia đình thì chỉ có một: Gia đình 
Bernoulli. Trong hai thế kỷ 17 và 18 gia đình này đã cung cấp cho Toán học 
ft nhất là tám nhà Toán học, trong số ấy có ba nhà Toán học có ảnh hưởng 
nổi trội nhất. Đó là Jacob Bernoulli (1654 — 1705), Johann Bernoulli (1667 — 
1748) và Daniel Bernoulli (1700 — 1782). 


Gia đình Bernoulli. 


Dòng họ Bernoulli có nguồn gốc từ Hà Lan, theo đạo Tin Lành nhánh Calvinism!. 
Năm 1567, vua Philip của Tây Ban Nha đã gởi một đạo quân hùng mạnh đi trừng 
phạt những xứ nào chống lại vua chúa Tây ban Nha, chống lại Thiên Chúa giáo La 
Mã, thiết lập lại uy quyền. Trước sự đe doa ấy, gia đình Bernoulli chạy trốn qua 
Basel, Thụy Sĩ, khi ấy Thụy Sĩ là một xứ thương mại giàu có nhất ở Trung Âu [1]. 


Khởi đầu, các thành viên gia tộc Bernoulli đều làm thương mại, và họ mau chóng 
trở thành những thương gia giàu có. Những nhà Toán học Bernoulli đều xuất phát 
từ Nicolas Bernoulli (1623 — 1708), một thương gia thành đạt ở thành phố Basel, 
Thụy sĩ. Mặc dù ông này không có biểu hiện nào về năng khiếu Toán học, nhưng 
các thế hệ con cháu của ông về sau hầu hết là những nhà Toán học có tài, trong số 
đó có những người tầm cỡ hàng đầu Châu Âu thời ấy: Jacob Bernoulli, Johann 
Bernoulli và Daniel Berboulli. 


Có thể nói cùng với Isaac Newton, Gottfried Leibniz, Leonhard Euler, và Joseph 
Lagrange, ba nhà Toán học Bernoulli đã đóng góp, phát triển, chế ngự các lãnh vực 
sau đây trong suốt thế kỷ 17 và 18: Tính Vi-Tích-Phân, Hình học, Cơ học, Nhiệt 
động học (Thermodynamics), Thủy động học (Hydrodynamics), Quang học, Thiên 
Văn học, Xác suất học. 


Dưới đây là sơ đồ gia tộc Bernoulli kể từ Nicolas, tên những nhà Toán học nổi tiếng 
được in đậm hơn. 


1 Nhánh Tin Lành Calvinism do John Calvin (1509-1664) thành lập tách khỏi ảnh hưởng của Thiên Chúa giáo La Mà. 
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The Bernoulli familu 


Mico]aus 
1623-1708 


Jacob Nicolaus Johann 
1654-1705 1662-1716 1667-1748 


Nicolaus( 1} 


1667-1759 





Nicolaus {11} Daniel Johann (II) 
1695-1726 1700-1782 1710-1790 


Johann (111) Daniel (Il) Jacob (1I) 
1744-1807 1751-1834 1759-1789 


Lưu y: Nicholas, Nicolas hay Nicolaus là một tên; Jacques, Jakob hay Jacob là một 
tén; Johann, Jean hay John là mót tén, nhung cách viét khác nhau tüy theo dia 
phương (ngôn ngữ). Mặt khác, khi tên thế hệ sau trùng với tên thế hé trước thi ta 
thêm số La Mã vào. 


Jacob Bernoulli (1654 — 1705). 





Jacob Bernoulli (1654 — 1705). 


Jacob Bernoulli là con trai lớn nhất của Nicolas Bernoulli, được xem như là 
một trong số những nhà Toán hoc có ảnh hưởng rất lớn thời ấy, mặc dù ông 
xuất thân từ một gia đình không có truyền thống Toán học hoặc Khoa học. 
Cha mẹ ông buộc ông phải học Triết học và Thần học, những môn học không 


thể thiếu để trở thành một người thượng lưu thành đạt của xã hội thời ấy. 
Ông tốt nghiệp Thần học năm 1676, sau đó ông rời bỏ gia đình lên Geneva 
làm chân giáo viên dạy kèm Toán học và Khoa học để kiếm sống. Một thời 
gian ngắn sau đó ông qua Pháp, ông ở đó trong hai năm theo học Toán với 
những người theo trường phái Descartes. Năm 1681, ông qua Hà Lan, rồi 
từ đó qua Anh. Tại London, ông gặp gỡ một số nhà Toán học và Khoa học 
nổi tiếng trong đó có Robert Hook (1635 — 1703), Robert Boyle (1627 — 
1691). Ông vẫn giữ mối liên lạc với các nhà Toán học và Khoa học ấy trong 
nhiều năm sau qua thư tín. 


Qua những chuyến đi đó đây để học hỏi, ông đã định hướng hän cho mình 
hai lãnh vực chính, đó là Toán học và Thiên văn học. Năm 1683, ông trở về 
lại Thụy sĩ và xin được chân giảng dạy Toán- Cơ tại đại học Basel mặc dù gia 
đình ông phản đối. 


Trong khoảng thời gian 1682 — 1704, Jacob Bernoulli đã công bố năm tác 
phẩm về chuỗi số vô tận trong đó ông đưa ra nhiều kết quả quan trọng. Thí 
dụ như ông chứng minh được rằng chuỗi số điều hòa 


Ms 
ses 


n=1 


là phân kỳ. Thật ra kết quả này đã được nhà Toán hoc Y Pietro Mengoli 
(1626 — 1686) chứng minh khoảng 40 năm trước. Ngoài ra Jacob còn chứng 


minh được chuỗi số 
co 
>. 
n2 


n=1 


là hội tu, tuy không tìm được giá trị của tổng số nhưng ông đã chứng minh 
được tổng số này nhỏ hơn 2. (Khoảng 30 năm sau, năm 1734, Euler đã 


2 
chứng minh được tổng này bằng = ). 


Tháng 5 năm 1690, ông cho công bố một bài báo quan trọng về đường đẳng 
thời (Isochrone hay tautochrone curve)? trên tờ Acta Eruditorum, tờ báo uy 
tín được thành lập từ năm 1682 do chính Leibniz làm chủ bút đầu tiên. Jacob 
Bernoulli chứng minh được rằng bài toán xác định đường đẳng thời tương 
đương với bài toán giải một phương trình vi phân bậc nhất không tuyến tính. 
Bài toán này trước đó đã được Christian Huygens (1629 — 1695) vào năm 
1659 giải theo hướng Vật lý học. Nhưng chính Jacob Bernoulli là người đầu 


? Đường đẳng thời là đường cong đi xuống, trên đó mọi chất điểm chỉ dưới tác dụng của trọng lực, bất kỳ khởi 
hành ở điểm nào, cũng sẽ đạt điểm đáy trong cùng một thời gian như nhau (đẳng thời= thời gian bằng nhau). 
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tiên dùng chữ tích phân (Integral) và các phép tính tích phân để giải bài toán 
này”. Cũng qua bài báo nay, Jacob Bernoulli thiết lập va đưa ra phương pháp 
giải phương trinh vi phân gọi là phương phdp phân ly biến số (method of 
separation of variables). Đường cong đẳng thời có tên gọi là đường cycloid. 


Năm 1696, Jacob Bernoulli đưa ra được cách giải phương trình vi phân dạng 
y’ = p(x)y + q(x)y” 


ngày nay chúng ta gọi là phương trình Bernoulli. Ông đã áp dụng phương 
trình này để giải nhiều bài toán Hình học và Cơ học [4]. 


Bây giờ ta nói về đường cong có tên là đường dây xích (Catenary theo tiếng 
Anh hay là Chaînette theo tiếng Pháp). Đó là dạng của đường cong của một 
dây xích treo giữa hai trụ dưới tác dụng của trọng lượng của nó. 





Nhà Toán hoc và Thiên văn học người Y Galileo Galilei (1564 — 1642) đã nghi 
đến đường cong này và cho rằng đó là một phần của một parabol. Năm 
1646, Huygens, khi ấy mới 16 tuổi, đã chứng minh được kết luận của Galileo 
là sai. Tháng 5 năm 1690, Jacob Bernoulli chính thức đưa bài toán này lên 
tờ Acta Eruditorum như là một bài toán thách thức: “Hãy xác định hình dạng 
đường cong của một sợi dây đồng chất (khối lượng phân phối đều) được 
treo giữa hai điểm cố định.” Một năm sau, trong số báo tháng 6 năm 1691, 
có ba lời giải được công bố: một của Huygens, một của Leibniz và một của 
Johann Bernoulli, em trai út của Jacob Bernoulli. Cả ba lời giải đều di tới 
cùng kết quả nhưng bằng ba cách hoàn toàn khác nhau. Phương trinh 
Descartes của đường cong ấy là: 


el% pe Tox 


y= 2a 


trong đó a là hằng số tùy thuộc vào khối lượng và sức căng của sợi dây [9]. 
Nghiên cứu về đường dây xích được áp dụng trong xây dựng và kiến trúc. 


3 Leibniz dùng chữ calculus summatorium để chỉ tích phân [8]. 
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Bên trái là St Louis gateway, bên phải là những vòm trong trường ĐH Oxford. Đó 
là những hình có dạng catenary úp ngược. 


Jacob Bernoulli là một trong những nhà Toán học tiên phong trong lý thuyết 
xác suất. Bài báo đầu tiên của ông về xác suất công bố năm 1685. Đóng góp 
lớn nhất của Jacob Bernoulli là nghiên cứu mang tên Ars Conjectandi (Nghệ 
thuật suy đoán), tác phẩm này chỉ được công bố năm 1713 sau khi ông mất 


6 năm. 





JACOBI BERNOULLI, 
Profel. Bafil. & perkins Societ. Reg. Scientiar. 
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EtErisrora Gallicè fcripta 
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Tác phẩm Ars Conjectandi án bàn đầu tiên năm 1713 và một trang bên trong, 
hàng cuối của trang này cho thấy vài con số đầu tiên của dãy số mang tên 


Bernoulli. 


Trong tác phẩm này Jacob Bernoulli viết về các phép tính hoán vị, tổ hợp, chuỗi vô 
tận, phân phối nhị thức (binomial distribution), định luật về số lớn (Bernoulli law 
of large numbers). Ngoài ra, Jacob là người chứng minh được bất đẳng thức 
Bernoulli thú vị sau đây: 


(1+x)">1+nx, trong đó x là số thực khác 0 và lớn hơn -1. 


n 
Cũng chính Jacob Bernoulli là người đầu tiên chứng minh được lim (1 + =) tôn 


TL—00 
tại và giá trị của giới hạn nằm giữa số 2 và số 3. Sau này Euler xác dinh được chính 
xác đó là số e, nghĩa là 
. 1\" 

lim (1 + =) - e. 

n= n 
Jacob Bernoulli còn quan tâm môt cách thích thú đến những đường cong xoắn ốc 
logarithm mà Descartes đã giới thiệu từ năm 1637. 


Jacob Bernoulli giữ ghế trưởng khoa Toán Đại học Basel từ năm 1695 cho đến khi 
ông qua đời năm 1705. Trên bia mộ của ông ngoài tên tuổi và công trạng, người 
ta có khắc hình một đường cong xoắn ốc logarithm. 





Eadem mutata resurgo. 


TEN RE shall arise the same, 
5 CUBE though changed. 
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Johann Bernoulli (1667 - 1748). 





Johamn Bernoulli (1667 — 1748). 


Johann (hay là John hay là Jean) là em út của Jacob, nhỏ hơn Jacob 13 tuổi. Cũng 
như tất cả những người con khác, ông Nicolas Bernoulli cho các con học Triết học 
và Thần học, mong muốn chúng trở thành những người thượng lưu thành dat. 
Học xong Trung học năm 1683, Johann vào Đại học Basel học Y Khoa, tốt nghiệp 
Bác sĩ năm 1694 nhưng không hành nghề. Trong cùng thời gian ấy, Johann nhờ 
anh là Jacob dạy thêm Toán, lúc ấy Jacob đang là giáo sư Toán ở Đại học Basel. 
Với sự giúp đỡ của Jacob, chẳng bao lâu Johann có thể tự một mình đọc được các 
tác phẩm của Leibniz, rồi tự nghiên cứu Toán học, đặc biệt là lý thuyết và kỹ thuật 
về phép tính vi-tích phân, một ngành Toán đang còn rất mới mẻ lúc bấy giờ. Jacob 
mau chóng nhận ra rằng em mình có một năng khiếu Toán rất đặc biệt và mình 
không có gì để dạy thêm cho Johann nữa [2] [5]. 


Rồi hai anh em hợp tác cùng nghiên cứu một số vấn đề. Nhưng sự hợp tác ấy mau 
chóng tan vỡ vì những sự tranh cãi đôi khi ra ngoài phạm vi Toán học. Cái tôi (ego) 
của Jacob và Johann quá lớn. Cả hai không còn nhân nhượng nhau nữa, kể cả một 
số vấn đề thuộc phạm vi gia đình [2] [7]. 


Nếu bỏ qua cá tính và những tai tiếng do quan hệ đối xử với Jacob, thì Johann là 
một nhà Toán học xuất sắc. Những gì ông làm được cho Toán học, đặc biệt cho 
phép tính vi-tích phân còn phong phú hơn cả Jacob nữa. Chính Johann Bernoulli 
là người đã dạy Toán cho Euler sau này tại Đại học Basel. 


Năm 1694 ông nghiên cứu về hàm y = x*. Ông nghiên cứu chuỗi số vô tận bằng 
cách dùng phương pháp tích phân từng phần. Ông cũng đạt được nhiều thành 


quả trong việc giải phương trình vi phân. Chính ông đã khám phá ra các hàm lượng 
giác hyperbol và những phương trình vi phân để xác định chúng. Vì nhiều thành 
quả trong nghiên cứu về các phép tính vi-tích phân và phương trình vi phân nên 
năm 1694 ông được mời làm giáo sư, rồi trưởng khoa ở Đại học Groningen, Hà 
Lan. 


Trở lại bài Toán đường dây xích (catenary) mà Jacob Bernoulli đã đăng trên tờ Acta 
Eruditorum năm 1690 như là một thách đố. Johann dùng ngay phương pháp vi- 
tích phân của Leibniz để giải bài toán, lời giải của Johann tỏ ra vượt trội lời giải của 
Huygens và lời giải của chính Leibniz [10]. 


Bài toán đường đoản thời (brachistochrone curve)* cho thấy tài năng và cá tính 
“kênh kiệu” của Johann Bernoulli. Trong số báo Acta Eruditorum tháng 6 năm 
1696, Johann đăng thông báo sau đây: 


Tôi, Johann Bernoulli, gởi những lời này tới những nhà Toán học xuất sắc 
nhất thế giới. Không có gì thu hút những con người thông minh bằng bài 
toán thử thách mà lời giải của họ sẽ làm cho họ nổi tiếng và lưu danh lại cho 
đời sau. Tôi hy vọng sẽ thu hút được sự chú ý của giới Khoa học trong đó có 
những nhà Toán học giỏi nhất của thời đại chúng ta như là Pascal và Fermat 
của thé hệ trước. Bài toán của tôi sẽ cho họ thể hiện phương pháp và tài 
năng của họ. Nếu họ gởi lời giải tới tôi, tôi sẽ đánh giá và công bố sự xứng 
đáng cua họ. 
Và đây là bài toán của Johann Bernoulli: 


Cho hai điểm A và B nằm trong mặt phẳng thẳng đứng P (A cao hơn B). Hãy 
xdc định đường nối hai điểm A và B và nằm trong mặt phẳng P sao cho một 
điểm chỉ chịu trọng lực chạy từ A đến B trong thời gian ngắn nhất. 


Có 5 bài giải đúng được gởi tới, trong đó 4 bài giải từ những nhà Toán học đã 
thành danh: De L'Hópital, Leibniz, Jacob Bernoulli và chính của Johann Bernoulli. 
Còn bài giải thứ năm của một người ghi là vô danh. Bài giải của người vô danh này 
được Johann ghi bên lề là “Ex ungue Leonem” (Nhận biết con sư tử qua móng vuốt 
của nó)°. Qua cách viết, qua lập luận và tính toán, Johann đã nhận ra được lời giải 
này của Newton và sau này Newton cũng công nhận như vậy. Newton còn nói 
thêm rằng ông đã mất 12 tiếng đồng hồ để giải bài toán ấy [2] [3]. Lời giải cho bài 
toán này là một phần đường cycloid lật ngược. 


Phương pháp giải bài toán đường đoản thời của Johann Bernoulli rất độc đáo. Nó 
làm cách mạng phép tính vi-tích phân của Leibniz để trở thành một phép tính mới: 
phép tính biến phân (Calculus oƒ variations). 


^ Doan thời = thời gian ngắn. 
5 Thì ra Johann cũng còn biết nể nang con su tử của nước Anh! 
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Tech-Graphics 


Cycloid là quỹ tích những điểm cố định trên một đường tròn cho sẵn khi đường 
tròn lăn không trượt trên một đường thẳng. 


The red brachistochrone (inverted cycloid) curve 
is the curve of fastest descent between two points 


Đường đoản thời là đường màu đỏ (ở giữa): ba hòn bi cùng thả ra tại một điểm, 
nhưng hòn bi chạy trên đường giữa (cycloid) đến điểm cuối trước hai hòn bi kia. 


Dưới đây là câu chuyện của Johann Bernoulli và nhà Toán học Guillaume de 
L'Hópital (1661 — 1704). Ta nên nhớ rằng de L'Hópital lớn hơn Johann 6 tuổi và đã 
có tên tuổi trong giới Toán học rồi. Khi chưa có nghề nghiệp gì, khoảng giữa năm 
1694, Johann đến Paris — trái với ý kiến của cha mẹ ông — để làm gia sư cho một 
thanh niên quí tộc người Pháp, đó là Hầu tước Guillaume de L'Hópital. Johann dạy 
Hầu tước phép tính vi-tích phân của Leibniz, nhưng vì cần tiền cho nên khi rời khỏi 
Paris ông vẫn gởi bài tới cho Hầu tước theo yêu cầu của ông này, để tiếp tục được 
trả lương. Năm 1695, Johann Bernoulli gởi tới Hầu tước de L'Hópital qui tác nói 
rằng nếu hai ham số có dao hàm và cả hai bằng 0 tại cùng một điểm, và nếu giới 
hạn tỷ số hai đạo hàm ấy tồn tại tại điểm ấy, thì giới hạn của tỷ số hai hàm số bằng 
giới hạn tỷ số hai đạo hàm tại điểm ấy. Diễn tả qui tắc ấy thành công thức như 
sau: 
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Qui tắc này có trong phép tính vi-tích phân mà mọi sinh viên đều biết dưới tên gọi 
là qui tắc L'Hópital. Hầu tước de L'Hópital, với sự thỏa thuận của Johann Bernoulli, 
công bố qui tắc này trong cuốn sách của ông mang tên Analyse des Infiniment 
Petits pour l'Intelligence des Lignes Courbes (Giải tích các vô cùng nhỏ để hiểu các 
đường cong) xuất bản năm 1696 mà không đề cập tới ai đã phát minh ra qui tắc 
này. Tuy nhiên trong lời nói đầu, de L'Hópital có viết lời cảm ơn gởi tới Johann 
Bernoulli và Leibniz về một số kết quả có trong sách [7]. 


Johann Bernoulli có tham dự vào cuộc tranh cãi giữa Newton và Leibniz về vấn đề 
ai là người đầu tiên phát minh ra phép tính vi-tích phân. Trong cuộc tranh cãi này 
hai anh em Jacob và Johann Bernoulli hoàn toàn ủng hộ Leibniz, nhất là Johann 
ủng hộ nhiệt tình, phản bác tích cực cáo buộc cho rằng Leibniz đạo ý tưởng của 
Newton do hầu hết những nhà Toán học đương thời của Anh đưa ra. Chính bài 
toán đường đoản thời mà Johann thách đố có dụng ý cho thấy ưu thế của phép 
tính vi-tích phân khai triển theo cách của Leibniz so với phương pháp vi-tích phân 
khai triển từ khái niệm chuyển động (fluxion: vận tốc) theo cách của Newton. 
Ngoại trừ người vô danh (tức là Newton), không có một người nào theo phương 
pháp của Newton giải được bài toán ấy. Điều này không những xác nhận ưu thế 
của phép tính vi-tích phân của Leibniz mà còn cho thấy Leibniz là người sáng lập 
ra phép tính vi-tích phân một cách hoàn toàn độc lập với Newton. 


Johann rất muốn có một chân giảng dạy tại Đại học Basel, Thụy Sĩ, nhưng Jacob 
đang là giáo sư và cũng là trưởng khoa tại đó, Jacob không bao giờ chấp thuận 
cho ước muốn này của Johann và Johann cũng đã thề rằng không bao giờ trở về 
lại Đại học Basel khi còn Jacob ở đó. 


Năm 1705, Jacob Bernoulli qua đời, Johann trở về Đại học Basel và sau đó được 
mời giữ chức trưởng khoa, thay thế cho người anh cả của mình. Ông ở đó cho 
đến cuối đời. 


KK K KKK 


6 Dạng vô định 2. Ta biết thêm rằng qui tắc de L'Hópital cũng áp dung được cho dang vô dinh = nữa. 
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Daniel Bernoulli (1700 — 1782). 





Daniel Bernoulli (1700 — 1782). 


Johann Bernoulli có ba người con trai, kể theo thứ tự từ lớn đến nhỏ là Nicolas II 
(1687 — 1759), Daniel (1700 — 1782) và Johann II (1710 — 1790). Cả ba đều là những 
nhà Toán học có tiếng, nhưng Daniel là xuất sắc hơn cả. 


Daniel sinh tại Groningen, Hà Lan, tháng 2 năm 1700. Là một nhà Toán học xuất 
sắc và nổi tiếng nhưng Johann Bernoulli không muốn các con theo con đường của 
mình. Ông hướng các con vào con đường thương mại với lời giải thích là Toán 
không thể nào dem lại sự giàu có. Nhưng cả ba người con là Nicolas II, Daniel và 
Johann II đều chóng lại ý muốn đó. Daniel thỏa thuận với cha chọn con đường 
như cha mình: học Y Khoa, nhưng rồi cũng như cha, Daniel không hành nghề. Ông 
tự học Toán, học Vật lý, học qua trao đổi và tranh luận với nhiều nhà Khoa học ở 
Ý, Đức và Pháp [1] [4]. 


Năm 1724, khi đang ở Venice, Ý, Daniel xuất bản cuốn Exercitationes Quaedam 
Mathematicae (Bài tập Toán học). Đây là tập hợp về một số vấn đề Toán áp dụng 
và Vật lý. Qua tác phẩm này, người ta thấy tài năng áp dụng Toán học vào Vật lý 
của Daniel bắt đầu xuất hiện. Năm 1733 ông hoàn thành cuốn Hydrodynamica 
(Thủy động học) nhưng đến 5 năm sau, tức là 1738, cuốn sách mới được xuất bản. 
Tác phẩm này thời ấy được xem như nền tảng cho bộ môn mới mẻ này. 


Từ 1725 đến 1757, ông thắng tổng cộng 10 giải thưởng của Viện Hàn Lâm Khoa 
học Paris, hầu hết các đề tài đều liên qua đến Toán học áp dụng vào Thiên văn, 
vào Thủy động học, vào Hải hành trên biển, vào Từ học. Năm 1734 Daniel và cha 
của mình - nhà Toán học Johann Bernoulli - cùng được giải thưởng của Hàn Lâm 
Viên Khoa học Paris. Johann tức giận và không bằng lòng chia giải thưởng với 
Daniel vì cho rằng Daniel “đạo” ý tưởng của ông. Sau vụ này, ông tuyên bố không 
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muốn thấy Daniel trong nhà ông nữa. Giải thưởng năm 1740 Daniel chia cùng với 
Euler và Mac Laurin trên đề tài dùng lý thuyết của Newton để nghiên cứu về thủy 
triều do sức hút của mặt trăng và mặt trời. 


"DANIELIS BERNOULLI Jor. Fa. 


- Menm, Pror, Basrr, 
DANIELIS BERNOULLH ACAD, SCIENT, IMPER. PETROPOLITANE , PRIUS MATHESEOS 
BASILEENSIS NC MEMBRI ET PROF. HONOR. 
yon FIL HYDRODYNAMICA, 
EXERCITATIONES QUE DAM DE VIRIBUS ET MOTIBUS FLUIDORUM 
COMMENT ARIL 


AB AUCTORE, DUM PETROPOLI AGERET, 
CONGESTUM, 


MATHEMATICÆ: OPUS ACADEMICUM 





VENETIIS. MDCCXXIV. 
Apul Dominicum Lovifam. 


SUPERIORUM PERMIS SU, 
ET PRIVILEGIO, 





Kc 


e4RGENTOR ATI, 
Sumpibus JOHANNIS REINHOLDI DULSECKERI; 
Aono M D CC XXXVII 
Typis Jou. Hesa, Dickens, Typographi Ballienfis. 
Ấn bản đầu tiên của cuốn Exercitationes Quaedam Mathematicae và cuốn 
Hydrodynamica. 


Sau khi cuốn Exercitationes Quaedam Mathematicae được xuất bản, tài 
năng của Daniel được giới Khoa học biết tới. Năm 1725, theo lời giới thiệu 
cua Leibniz, nữ hoàng Catherine | của Nga mời Daniel và người anh trai là 
Nicolas II (1695 — 1726) sang Nga tổ chức và điều hành ngành Toán của Hàn 
Lâm Viện Hoàng gia Saint-Petersburg mới được thành lập. Vừa mới hơn một 
năm, Nicolas II chết vì bệnh lao. Năm 1727, một ngôi sao đang lên còn rất 
trẻ (mới 20 tuổi) là bạn thân của hai anh em nhà Bernoulli và là học trò xuất 
sắc nhất của Johann Bernoulli tên là Leonhard Euler (1707 — 1783) sang thay 
thế vị trí của Nicolas II [6]. 


Tên của Daniel Bernoulli lưu lại rất nhiều trong các vấn đề Toán học áp dụng 
vào Vật lý: Động học chất khí (kinetic theory of gases), hiệu ứng Bernoulli 
trong cơ học lưu chất, hiệu ứng này sau này được áp dụng trong kỹ thuật 


hàng không. 
t. 


Low Pressure 


High Pressure 


The Bernoulli Effect on an airplane wing. The 
wing is shaped so that air flows faster over the 
upper part of the wing than the lower. This 
results in a pressure difference that produces 
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Lãnh vực nổi tiếng nhất của ông là góp phần phát triển lý thuyết về bộ môn 
xác suất. Năm 1731, ở Saint-Petersburg, ông cho xuất bản cuốn Specimen 
Theoriae Novae de Mensura Sortis (Lý thuyết mới về tính toán các vận may 
rủi). Đây là tác phẩm nghiên cứu về xác suất trong đó Daniel có đề cập tới 
vấn đề số hy vong (expected values) và cùng với người anh là Nicolas II đưa 
ra một bài toán sau này nổi tiếng với tên gọi nghịch lý Saint-Petersburg. 


SPECIMEN 
THÉORIAE NOVAE 


MENSVRA SORTIS 


AVCTORE 


Daniele Bernoulli. 











Trang đầu của cuốn Specimen Theoriae Novae de Mensura Sortis được dang lại 
năm 1738 trong Annals của Viện Hàn Lâm Saint-Petersburg. 


Trong những năm cuối đời, Daniel tiếp tục nghiên cứu về phép tính vi-tích 
phân, cơ học, và nhiều vấn đề áp dụng Toán học vào Vật lý. Ông là thành 
viên của nhiều Hàn Lâm Viện Khoa học: Hàn Lâm Viện Paris, Hàn Lâm Viện 
Hoàng gia Anh, Hàn Lâm Viện Berlin, Hàn Lâm Viện Saint-Petersburg. Ông 
mất tại Basel năm 1782, thọ 82 tuổi. 
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Chuyện về nhà Toán học và cũng là một chiến binh lãng tử: 


RENÉ DESCARTES 


(Có phụ bản về số nguyên tố Mersenne) 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


Descartes là một nhà Triết học với câu nói Cogito, ergo sum (Tôi suy tư 
vậy tôi hiện hữu) còn vang vọng đến gần 500 năm sau. Descartes là một 
nhà Toán học, người sáng lập ra bộ môn Hình học giỏi tích, một phương 
tiện thúc đẩy cho nhiều môn Toán khác phát triển. Nhưng Descartes còn 
là một chàng lính quí tộc, một lãng tử đa tình, dọc ngang ngang dọc khắp 
Châu Âu trong hơn nửa đời người. 





René Descartes (1596 - 1650). Tranh vẽ của họa sĩ người Hà Lan Frans 
Hals (1582 - 1666) vẽ năm 1648. 


1. Thời niên thiếu. 


René Descartes sinh ngày 31 tháng 3 năm 1596 ở thị trấn La Haye vùng Touraine, 
Pháp (ngày nay có tên là Descartes để vinh danh ông) trong một gia đình giàu có. 
Cha là ông Joachim Descartes, cố vấn nhà vua, phụ trách về luật pháp tại Tòa Án 
của thành phố Rennes cách Paris chừng 100 dặm về phía Tây. Gia đình Descartes 
là chủ nhân của vùng đất nông nghiệp mầu mỡ ở Châtellrault, vùng Poitou, cho 
nên các thành viên trong gia đình sống sung túc trên khoản tiền thu được từ những 
người thuê ruộng đất, và không phải lo nghĩ gì đến vấn đề tiền bạc. 


Thời ấy phụ nữ sinh đẻ tại nhà, nhưng Descartes lại không được sinh ra tại nhà 
mình. Trước khi lâm bồn, mẹ của Descartes, bà Jeanne Brochard, rời tòa lâu đài 
nhà mình ở Châtellrault để đến nhà mẹ của bà ở thị trấn La Haye vùng Touraine, 
chừng hơn 10 dặm bên kia sông Creuse, để sinh đẻ. Bà không cảm thấy thoải mái 
khi sinh con tại nhà bởi vì chồng bà vắng nhà. Hơn một năm sau, bà sinh thêm 
đứa con thứ tư, nhưng cả hai mẹ con đều chết sau vài ngày. Thời gian sau, ông 
Joachim Descartes lấy người vợ kế, dọn về sống ở Rennes, để lại Descartes và hai 
chị em gái cho bà quản gia nuôi nấng dạy dỗ. 


Vào đầu thế kỷ 17, hai vùng Touraine và Poitou tuy là cạnh bên nhau nhưng lại 
hoàn toàn khác nhau. Trong khi ở Poitou hầu hết dân theo Tin Lành, thì ở Touraine 
số dân theo đạo Công Giáo vượt trội, cũng như hầu hết dân Pháp ngày nay. Sự 
đời tréo ngoe của Descartes có ảnh hưởng đến cuộc sống tôn giáo và xã hội sau 
này: thuộc một gia đình Công Giáo thuần thành lại sinh sống ở Poitou, một vùng 
Tin Lành. 


Mọi người trong gia đình đều gọi cậu bé Descartes là nhà Triết hoc! bởi vì cậu luôn 
luôn tò mò tra hỏi về thế giới chung quanh cậu đang lớn lên: tại sao thế này, tại 
sao thế kia. Thế giới cậu đang lớn lên là ruộng đồng ngút ngàn, bao quanh bởi 
những cánh rừng thưa, thuộc lãnh địa của gia đình cậu. Sau này trong nhiều thư 
từ cho bạn bè kể lại ký ức thời thơ ấu ở đây, ông nói không quên mùi cỏ, mùi đất 
sau cơn mưa, mùi rượu nho mới cất,... 


Khi còn nhỏ, Descartes là một đứa trẻ có sức khỏe yếu với nhiều bệnh lặt vặt. Đến 
tuổi đi học Descartes vẫn chưa thể đến trường như bao đứa trẻ khác, gia đình phải 
cho gia sư kèm học ở nhà. Càng lớn sức khỏe cậu bé càng khá hơn, cho đến năm 
11 tuổi, năm 1607, cậu mới được gởi đến trường. 


Trường được gia đình gởi Descartes tới là trường Collège Royal Henri-le-Grand ở 
thành phố La Flèche trong vùng Anjou (gọi tắt là trường Collège de La Flèche). 
Trường này do vua Henri IV thành lập năm 1604 và do các giáo sĩ giòng Jesuite 
(giòng Tên) điều hành. Mới đầu, trường mở ra cho con trai các gia đình giàu có ở 


1 Thời ấy nhà Triết học đồng nghĩa với nhà Khoa học. 


khu vực ấy, nhưng vài năm sau trường có tiếng, con cái các gia đình quí tộc ở vùng 
khác xa xôi hơn cũng được gởi tới học nữa. Học sinh ở nội trú, mặc đồng phục và 
có chế độ sinh hoạt như là một trường bán quân sự, nghĩa là giờ giấc, kỹ luật sinh 
hoạt nghiêm túc gần như là một trường quan sự. Trong số học sinh khóa đầu có 
Marin Mersenne (1588 - 1648), một người sau này trở thành bạn và là người tin 
cậy nhất của Descartes mà chúng ta sẽ nói tới ở phần sau. 


ANCIENNES PROVINCES | ~~ 


Sur cette carte, pour plus de clarté lat 


des départements gu eller ont formes. 





Bản đồ nước Pháp cổ. Hai tinh Poitou và Touraine cạnh nhau trong vòng đỏ. 


Đây là một loại trường tương tự như trường trung học chọn lọc ngày nay. Người 
ta dạy cổ ngữ (tiếng La Tinh, tiếng Hy Lạp), Triết học, Văn học, Khoa học, Toán học 
(Euclide, Pythagore, Archimède,..),...Học trình 8 năm, chuẩn bị đầy đủ kiến thức 
cho học sinh vào Đại học. Ngoài ra học sinh còn phải học thể thao như cỡi ngựa, 
đánh kiếm nữa. Thời Descartes học ở đây, trường có hơn một ngàn học sinh đến 
từ các nơi trên khắp nước Pháp. 


Thời khóa biểu hằng ngày của học sinh bắt đầu từ 5:30 sáng đến 9:00 tối, công 
việc được chia ra một cách chặt chẽ từ khi thức dậy đến khi đi ngủ. 


Khi nhập học sức khỏe của Descartes có khá hơn trước, nhưng gia đình vẫn cẩn 
thận xin cho Descartes được theo một qui chế riêng. Cha Chartet, Hiệu trưởng, là 
người bà con với gia đình Descartes, đồng ý cho Descartes được nằm nướng buổi 
sáng cho tới 7:00 - giờ ăn sáng - trong khi các học sinh khác phải dậy từ 5:30. Thời 
gian trên giường, Descartes suy nghĩ và giải quyết trong trí tất cả những bài tập, 
và khi bước xuống giường là Descartes đã sẵn sàng cho mọi việc trong ngày. Vài 
tháng sau, sức khỏe Descartes tốt hơn lên và chàng có thể theo thời khóa biểu 
bình thường của nhà trường như tất cả các học sinh khác. 


Trong các môn học, Descartes thích nhất là Toán học, đặc biệt là môn Hình học cổ 
Hy Lạp (vẽ hình với thước kẻ và compas). Ngoài ra chàng lại có năng khiếu về bộ 
môn đánh kiếm, cho nên ngoài giờ học qui định, chàng chăm chỉ tập luyện bộ môn 
ưa thích này. 


Sau khi tốt nghiệp Trung học năm 1615, Descartes chuyển lên học Luật tai trường 
Đại học Poitiers theo ý muốn của gia đình. Ông gần như không thích thú gì với 
ngành học này, cho nên thời gian ngoài giờ ông dành hết cho tập luyện cởi ngựa 
và đánh kiếm. Hai năm sau ông tốt nghiệp Đại hoc?. 
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2. O Paris. 


Roi trường Đại hoc Poitiers, René Descartes lên Paris, thủ đô của văn minh, thủ đô 
của cuộc sống đầy quyến rũ, trong sự lo lắng của ông Joachim Descartes về đứa 
con trai mới vừa qua tuổi đôi mươi của mình. Nhưng chàng thanh niên trấn an 
người cha rằng ông đủ lớn và đã sẵn sàng cho cuộc sống độc lập, đủ điều kiện tìm 
hiểu thế giới theo cách của riêng mình. Rồi ông Joachim Descartes cũng phải chấp 
thuận ý muốn của con trai và khuyên chàng nên đem theo vài người giúp việc cùng 
một người hầu trung thành. Anh chàng hầu này theo Descartes suốt những năm 
tháng sau này. 


Thời của Descartes là thời của hiệp sĩ D’Artagnan và các chàng lính ngự lâm, các 
nhân vật của văn hào Alexandre Dumas (Les Trois Mousquetaires). Descartes ăn 
mặc diêm dúa y như các chàng trai quí tộc ấy: Áo lụa màu sắc rực rỡ, đai choàng 
chéo vai, mũ có gắn lông trĩ, kiếm dài bóng lộn đeo bên hông. 


Paris của Descartes là Paris của những lễ hội, những cuộc kiêu vũ suốt đêm kiểu 
cung đình, những sòng bạc, những tiệc rượu, và nhất là Paris của rất nhiều phụ nữ 
quí phái. Descartes giao du rộng, đánh bạc giỏi, lại có lối nói chuyện uyên bác 


2 Bài luận văn tốt nghiệp của Descartes được tìm thấy tại Đại học Poitiers vào năm 1985, tức là gần 350 năm sau. 


duyên dáng cho nên chàng có nhiều bạn và không ít phụ nữ đẹp chung quanh. 
Nhưng Descartes chỉ thích phụ nữ có đôi mắt đẹp. 


Ô Paris, Descartes gặp lại một số bạn cũ thời còn học ở Collège de La Flèche, trong 
đó có Marin Mersenne học trên chàng ba lớp. Ông này nay đã tốt nghiệp Đại học 
Sorbonne (Đại học Paris) và hiện đang tu tại tu viện Nigeon, ở ngoại ô Paris. Sáu 
tháng sau khi Descartes đến Paris, Mersenne trở thành linh mục. Descartes 
thường đến với Mersenne bàn luận về Khoa học và nhất là Toán học, những bộ 
môn mà cả hai cùng ưa thích. Họ trở thành những người bạn thân, và Mersenne 
là người làm cân bằng cuộc sống đạo đức của Descartes. 





Marin Mersenne (1588 - 1648), tu sĩ và là nhà Toán học nổi tiếng với số nguyên 
tố Mersenne (xem phụ bản). 


Sau khoảng một năm hưởng thụ những thú vui ở chốn phồn hoa đô thị, bỗng 
Descartes nghĩ tới một cuộc sống nghiêm túc. Paris không chỉ có những công tử 
chơi bời trác táng, Paris còn có nhiều nhà trí thức, trong đó có những người nghiên 
cứu Triết học, Toán học cổ Hy Lạp, Toán học Euclide, Vật lý, Thiên văn. Descartes 
bị hấp dẫn bởi trào lưu tư tưởng ấy. Descartes cần một nơi yên tĩnh để suy tư, để 
làm việc. Ở Paris, ban ngày ông bị bạn bè mới cũ lôi kéo xuống đường phố, còn 
khi đêm xuống, họ kéo ông đến những dạ hội tiệc tùng của giới thượng lưu quí 
tộc. 


Âm thầm và kín đáo, Descartes tìm thuê được một căn nhà ở Saint-Germain-des- 
Prés, một khu ngoại ô thưa người của Paris. Không gian yên tĩnh này giúp 
Descartes đọc và viết được rất nhiều. Người ta tin rằng lời nói đầu bí ẩn Les 
Préambles được viết trong thời gian này. 


Thời ấy, Saint-Germain-des-Prés còn là khu vực đồng có ở mãi ria của Paris, nơi đó 
thanh niên có thể bí mật hẹn đến để đấu tay đôi (duel). Trước đây, đấu tay đôi 


vẫn thường thấy trong giới quí tộc Châu Âu, nhưng mới đây có sắc chỉ của nhà vua 
không cho phép, nên thanh niên, nếu cần, phải tìm chỗ kín đáo để thực hiện việc 
ấy. Ngày nay Saint-Germain-des-Prés là trung tâm của Paris với nhà thờ nổi tiếng 
và nhiều quán cà phê thời thượng, nhưng vào thời của Descartes, đó chỉ là nơi 
vắng vẻ ít người biết tới, nằm bên ngoài vòng tường thành của Paris. 

Descartes không cho ai biết là ông có một căn phòng trong vùng này. Ấy vậy mà 
vẫn có một người bạn tìm ra Descartes vì ông này đi theo người hầu của Descartes 
khi tình cờ gặp người hầu đi chợ mua thực phẩm. 
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3. Dén Ha Lan. 
Descartes là loại người thích hoạt động cho nên ông không thể ở yên một chỗ. 
Năm 1618, chán Paris và những ngày dài ăn chơi, Descartes cùng người hầu trung 
thành rời Paris, hướng về phía Hà Lan. 






























Tranh khắc họa René Descartes và Isaac Beeckman ở Breda. 
Nguồn: Sheila Terry/Science Source. 


Ngày 10 tháng 11 năm 1618, tại công viên trung tâm ở Breda, Hà Lan, Descartes 
bất ngờ đối diện một sự việc và sự việc này sẽ làm thay đổi cuộc đời ông. 

Hôm ấy, ở đây có rất đông người tụ lại chung quanh một vách tường ở công viên, 
trên đó có treo một tấm áp-phích. Không hiểu tiếng Hà Lan, Descartes hỏi người 
đứng bên cạnh bằng tiếng La Tinh — loại tiếng thông dụng của người có học ở Châu 


Au thời ấy — rằng trên tờ giấy người ta viết gì. Thật tinh cờ, người đàn ông ấy là 
Isaac Beeckman?, một bác sĩ và cũng là người ưa thích Toán học. Làm ra vẻ thông 
minh hơn anh lính diêm dúa người Pháp đang hỏi chuyện mình, ông ta trả lời: 
“Đó là một bài toán.” 


“Tôi có thể nhận ra!” Descartes nói. “Nhưng mà nó nói gì? Tôi không hiểu chữ Hà 
Lan.” 


Dịch bài toán cho chàng thanh niên xong, nhìn thẳng mắt của người đối diện, 
Beeckman nói thêm với thái độ có phần chế giéu: 


“Khi nào giải xong, ông cho tôi xem lời giải với nhé!” 

Descartes nhìn thẳng vào mắt Beeckman và trả lời: “Dĩ nhiên!” Descartes hỏi địa 
chỉ của Beeckman. Beeckman giải thích rằng ông không ở thành phố này, ông chỉ 
đến nhà người chú ở đây để phụ giúp giết thịt mấy con heo. Descartes lấy địa chỉ 
người chú của Beeckman rồi ra đi. 


Sáng hôm sau, Beeckman còn đang ăn sáng với gia đình người chú thì nghe tiếng 
gõ cửa khá mạnh. Khi người nhà mở cửa, người ta thấy một người lính trong đồng 
phục màu sắc rực rỡ, kiếm dài ngang hông, xuất hiện với tờ giấy trên tay. 
Beeckman là một người ham thích Toán, một nhà Toán học tài tử, không thể ngờ 
rằng chàng thanh niên gặp tình cờ hôm qua lại có thể giải mau và xuất sắc bài toán 
đố mà ông trằn trọc suy nghĩ suốt đêm vẫn chưa tìm ra hướng giải. Ông nghĩ mình 
đã gặp một chàng lính có thiên khiếu Toán học. Chuyện bài toán này nối kết hai 
người với nhau trong tình bạn lâu dài. 


Không phải chỉ có Beeckman và những người chung quanh ở đây ngạc nhiên mà 
cả những giáo sư Toán ở Đại học địa phương cũng ngạc nhiên nữa. Chúng ta không 
biết rõ đó là bài toán gì, nhưng nhờ một bài báo của Beeckman tình cờ được tìm 
thấy ở một thư viện Hà Lan vào năm 1905, người ta biết được đó là một bài toán 
Hình học, có thể là một bài toán Hình học căn cứ trên những định lý của Hình học 
Hy Lạp cổ đại. 


Ở thời điểm mà Descartes giải bài toán đố này, hai lãnh vực Hình học và Đại số là 
hoàn toàn cách biệt nhưng người ta có thói quen gộp chung chúng lại và gọi là 
Toán học. Hình học nói về đường thẳng, tam giác và vòng tròn, đó là những yếu 
tố đơn giản nhất gợi ra từ thế giới chung quanh. Còn Đại số là nghiên cứu về 
những phương trình và cách giải chúng. Những nhà Đại số người Ý như Tartaglia 
Cardano rất được hâm mộ. Không ai có thể nghĩ rằng hai lãnh vực xa cách ấy sẽ 
được thống nhất lại chỉ trong vòng hai thập niên sau bởi chính chàng lính quí tộc 
Descartes này. 


3 Isaac Beeckman (1588 —1637) là một nhà Khoa học, một nhà Triết hoc (Wikipedia). 


Descartes nghe nói rằng ở Hà Lan, có ông Hoàng Maurice Nassau của xứ Orange, 
một lãnh tụ Tin Lành, đang chiêu mộ quân lính từ nhiều xứ khác nhau để thành 
lập một đạo quân đánh nhau với quân Công giáo La Mã của Tây Ban Nha và Áo. 
Mặc dù là người Công giáo, nhưng Descartes thích đầu quân cho ông Hoàng 
Maurice vì đây là cơ hội tốt để học hỏi nghệ thuật chiến tranh qua Maurice và các 
tướng lãnh của Maurice. Đối với Descartes, tôn giáo không có chỗ đứng ở đây, 
bởi vì tham gia đạo quân của Maurice, Descartes không có ý định chém giết ai, trừ 
khi bắt buộc phải tự vệ. Ông cũng không nhận từ ông Hoàng một khoảng tiền 
lương nào, ngoại trừ một đồng vàng có dấu hiệu riêng của ông Hoàng dành cho 
những người thân tín. Descartes cũng muốn nhân cơ hội này để được đi đây di 
đó khắp Châu Âu, nghĩa là Descartes coi việc gia nhập đạo quân của ông Hoàng 
như một giấy thông hành hữu hiệu. 


Nghe Descartes nói đã đầu quân cho ông Hoàng Maurice, Beeckman rất ái ngại. 
Beeckman nói rằng công việc thích hợp cho Descartes là lưu lại ở đây, với một vị 
trí nào đó mà Beeckman có thể dùng ảnh hưởng của mình để kiếm được, để 
Descartes có thể nghiên cứu Khoa học và đặc biệt là Toán học cùng với Beeckman. 
Nhưng Descartes từ chối. 


Chia tay với Beeckman, Descartes về trại quân. Ông được biết rằng ông không 
được gởi ra mặt trận mà ở lại tổng hành dinh. Là một người lính tình nguyện, 
được ưu ái của ông Hoàng, nên Descartes rất thoải mái và có nhiều thời gian. Nhân 
cơ hội này Descartes học nghệ thuật chỉ huy, học kỹ thuật xây dựng quân sự và 
công binh, và học cả tiếng Hà lan nữa. Descartes viết thư cho Beeckman nói rằng 
hiện nay, ngoài tiếng Anh đã biết từ trước và tiếng Pháp là tiếng mẹ đẻ, ông đã 
thành thạo thêm tiếng Hà lan và tiếng Đức nữa. 


Ba năm trước khi gặp Descartes ở Breda, Beeckman đã có bài báo nghiên cứu Toán 
học trong Âm nhạc. Beeckman dùng Toán học để giải thích sự rung của các giây 
đàn và sự hòa âm (harmonie) trong Âm nhạc. Nay có thêm tài năng của Descartes, 
cả hai lập nên lý thuyết Toán học trong Âm nhạc. Cả hai cùng trao đổi nghiên cứu 
Cơ học và Hình học. Họ thường trao đổi kiến thức qua thư từ, đôi khi thuận tiện, 
họ cũng có gặp nhau tại Breda. 


KKK 


4. Lang du. 


Descartes có nghe nói vua xứ Bohemia là một ông vua theo dao Tin Lành, đó là 
vua Frederick V, còn có tên là vua Mùa Đông bởi vì triều đình của ông chỉ kéo dài 
trong có một mùa Đông. Xứ của ông vua này đang bị quân Công giáo bao vây. 
Quân của ông hoàng Maurice không thể đến đó được vì lãnh tụ Tin Lành tiền 
nhiệm đã ký với Tây Ban Nha vào năm 1609 một hiệp ước theo đó quân Hà Lan 


không được tiến hành chiến tranh với bất kỳ ai trong vòng 12 năm. Với tư cách 
một chiến binh tình nguyện, Descartes rất muốn tham dự cuộc chiến. Cho nên 
một hôm hai thầy trò Descartes rời đạo quân của ông hoàng Maurice trực chỉ phía 
Nam, hướng về xứ Bohemia (nay là Cộng hòa Tiệp). Trên đường đi, ông ngừng lại 
ở Franfurt để chứng kiến lễ đăng quang Hoàng dé La Mã Thần thánh. Rồi ông 
tiếp tục hành trình về phía Nam đến thành phố Ulm, Đức, ở đây ông gặp một nhà 
Toán học bí ẩn, tên ông ta là Johann Faulhaber. 





Johann Faulhaber (1560 - 1630), nhà Toán học Đức. Ông đã từng xây dựng thành 
lũy, cầu đường ở Basel và Franfurt phục vụ quân đội. Ông cũng là người cộng tác 
với nhà Toán học và Thiên văn nổi tiếng Johannes Kepler. 


Dư luận cho rằng Johann Faulhaber là thành viên hội The Order oƒ the Rosy Cross 
(Hồng Hoa Thập Tự hội). Đây là một hội bí mật qui tụ một số trí thức cổ vũ cho 
Khoa học và giả Khoa học bí ẩn (trong đó có thuật giả kim và Toán). Những người 
này muốn chữa lành bệnh tất cả mọi người bệnh trên thế giới, họ chống lại mọi 
kiến thức hiện hữu, tự cho mình được hưởng ân sung Tin Lành, và điều này thách 
thức hàng giáo phẩm Công Giáo. Tuy nhiên, chưa một ai gặp mặt một thành viên 
Hồng Hoa hội bởi vì họ là những người vô hình, họ luôn luôn ẩn mình. Bởi vì không 
ai thấy họ, cho nên không ai có thể nói điều gì chính xác về họ, kể cả họ có hiện 
hữu hay không. Andrien Baillet, nhà viết tiểu sử Descartes đầu tiên, viết về cuộc 
đời và sự nghiệp của nhà Toán học và Triết học Descartes 40 năm sau khi ông qua 
đời, cho rằng Descartes có tham gia hội kín này. 


^ Hoàng Đế La Mã Thần Thánh (Holy Roman Emperor) là thuật ngữ có từ thời Trung cổ, được các nhà Sử học sử 
dụng để chỉ danh hiệu một nhà cai trị (vua) được Giáo Hoàng La Mã tấn phong. Nước của vị vua này được gọi là 
Đế Quốc La Mã Thần Thánh (Holy Roman Empire). Ở đoạn này trong bài, vị vua được tấn phong là Ferdinand II 
(1578 - 1637). 
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Faulhaber tiếp Descartes một cách nồng nhiệt và mời Descartes về thư viện của 
mình. Faulhaber thử sức người lính trẻ bằng cách đưa cho chàng một vài bài toán 
đại số, Descartes giải rất nhanh và hoàn hảo. Faulhaber cười thỏa mãn và đưa 
tiếp cho người lính trẻ thêm một vài bài nữa. Tất cả đều được giải một cách dễ 
dàng và tuyệt đẹp. Cả hai trở thành bạn lẫn nhau, họ cùng nhau trao đổi Toán học 
suốt đời. Descartes còn đi xa hơn nữa, đó là chấp nhận dấu hiệu bí ẩn của 
Faulhaber, dấu hiệu Jupiter. Chẳng hạn, ông dùng dấu hiệu này trong những thao 
tác đại số. Dấu hiệu này có nguồn gốc từ Chiêm tinh học (Astrogoly) và giả kim 
thuật. 


Dấu hiệu Jupiter mà Descartes đã dùng tong các phép tính đại số. Đó cũng là ký 
hiệu của kén (Tin) dùng trong giả kim thuật (alchemy). 





Tranh mô tả đền của Hồng Hoa Thập Tự hội do nhà giả kim thuật Daniel Mögling (tức là 
Theophilus Schweighardt) thiết kế năm 1618. Đền có cánh ý muốn nói rằng thành viên 
Hồng Hoa hội “không có ở đâu nhưng mà ở khắp mọi nơi”; bàn tay của Thượng đế nắm 
sợi dây từ trên cao để hướng dẫn hội. 
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Descartes tiếp tục hành trình của mình. Trước đây phục vụ trong đạo quân Tin 
Lành, nay đảo chiều, ông qua đầu quân cho đạo quân Công Giáo của Quận công 
Maximilian xứ Bavaria trong trận đánh vào Prague đuổi vua Frederick (ông vua 
Mùa Đông). Vua Mùa Đông cùng vợ và con gái — công chúa Elizabeth — trốn chạy 
khỏi Prague giữa đêm khuya khi thành phố bị Descartes và các chiến hữu của ông 
tấn công. Sau đó, chỉ còn dòng họ Habsburg cai trị xứ Bavaria. Descartes và 
Elizabeth, đã từng “chạm trán” nhau đêm hôm ấy, vài năm sau gặp lại nhau ở Hà 
Lan và trở nên thân thiết. 


Suốt mùa Đông dài 1619 — 1620 cắm trại bên ngoài Prague, Descartes sống trong 
cái “lò” (poêle), theo như chữ của ông dùng để tả cái lều nhỏ trong đó có cái bếp 
lửa vừa dùng để sưởi ấm vừa dùng để nấu ăn. Trong đêm 10 tháng 11 năm 1619, 
trùng với ngày cách đây đúng một năm ông gặp Beeckman ở Breda, nằm ngủ trong 
cái “lò” bên bờ sông Danube, Descartes có đến ba giấc mơ, ảnh hưởng đến cuộc 
sống sau này và ảnh hưởng cả đến con đường di tìm chân lý của ông. Ngày hôm 
sau, ông viết vào sổ ghi chép những nét then chốt của khám phá Toán học ông 
nằm mơ thấy tối qua. Người ta không biết khám phá gì hoặc về lãnh vực gì của 
Toán học, và như thế phát minh quan trọng của chàng thanh niên Descartes vẫn 
còn trong bí mật. 


Sau trận đánh Prague, Descartes tiếp tục đi. Một hôm, khi trở về Poitou quê nhà 
để bán vài mảnh đất lấy ít tiền đi ngao du tiếp, Descartes dừng lại ở một khách 
sạn nhỏ trên giao lộ gần Orléans, phía Nam Paris. Ngay bên ngoài khách sạn, 
Descartes chợt thấy phụ nữ trẻ vài năm trước đã làm ông mê mệt. Nàng cũng 
nhận ra chàng, và đi vội tới gặp chàng. Hình như năm tháng trôi qua không làm 
nguội đi chút nào sự đam mê của hai người. Bổng nhiên, một người đàn ông xuất 
hiện và thách Descartes đấu kiếm tay đôi. Người ấy đâu có biết rằng ông ta đang 
đối diện với một tay kiếm tuyệt luân. 


Không cần phải nói, Descartes thắng người đàn ông ấy dễ dàng. Chỉ cần một 
đường kiếm đỡ và một đường kiếm tấn công, Descartes đã làm văng kiếm của đối 
phương lên trời và mau chóng dí mũi kiếm vào cổ đối phương. Descartes nói: “Vì 
cô ấy có đôi mắt quá đẹp nên ta tha cho ngươi.” Nói xong ông bỏ đi. Người hầu 
và ngựa cũng vừa trờ tới. Ông nhảy lên ngựa và phi nước đại, bỏ lại phía sau người 
tình cũ và người đàn ông của nàng trong bụi mù. 


Tháng 7 năm 1621, Descartes đi từ Đức sang Hung, Moravia, và Silesia, ở đó ông 
thấy thành phố Breslaw bị chiến tranh tàn phá như thế nào. Mùa Thu tiếp theo, 
di dọc theo biên giới của Ba Lan ông tới Pomerania”, rồi dừng chân tại thành phố 
Stettin (Tiếng Balan là Szczecin). Từ đó ông lên bờ biển Baltic, qua Brandenburg, 


5 Pomerania (Tiếng Ba Lan: Pomorze; Tiếng Đức: Pommern) là vùng nằm trên bờ biển phía Bắc giữa Đức và Balan. 
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qua Đại Công Quốc (The Grand Duchy) Mecklenburg, và rồi đến Holstein. 
Descartes đã thăm viếng gần hết lục địa Châu Âu. 


Europe, 1648 


== Holy Roman Empire 





Ta có thể theo giỏi hành trình của “lãng tử” Descartes qua bản đồ Châu Âu thế kỷ 17 
(Wikipedia). 


Tháng 11 năm 1621, Descartes quyết định đi chuyến chót trước khi dừng lại một 
chỗ. Ông chọn thăm viếng đảo Frisian, hòn đảo nằm về phía Bắc của Đức và Hà 
Lan. Hai thầy trò Descartes thuê một chiếc thuyền để họ đưa ra đảo. Descartes 
rất ít khi ra biển khơi nên tỏ ra lớ ngớ. Bọn thủy thủ Hà Lan nảy sinh lòng bất hảo 
khi nhìn thấy một người Pháp quý tộc mà chúng nghĩ rằng túi đầy tiền. Chúng bàn 
tính với nhau bằng tiếng Hà Lan thoải mái, không sợ người nghe hiểu. Kế hoạch 
của chúng là cướp sạch rồi ném hai thầy trò xuống biển. Như đã nói ở trên, thời 
gian còn ở trong đạo quân của ông hoàng Maurice, Descartes đã học tiếng Hà Lan, 
cho nên nghe bọn thủy thủ nói chuyện, ông đề phòng âm mưu của chúng ngay. 
Khi nghe đầy đủ rồi, ông rút kiếm ra dí về phía bọn thủy thủ, chửi chúng bằng ngôn 
ngữ của chúng. Hiển nhiên là chúng ngạc nhiên và “thất bại và đầu hàng mặc dù 
chúng đông hơn. Chúng đưa hai thầy trò đến nơi đến chốn bình an,” theo lời 
Adrien Baillet viết lại năm 1691. 


KK k KK 
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5. Trở lại Hà Lan. 

Descartes bị ám ảnh bởi Tòa án Dị giáo (Inquisition) khi biết Galileo bị trừng phạt 
như thế nào vì những việc làm của minhf. Descartes không muốn chịu số phận 
tương tự. Trong một bức thư gởi cho Mersenne, ông bày tỏ sự sợ hãi của mình 
nếu ông cho công bố công trình chứng minh rằng quả đất quay quanh mặt trời, 
ông sẽ bị “đốn hạ” và bỏ tù hoặc tệ hơn thế nữa. Ông đã viết xong cuốn sách với 
tựa đề Le Monde (Thế giới) nhưng ông từ chối công bố vì trong đó ông tán thành 
quan điểm đồng tâm (có nghĩa là quả đất và nhiều hành tinh khác quay quanh mặt 
trời). Để tự bảo vệ mình, Descartes thường gởi thư cho Mersenne từ một địa 
điểm gần nơi cư trú chứ không bao giờ gởi từ nơi mình đang cư trú, dù cho đang 
ở bất cứ nơi nào. 

Mặc dù được vua Pháp ưu đãi vì là nhà Toán học, nhà Triết học và là nhà Khoa học 
nổi tiếng, nhưng Descartes — lúc ấy đang ở Paris — vẫn thấy cuộc sống luôn bị nguy 
hiểm trong đất nước chế ngự bởi đạo Công giáo. Cuối năm 1628, ông bỏ sang Hà 
Lan để tìm sự bình an. Nhưng hình như ông vẫn không an lòng như mong muốn. 


Descartes vẫn bị ám ảnh bởi số phận của Galileo. Càng ngày Descartes càng trở 
nên quẩn trí. Giữa những năm 1628 và 1649, ông thay đổi địa chỉ hơn chục lần và 
từ chối không cho xuất bản cuốn Le Monde trong đó ông mô tả sự chuyển động 
của các hành tinh quanh mặt trời. Tình bạn giữa ông và Beeckman bị cắt đứt khi 
Beeckman nói khoác lác rằng “tất cả Toán học mà Descartes có được đều do ông 
dạy. 


” 


Một hôm trở về nhà — căn hộ thuê ở số 6 đường Westermark, gần West Church, 
Amsterdam — Descartes rơi vào tình huống lãng mạn với cô gái giúp việc của ông 
chủ phố, cô Hélène Jans van der Strom. Khác với hầu hết các cô người giúp việc 
khác, Hélène là người có học. Hai người trao đổi thư từ trong nhiều năm, cho tới 
khi mối tình chấm dứt. Mối tình được cả hai giữ bí mật, và ngày 19 tháng 7 năm 
1635 cả hai đón mừng một bé gái chào đời. Descartes đặt tên cho con mình là 
Francine, nghĩa là “tiểu Pháp quốc”. Ông dự tính đưa con gái về Pháp để có được 
một sự giáo dục tốt, nhưng năm 1640, mới lên năm, Francine qua đời vì bệnh sốt 
ban soi. Dau buồn vi sự mất mác ấy, cả hai chia tay, đường ai nấy di. 


Năm 1637, cuối cùng rồi thì Descartes cũng cho xuất bản kiệt tác của mình, cuốn 
Discours de la méthode (Bàn luận về phương pháp), trong đó có chứa nội dung 
bản chất về Triết học, kể cả phát biểu nổi tiếng của ông: Cogito, ergo sum (Tôi tư 


6 Galileo bị giam trong nhà riêng của mình suốt phần đời còn lại. 
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duy nên tôi tồn tại). Cuốn sách có ba phụ lục: Quang học, Khí tượng học và Hình 
học. Chính phụ lục Hình học (La Géométrie) chứa công trình đột phá của ông, đó 
là sự kết hợp Hình học và Đại số thông qua hệ thống tọa độ mà ngày nay được phổ 
biến khắp nơi gọi là tọa độ Descartes. Cuốn sách này làm tên tuổi Descartes nổi 
tiếng khắp Châu Âu. 
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Trang bìa của cuốn Discours de la méthode ấn bản đầu tiên năm 1637. 


Công chúa Elizabeth xứ Bohemia, nay đang sống lưu vong tại The Hague, một trung 
tâm hành chánh ở phía Nam của Hà Lan. Hai thập niên trước khi còn ở tuổi niên 
thiếu, cô Công chúa xinh đẹp chạy trốn khỏi Prague cùng với cha mẹ, đã vượt qua 
phòng tuyến trong đó có mặt Descartes, nay trở thành học trò của Descartes về 
Triết học và Toán học. Hai người đã thư qua thư lại trong nhiều năm về các vấn 
đề Triết học và Toán học, Descartes gởi cho Công chúa những công trình mới nhất 
của mình về Hình học khiến cô ấy rất hài lòng. 


Mặc dù ở đây Descartes có không ít bạn bè làm lớn, nhưng kẻ thù của ông bắt đầu 
xuất hiện ngoài dự tính của ông. Năm 1647, khi đang sống ở vùng quê xứ Hà Lan, 
ông bị dính vào một vụ tranh tụng về học thuật tồi tệ nhất trong đời ông. Một số 
nhà thần học Tin lành tại trường Đại học Utrecht tranh cãi về luận điểm Triết học 
của Descartes đặt cơ sở trên sự hoài nghi. Descartes bảo vệ luận điểm của mình 
bằng một bài viết, và hệ quả là ông bị một người tên là Gisbert Voetius kiện về tội 
phỉ báng và có quan điểm vô thần. Một tòa án chống lại Descartes, buộc Descartes 
phải chính thức viết giấy xin lỗi và rút lại tất cả những gì mà Gisbert Voetius cho là 
Descartes đã phỉ báng ông. Nhà Triết học của chúng ta phải tuân hành quyết định 
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của tòa án một cách miễn cưỡng, nhưng từ đó cảm giác Hà Lan là xứ bình yên để 
sống không còn nữa trong lòng ông. 


KK k KK 


6. Cuối đời nơi xứ lạ. 





Descartes và Nữ hoàng Christina, Thụy Điển (bên trái) trong một tranh vẽ mô tả 
Descartes đang dạy Nữ hoàng học. 


Trường hợp rời khỏi Hà Lan của Descartes có nguồn gốc khá bất ngờ. Nữ hoàng 
Christina của Thụy Điển nghe nói có một nhà Triết học nổi tiếng người Pháp đang 
tự đặt mình trong cuộc sống lưu vong ở Hà Lan. Bà tìm hiểu và biết khá rõ về con 
người này. Bà muốn đưa ông về làm gia sư cho riêng bà. Bà viết thư ca tụng ông, 
trình bày ý định của mình, nhưng Descartes chưa sẵn sàng rời bỏ cuộc sống hiện 
tại ở Hà Lan. Nữ hoàng là người rất quyết đoán mặc dù khi ấy mới hai mươi tuổi, 
và bà không bỏ cuộc. Bà cho Đô đốc Fleming của Hải quân Hoàng gia Thụy điển 
đến đón nhà Triết học cho dù lúc ấy ông còn do dự. 


Sắp xếp cuộc sống xong, Descartes đến dạy cho Nữ hoàng bộ môn Triết học. Nữ 
hoàng có một thói quen rất khác thường. Bà dậy rất sớm và mỗi ngày bà muốn 
học với Descartes một lần từ 5 giờ sáng ở thư viện không sưởi ấm trong lâu đài 
hoàng gia. Rồi Descartes phải tuân thủ và quen dần với thói quen lạ lùng của Nữ 
hoàng. Nữ hoàng tỏ ra rất hâm mộ và tin tưởng Descartes. 


Một vài ké xu ninh quanh Nữ hoàng không ưa người mới đến này vi ảnh hưởng 
của người này lên Nữ hoàng khá lớn, vì thế họ quyết định làm giảm bớt, hoặc ngăn 
lại. Một trong những kẻ ấy là ông bác sĩ riêng của Nữ hoàng. Đầu năm 1650 
Descartes bị bệnh. Ông bị nhiễm bệnh cúm từ ông Đại sứ Pháp, và tình trạng xấu 
dần. Bác sĩ riêng của Nữ hoàng nhất định trích máu ông để xem xét, đó là cách 
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thường làm trong việc chữa trị thời đó. Descartes cũng biết khá nhiều về y học 
nên ông từ chối, cho đến khi tình trạng của ông trở nên tồi tệ, ông bằng lòng. Vào 
ngày 11 tháng 2 năm 1650, nhà Triết học và Toán học vĩ đại của nước Pháp qua 
đời, người ta không biết rõ là tại vì bệnh cảm cúm hay bị đầu độc”. 

Thân xác và tất cả những gì còn lại của ông, kể cả tài liệu về Triết và Toán học, đều 
được mang về Pháp. Tro cốt của ông được chôn trong nhà thờ Saint-Germain- 
des-Prés ở Paris, trong khu mà trước đây ông thích đi lang thang. Tuy nhiên, hộp 
xương sọ của Descartes đã được khử mùi rồi được trưng bày tại bảo tàng viện về 
Nhân chủng học gần khu Trocadéro, Paris. 


KK k K K 


Di sản của Descartes thật là mênh mông, trong Triết học cũng như trong Toán học. 
Câu Tôi tư duy nên tôi tồn tại cũng như những công trình về siêu hình và sự liên 
quan giữa trí óc và cơ thể con người, là những trụ cột chính của tư tưởng Triết học 
hiện đại. Về Toán học, ông đã cho giao duyên Hình học với Đại số học, hai lãnh 
vực cách biệt nhau, để trở thành ngành Hình học giải tích như ta thấy ngày nay. 
Ngoài ra ông biết khá đầy đủ về tốc độ biến đổi của hàm số (rates of change of 
functions) và về diện tích để có thể được coi như là một trong những lý thuyết gia 
chính vạch đường cho sự phát minh ra phép tính Vi-Tich phân sau này. 





Tượng của René Descartes trong một công viên ở Amsterdam, Hà Lan. 


7 Xem thêm bài Một nghi vấn lich sử: Descartes bị đầu độc chết? của cùng người viết trên Rosetta.nv/lequanganh. 
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Tài liệu tham khảo: 


1. 
2. 


Aczel, Amir. A Strange Wilderness. Sterling. New York. 2011. 

Baillet, Andrien. La vie de monsieur Descartes. Editions des Malassis. Paris. 
2012. 

Bell, Eric Temple. Men of Mathematics: The Lives and Achievements of Great 
Mathematicians from Zeno to Poincaré. Simon and Schuster. New York. 1986. 
Boyer, Carl B., and Uta C. Merzbach. A History of Mathematics. 2" ed. 
Hoboken. Wiley. New Jersey. 1991. 

Hình ảnh và nhiều tài liệu khác trên Internet. 


K K K K K K K K K K 


© 2018 by Le Quang Anh 
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PHỤ BẢN: SỐ NGUYÊN TỐ MERSENNE 
Lê Quang Ánh, Ph.D. 


e Lich sử. 


Marin Mersenne (1588 — 1648) là một tu sĩ người Pháp, một nhà Toán học tài tử 
và cũng là người bạn tâm giao của Descartes. Ông có một dự đoán để đời khi ông 
phát biểu trong tác phẩm Cogitata Physica-Mathematica xuất bản năm 1644 nhu 
sau: 


Những số có dạng 2?- 1 với p = 2, 3, 5, 7,13,17,19, 31, 67, 127, 257 là những số 
nguyên tó. 


Người ta không thấy Mersenne tính toán hoặc chứng minh gì cả (chỉ có phán!). 
Người ta cũng không biết và không hình dung làm sao mà Mersenne có thể dự 
đoán được như thế. 

Chúng ta nên nhớ rằng ở thời đại ngày nay, với calculators và computers, việc kiểm 
chứng dự đoán của Mersenne bởi những người “tay ngang” không phải đơn giản, 
huống chỉ tính toán bằng tay như thời ấy vì những con số này rất lớn. 


Trước khi Mersenne phát biểu hơn 100 năm (năm 1536), Hudalricus Regius cho 
thấy 211- 1 = 2047 không phải là số nguyên tố vì 2047 = 23 x 89. Trước Mersenne 
40 năm (năm 1603), Pietro Cataldi kiểm chứng thấy 27- 1 và 212- 1 cả hai đều là 
số nguyên tố (kiểm chứng 2 trường hợp dùm cho Mersennel). Nhưng Cataldi cũng 
nói thêm rang (lại phán) 2°- 1 cũng là số nguyên tố với p = 23, 29, 31, và 37 (không 
có trong dự đoán của Mersenne). Năm 1640, Fermat cho thấy Cataldi sai trong 
hai trường hợp p = 23 và p = 37, nghĩa là 2?3- 1 và 237- 1 không phải là số nguyên 
tố. 

Dự đoán của Mersenne còn gì rắc rối nữa không, ta sẽ tiếp tục xem xét sau. Hiện 
nay người ta định nghĩa như sau: 


Định nghĩa: Nếu số 2P- 1 là số nguyên tó thì số ấy được gọi là số nguyên tố 
Mersenne. 


Hơn 100 năm, sau khi Mersenne công bố dự đoán (năm 1750), Euler kiểm chứng 
thấy rang 231- 1 là số nguyên tố, nghĩa là Mersenne đúng cho trường hợp p = 31. 
Hơn 100 năm sau Euler (năm 1876), Lucas kiểm chứng thấy 217- 1 là số nguyên 
tố, nghĩa là Mersenne đúng trong trường hợp p = 127. Gần 7 năm sau Lucas, 
Pervouchine chứng tỏ được rằng 251- 1 là số nguyên tố, nghĩa là dự đoán của 
Mersenne thiếu trường hợp p = 61. Rồi thì đầu thế kỷ 20, Powers chứng minh 
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được rằng dự đoán của Mersenne thiếu hai trường hợp nữa, đó là các trường hợp 
p = 89 và p = 107. 

Cuối cùng, cho tới năm 1947, trong khoảng giá trị của p (2 € p € 258) mà Mersenne 
đưa ra, người ta đã kiểm chứng các giá trị sau đây của p sẽ cho ta những số nguyên 
tố Mersenne: 


p=2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127. 





e GIMPS là gi? 


GIMPS là viết tắt của những chữ Great Internet Mersenne Prime Search. Đó 
chương trình hợp tác của những người tự nguyện trên Internet để tìm số nguyên 
tố Mersenne. Chương trình này do George Woltman (sinh năm 1957), một chuyên 
gia về Khoa học máy tính và cũng là một nhà Toán học nghiệp dư, thành lập năm 
1995 và chính thức hoạt động vào năm 1996. Từ đó, càng ngày càng có nhiều nhà 
Toán học và nhà Khoa học máy tính nổi tiếng tham gia vào các công cuộc kiểm 
nghiệm và phát hiện thêm các số nguyên tố Mersenne. 

Những phát hiện mới của GIMPS được ghi lại trong bảng sau (Wikipedia): 


Name Mạ + Discovery date + Prime M, + Digits count + Processor + 
M35 November 13, 1996 | M1398269 420,921 | Pentium (90 MHz) 
M36 August 24, 1997 | M2976221 895,932 | Pentium (100 MHZ) 
M37 January 27,1998 | M3021377 909,526 | Pentium (200 MHz) 
Msg June 1, 1999 M6972593 2,098,960 | Pentium (350 MHZ) 
M39 November 14, 2001 | M43466917 4,053,946 | AMD T-Bird (800 MHz) 
Mao November 17, 2003 | M20996011 6,320,430 | Pentium (2 GHz) 
Ma May 15, 2004 M24036583 7,235,733 | Pentium 4 (2.4 GHz) 
Ma2 February 18, 2005 | M25964951 7,816,230 | Pentium 4 (2.4 GHZ) 
Mas December 15, 2005 | M30402457 9,152,052 | Pentium 4 (2 GHz overclocked to 3 GHz) 
Ma4 September 4, 2006 | M32582657 9,808,358 | Pentium 4 (3 GHz) 
Mas September 6, 2008 | M37156667 11,185,272 | Intel Core 2 Duo (2.83 GHz) 
Mag April 12, 2009 M42643801 12,837,064 | Intel Core 2 Duo (3 GHz) 
Mall  |August23,2008  |Ma3112609 12,978,189 | Intel Core 2 Duo E6600 CPU (2.4 GHz) 
Mag!!! | January 25,2013 | M57885161 17,425,170 | Intel Core 2 Duo E8400 @ 3.00 GHz 
Mag) | January 7, 2016 M74207281 22,338,618 | Intel Core i7-4790 


Mso ll | December 26, 2017 M77232917 Ë! 23,249,425 | Intel Core i5-6600 
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Nói thêm rằng bốn số nguyên tố Mersenne cuối cùng trong bảng trên đã được 
GIMPS phát hiện và kiểm chứng ít nhất là hai lần. 

Bây giờ ta nói về số nguyên tố Mersenne cuối cùng (cho tới nay), số Mso. Số này 
được Jonathan Page phát hiện vào ngày 26 tháng 12 năm 2017. Khi ấy Kỹ sư điện 
Jonathan Page 51 tuổi đang làm việc cho FedEx ở Germantown, Tennessee. Page 
lâu nay rất quan tâm đến các số Mersenne. Khi tìm được, Page gởi con số này về 
GIMPS cho kiểm chứng. Những người phụ trách chính ở tổ chức này phải mất hơn 
ba tháng mới xác nhận xong. Công trạng (credit) cho số nguyên tố Mersenne mới 
này thuộc về Jonathan Page, George Woltman, Scott Kurowski, Aaron Blosser, et 
al. 


Con số Mso = 277732917. 1 lớn cỡ nào? Nó gồm có 23,249,425 chữ số (digits) tạo 
thành. Nếu đem in nó, thì phải mất 9000 trang giấy A4 cỡ chữ 12 (như chữ trang 
này). Nếu anh muốn viết tay, cho rằng mất 5 giây anh viết được một chữ số, và 
anh viết không ngừng, thì anh mất 54 ngày mới viết xong. Giả sử anh viết ngang 
(có một tờ giấy đủ dài cho anh) thì chiều dài con số này là 73 dặm (khoảng 118 
km). 


Tài liệu tham khảo: 

1. https://en.wikipedia.org/wiki/Great Internet Mersenne Prime Search. 
2. https://www.mersenne.org/. 

3. https://primes.utm.edu/mersenne/. 
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CHUYỆN VỀ NHỮNG CON SỐ 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


Chuyện chúng tôi muốn nói ở đây là chuyện về những con số nguyên tự 
nhiên, chuyện về Toán học, chuyện về Lịch sử Toán học, cũng có thể là những 
chuyện gì khác có liên quan đến chúng, càng nhiều càng tốt. Có thể coi đây 
là một gợi ý về một trò chơi dành cho bạn đọc là học sinh, sinh viên hoặc 
những người ưa thích Toán. Các bạn có thể viết tiếp, bổ sung câu chuyện, 
làm cho nó phong phú thêm lên. 


Trong bài này chúng tôi chỉ giới hạn ở những con số từ 1 đến 10. Có những 
công thức, những định lý chúng tôi không chứng minh (có thể link tài liệu để 
bạn đọc tự tìm). Mong có dịp khác chúng tôi sẽ tiếp tục chuyện về các số 
tiếp theo. 
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1 là số nguyên tự nhiên đầu tiên và cũng là số lẻ đầu tiên. 


1 là độ dài (hay là norm) của vecto đơn vị. 
e 11a phần tử don vị trong phép nhân (X) trên một trường, nghĩa là, với bất kỳ 
phần tử a nào của trường, ta cũng có: 
1xa = ax1 =d. 
e 1 là giá trị lớn nhất của các ham số lượng giác sine va cosine, nghĩa là, với bất 
kỳ số thực x nào ta cũng có: 
sinx<1và cos x< 1, 
đẳng thức xảy ra tại x = = cho hàm sõ sine và x = 0 cho hàm sõ cosine. 
e Xác suất của một biến cố nào đó bằng 1 có nghĩa là biến cố ấy hầu như chắc 
chán (almost certain) xảy rat. 
e 11a tổng của tất cả các phân số có dang = khi n lấy tat cả các giá trị nguyên 


dương. Nói một cách khác, ta có: 


1 
—Ñ1\©œ = 
Boe tos tọa e net on =1. 


1 Trong Xác Suất học, một biến cố hầu như chắc chán xảy ra khi và chỉ khi biến cố bù của nó có xác suất bằng không 
(không nhất thiết phải là biến cố rỗng). 


Độ đo (Lebesgue) của đoạn thẳng [0,1] trên đường thẳng thực bằng 1. Độ đo 
của tập hợp các số vô tỷ trong đoạn thẳng [0,1] ấy cũng bằng 1 bởi vì độ đo của 
tập hợp các số hữu tỷ trong đoạn thẳng ấy bằng 0 (zéro). 

1 không phải là số nguyên tố, cũng không phải là hợp số (composite number). 
Theo Derrick Niederman, có một số ít nhà Toán học cho rằng số 1 là số nguyên 
tố trong đó có Henri Lebesgue. 

Tổng thống đầu tiên của nước Mỹ là George Washington (1732 - 1799). Ông 
tại vị từ 30-4-1789 cho đến 4-3- 1797. Người ta thường nói đùa rằng những 
người nhập cư chỉ cần trả lời đúng các câu hỏi sau đây là có thể trở thành công 
dân Mỹ: 


1. Ai có công giành độc lập cho nước Mỹ? 
2. Ai chủ trì soạn thảo hiến pháp Mỹ? 

3. Thủ đô của nước Mỹ ở đâu? 

4. Trên tờ bạc $1 có hình ai? 

5. Công trình nào cao nhất thủ đô Mỹ? 


Số 1 tương trưng cho cái tốt nhất, điều tốt nhất (number one, số dách) trong 
văn hóa một số nước. 
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2 là số nguyên tố chẵn duy nhất. 
Một số nguyên được gọi là chẵn khi số ấy chia hết cho 2. Như vậy số chẵn là 
những số tận cùng bằng 0, 2, 4, 6, 8. 
2-D là viết tắt của two-dimensional (hai chiều). Trong Hình học giải tích mặt 
phẳng có 2 chiều. Mỗi điểm trong mặt phẳng được xác định bởi một cặp số 
(x,y) gọi là tọa độ của điểm ấy. 
Trường nhỏ nhất có 2 phần tử là trường {0,1} được định bởi hai bảng toán + 
và x như sau: 

+|0|1||x|0|1 

0/0/1//0/|0/0 

21/0/mIO!1 


Trong Hình học Euclide 2 điểm (khác nhau) xác định một đường thẳng. Nối 2 
điểm ấy lại ta được một đoạn thẳng. 
Số 2 có mặt trong công thức nổi tiếng của Pythagore: 

a? +b? = c?, 
trong đó a và b là độ dài hai cạnh góc vuông và c là độ dài cạnh huyền trong 
bất kỳ một tam giác vuông nào. 
Bộ ba số nguyên (a, b, c) nào thỏa công thức trên được gọi là bộ ba số 
Pythagore. Thí dụ: (3,4,5), (5,12,13). 
Có thể chứng minh được rằng có vô số bộ ba số Pythagore (dành cho bạn đọc). 





Hình trên là tấm đất sét nung mang tên Plimpton 322 có niên đại khoảng 2000 
năm trước công nguyên hiện được cất giữ tại Đại học Columbia (Mỹ). Trên 
tấm bảng này có chứa 15 bộ ba số Pythagore (mặc dù xuất hiện trước 
Pythagore gần 1500 năm). 

Căn số của số 2, tức là V2, là số vô tỷ được phát hiện trước nhất - khoảng 400 
nămtrước TL - nhờ định lý Pythagore. (Chứng minh số V2 vô tỷ dành cho bạn 
đọc). 


Một công thức hình học có liên quan đến số 2 do nhà Toán học đa tài Leonhard 
Euler (1707 — 1783) tìm ra được là: 

V+F-E=2, 
trong đó V (vertices) là số đỉnh, F (faces) là số mặt va E (edges) số cạnh của bat 
kỳ khối đa diện lồi nào. 
Nếu một tập hợp có n phần tử thì nó có 2" tập hợp con. Thí dụ như T = {a,b,c} 
thì T sẽ có 23 = 8 tập hợp con. Ta có thể liệt kê các tập hợp con của T như sau: 


Ø, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, T. 


Số 2 là cơ số cho hệ nhị phân. Trong hệ thập phân ta có 10 ký tự (chữ số = 
digits): 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Trong hệ nhị phân ta chỉ có 2 ký tự: 0 và 1. Sau đây 
là vài con số viết trong hai hệ thập phan và nhị phan: 





Hệ nhị phân 
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e _ Nếu viết theo tiếng Anh thi Two (số 2) là số nguyên tố duy nhất không có mẫu 
tự e, còn thì bất cứ số nguyên tố nào viết bằng tiếng Anh cũng chứa ít nhất 
một chữ e, thí du nhu Three, Five,.... 

e Trong tiếng Anh (và tiếng Pháp) tiếp đầu ngữ (prefix) chỉ số hai là bi. Thí dụ 
binary system: hệ nhị phân; bánh biscuit: bánh nướng hai lần; bicycle: xe đạp, 
tức là xe hai bánh”. 


e Chuyện về số gạo trên ban cờ. Chuyện kể rằng ngày xưa có một ông vua An 
Độ chơi cờ với một quan đại thần. Vị quan này đã theo giúp vua suốt từ khi 
vua mới lên ngôi, tới nay vị quan đã già sắp về hưu. Vua nói: “Trẫm muốn cho 
khanh một món quà, bát cứ thứ gi khanh muốn để tỏ lòng biết on của Tram.” 
Vị quan suy nghĩ một lúc rồi nhìn bàn cờ có 64 ô và nói: “Hạ thần cũng không 
cần gì lắm, chỉ muốn xin một ít gạo về sống tuổi già.” Nhà vua nói: “Cần bao 
nhiêu Trẫm cũng cho, nói đi.” Ông quan vừa chỉ bàn cờ vừa chậm rãi nói: “Ô 
thứ nhất ha thần xin 1 hạt gạo, 6 thứ hai 2 hat, 6 thứ ba 4 hat, 6 thứ tư 8 
hat,...cu thế đến ô cuối cùng của bàn cờ.” Vua hỏi: “Chỉ có vậy thôi sao?" và 
liền kêu quan thủ kho lên cho thực hiên ngay yêu cầu của vị quan đại thần. 
Một lúc sau, quan thủ kho lên thưa: "Táu bệ hạ, không được a.” Và ông ta giải 
thích: Số hạt gạo cứ nhân đôi mổi khi qua ô sau cho tới ô thứ 64, như vậy 
tổng số hạt gạo tính bởi công thức của cấp số nhân công bội bằng 2: 

Sea = 1 + 21 + 2? + 2? +...+ 26 = ce = 29^ — 1 (hat gạo). 
Tính tron ra thi số hạt gạo là 18,000,000,000,000,000,000 hat, cân nặng 
khoảng 210 tỷ tấn, đủ phủ đầy nước Ấn Độ một lớp gạo dày 1 mét. Làm sao 


2 Xe gắn máy (motocycle) cũng có 2 bánh nhưng chắc hồi xưa chưa có xe loại này? 


ta có thể sản xuất ra chừng đó gạo? Vị quan đại thần quá thông thái nên đặt 
câu chuyện cho vui với nhà vua thôi. Nguồn ở đây: 
http://www.singularitysymposium.com/exponential-growth.html. 


3 là số nguyên tố lẻ đầu tiên. 
3 là số tam giác (triangle number), nghĩa là 3 = 2 + 1. 


3 là một số Fermat (vì có dạng 2?” + 1). 

3 là một số nguyên tố Mersenne (vì có dạng 2” — 1). 

Một số chia hết cho 3 khi tổng các con số trong số ấy chia hết cho 3. Thí dụ: 
số 417 chia hết cho 3 vì 4+ 1 + 7 = 12 và 12 chia hết cho 3. 

3-D là viết tắt của chữ three-dimensional (3 chiều). Không gian chúng ta đang 
sống có 3 chiều. Giác quan của con người chỉ nhận biết được vật thể trong 
không gian 3 chiều. 

Theo Hình học Descartes (Hình giải tích), mỗi điểm trong không gian 3 chiều 
được xác định bằng một bộ gồm 3 số thực có thứ tự (x,y,z). 

Trong Hình học Euclide, 3 điểm không thẳng hàng xác định một mặt phẳng. 
Nối 3 điểm ấy lại ta được một tam giác. 

Trong Hình học Euclide, 3 điểm không thẳng hàng xác định một vòng tròn. 


Định lý Johnson: (về 3 đường tròn bằng nhau) 

Có 3 đường tròn bằng nhau cắt nhau từng đôi một tại 3 điểm khác nhau. Khi 
đó đường tròn qua 3 giao điểm ấy có cùng bán kính với 3 đường tròn đã cho. 
(Chứng minh dành cho bạn đọc). Hình A. 





Hình A. 


e inh lý Napoléon: (về 3 tam giác đều) 
Nếu ta vẽ bên ngoài một tam giác bất kỳ 3 tam giúc đều trên 3 cạnh của tam 
giác đã cho thì trọng tâm 3 tam giác ấy tạo thành một tam giác đều mới. 
(Chứng minh dành cho bạn đọc). Hình B. 
e Trong tiếng Anh cụm từ “The Big Three" (Ba Dai Gia) có thể chỉ: 
1. Ba lãnh tụ lớn gặp nhau tai Yalta tháng 2, 1945 để giải quyết vấn đề 
Thế Chiến thứ hai. Đó là Joseph Stalin, Franklin Roosevelt va Winston 
Churchill. 


2. Ba hãng xe hơi lớn nhất Mỹ. Đó là General Motors, Ford và Chrysler. 

3. Ba hãng truyền hình lớn nhất nước Mỹ. Đó là ABC, CBS và NBC. 

4. Batrường Đại học danh tiếng nhất nước Mỹ. Đó là Harvard University, 
Yale University và Princeton University. 





Stalin, Roosevelt và Churchill. Quốc kỳ nước Pháp. 
e Quốc kỳ nước Pháp có 3 màu là Xanh, Trắng, Đỏ tượng trưng cho Tự Do 
(Liberté), Bình Đẳng (Égalité), Bác Ái (Fraternité). 





`» 


Vị trí đảo Man (hoặc Mann) trong bản đồ Vương quốc Anh và cờ của đảo Man. 


e “Ba chân người” (Three Legs of Man) là biểu tượng chính thức của đảo Man 
(Isle of Man) trong Vương Quốc Anh. Biểu tượng này có từ thế kỷ 13. 
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e 4là hợp số duy nhất thỏa đẳng thức đặc biệt sau đây: 

4=2+2=2x2. 

e Trong không gian 3 chiều, 4 điểm không cùng phẳng tạo thành một tứ diện. 
Tứ diện có 4 mặt, 4 đỉnh và 6 cạnh. Tứ diện đều là tứ diện có 4 mặt là 4 tam 
giác đều. 

e Không gian 4 chiều: 

Không gian (Euclide) chúng ta đang sống là không gian 3 chiều (dài, rộng và 
cao). Trong tác phẩm Mécanique analytique (Cơ học giỏi tích) xuất bản năm 
1788, nhà Toán học Pháp Joseph Lagrange (1736 - 1813) đã đưa vào chiều thứ 
tư cho không gian của chúng ta: chiều thời gian. Rồi Hermann 
Minkowski (1864 — 1909), một nhà Toán học người Đức, trong một nghiên cứu 
công bố năm 1908 củng cố thêm khái niệm không gian 4 chiều làm cơ sở cho 
lý thuyết tương đối của Einstein phát triển. 


e _ Định lý bản đồ bón màu (The Four Color Map Theorem). 

Năm 1852, Francis Guthrie, một thanh niên người Anh, nhận thấy rằng chỉ cần 
4 màu là có thể tô bản đồ các vùng (tỉnh) của nước Anh sao cho hai vùng cùng 
biên giới cạnh nhau có màu khác nhau. Thời ấy, nước Anh được chia ra làm 
39 vùng. Francis hỏi Frederick, người anh của mình, là có thể tổng quát nhận 
xét trên cho tất cả các loại bản đồ không. Frederick Guthrie là học trò của nhà 
Toán hoc Augustus de Morgan (1806 — 1871). De Morgan cho là nhận xét của 
Francis đúng và có thể tổng quát được nhưng không đưa ra được chứng minh. 
Người ta gọi đó là gid thuyết bốn màu hay là dự đoán bốn màu (The four color 
conjecture). 

Dự đoán này chính thức được chứng minh vào năm 1977 (thật ra là kiểm 
chứng) bằng phương tiện điện toán hiên đại bởi hai nhà Toán học Kenneth 
Appel (1932 — 2013) người Mỹ và Holfgan Hanken (1928 - ), người Đức. Từ đó 
dự đoán này đã trở thành Định lý bản đồ bốn màu. 


3 Về Toán học thuần túy thì người ta có không gian n chiều IR" bằng cách mở rộng bộ ba số thực (x,y,z) € IR? thành 
bộ n số thực (x1,...,Xn) € R” . 

^ Augustus de Morgan là nhà Toán học và Luận lý học người Anh. Có các công thức về thuyết Tập hợp và Luận lý 
học mang tên ông. 
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Bản đồ các vùng của nước Anh (England). 


e Dinh lý Lagrange (về 4-bình phương): 
Mỗi số nguyên tự nhiên đều là tổng của bình phương của 4 số nguyên khác: 
n =a? +d2+d2+d2, 
trong đó a4, a5, a4 và a4 là 4 số nguyên. 


Thí dų: 
3 = 12+ 12+ 12+ 02 
31 = 52+ 22+ 12+ 1? 
310 = 172+ 42+ 22+ 12, 


Định lý này được nhà Toán hoc Joseph Lagrange chứng minh vào năm 1770. 
e Nhóm Klein có 4 phần tử là nhóm nhỏ nhất không có tính cyclic. 
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a 
V ={a,b /nˆ= bˆ=e}. 
e Từ thời Plato cho tới thời Trung cổ, Quadrivium là từ La tinh để chỉ 4 bộ môn: 
Số học, Âm nhạc, Hình học, Thiên văn học. 


œ 


e C6 4 mùa trong một nam: Xuân, Hạ, Thu, Đông. 
e Có 4phương hướng: Đông, Tây, Nam, Bắc. 
e C64 yếu tố cấu tạo nên cuộc sống: Lửa, Không khí, Nước, Dat (theo Plato). 


e Có 4 thể loại nhạc cụ của dàn nhạc giao hưởng: Đàn dây (String), Kèn gỗ 
(Woodwind), Kèn đồng (Brass), Bộ gó (Percussion). 

e Có 4 chất (nước) trong một bộ bai Tay: Cơ, Rô, Chuồn, Bích. 

e Có 4 giai đoạn trong đời một con người: Trẻ con, Thiếu niên, Trưởng thành, 
Tuổi già. 

e Trong kỹ thuật xe hoi, ký hiệu 4WD là viết tắt của Four-Wheel Drive, có nghĩa là 
xe được kéo ở cả 4 bánh (thích hợp chạy đường xấu hoặc đồi dốc). 
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e 5là số nguyên tố. 

e 51a một số Fermat (vì có dạng 2?” + 1). 

e Luật 5 giây (five-second rule): theo văn hóa một số nước phương Tây, nếu thực 
phẩm rớt xuống đất được lượm lên ngay trong khoảng thời gian nhỏ hơn 5 
giây thì có thể ăn được mà không sợ mất vệ sinh. Có người cho rằng bọn trẻ 
con đặt ra qui luật này chứ không phải người lớn. 








Octahedron 
Dodecahedron eee Air 


Tetrahedron Í 
i the Universe 


Ire 

e 5 hình khói Plato. Đó là tứ diện đều (4 mặt), khối vuông (6 mặt), khói bát diện 
đều (8 mặt), khối thập nhị diện đều (12 mặt) và khối nhị thập diện đều (20 
mặt). Tất cả những mặt của các hình khối này là những đa giác đều. Tại sao 5 
hinh khối đều này được đặt tên của nhà Triết học Plato”? Đó là vì trong tác 
phẩm Timaeus được viết vào khoảng năm 360 TTL, Plato đã gán cho các hình 
khối này ý nghĩa như sau: lửa, đất, không khí, nước (4 yếu tố của sự sống) và 
vũ trụ. 
Euclide trong tác phẩm Elements cho rằng chỉ có 5 loại khối đa diện đều nói 
trên mà thôi. Có thể người ta đã biết về chúng hàng ngàn năm trước. Hình 
dưới đây chụp được ở Scottland cho thấy những hình khối này được khắc 
trong đá có niên đại khoảng 2000 năm TTL. 


5 Plato là nhà Triết học Hy Lạp (khoảng 425 — 348 TTL). 
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Hình 2a. Hình 2b 
Mỗi góc trong bằng 108°. 
Nếu ta nối các đường chéo lại ta được một ngôi sao 5 cạnh. 


Tỷ số vàng ® (xem hình 2b): 








đường chéo Z AD — 4541 
canh AB 2 
Trén mói canh cüa ngói sao ta có: 
doan lón -EE pu XE 6 
doannhó JF 2 


Hoc sinh trung hoc đã biết rằng phuong trình da thức bậc hai 

ax^* bx + cz 0 
có thể giải được bằng công thức chứa các phép toán thông thường và cán thức 
trên các hệ số của phương trình. Cụ thể, hai nghiệm (thực hay ảo) của phương 
trình cho bởi: 
| =b +Vb2~4ac 


2a 


X 


Các nhà Toán học ở thế kỷ 16 cũng đã biết các phương trình đa thức bậc ba và 
bậc bốn cũng giải được qua các phép toán thông thường và căn thức. Và họ 
tìm cách giải các phương trình đa thức bậc năm: 
ax°+ bx + cxỶ+ dx?+ ex + f = 0 

nhưng không làm được. Họ đâu có biết rằng việc ấy, một cách tổng quát về lý 
thuyết, là không thể làm được. Phải đợi đến đầu thế kỷ 19, nhà Toán học xuất 
sắc người Na Uy Niels Henrik Abel (1802 — 1829) mới chứng minh được rằng 
không thể giải được phương trình da thức bậc ndm bằng các phép toán thông 
thường và căn thức. Khoảng 10 năm sau, nhà Toán học thiên tài (nhưng đoãn 


6 Xem them bài viết Tỷ số vàng và dãy Fibonacci trong Rosetta.vn/lequanganh của cùng tác giả. 
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mệnh) người Pháp Evariste Galois (1811 - 1832) chứng minh được điều tổng 
quát hơn: Không thể giải được phương trình đa thức từ bậc năm trở lên bằng 
các phép toán thông thường và căn thức”. 


e Biểu tượng của Thế Vận Hội của thế giới là hình gồm 5 vòng tròn có 5 màu: 
Xanh, Vàng, Đen, Xanh lục và Đỏ (thường được gọi theo tiếng Anh là Olympic 
rings). Biểu tượng này được thiết kế bởi Coubertin vào năm 1912. Theo giải 
thích của tác giả thì 5 vòng tròn tượng trưng cho 5 châu lục có vận động viên 
tham dự đại hội: Châu Phi, Châu Á, Châu Mỹ, Châu Úc và Châu Âu. Còn 5 màu, 
cũng vẫn theo giải thích của tác giả, là những màu có trên các cờ của tất cả các 
nước tham dự. 





Ngũ giác đài ở Arlington, Virginia, Mỹ. 

e  Ngü Giác Đài (Lầu Năm Góc) là kiến trúc vi đại vào hàng lớn nhất thế giới, trụ 
sở của Bộ Quốc phòng Mỹ tại Arlington, Virginia. Hình ngũ giác đều bên ngoài 
có chiều dài mỗi cạnh là 921.6 feet (tức là 280.9 met). Tòa nhà này được thiết 
kế bởi kiến trúc sư George Bergstrom (1876-1955) và được xây dựng bởi hãng 
thầu John McShain ở Philadelphia. Khởi công xây dựng từ ngày 11 tháng 9 
năm 1941 và đưa vào sử dụng ngày 15 tháng 1 năm 1943, dưới thời của Tổng 
thống Roosevelt. 


7 Xem thêm chuyện về hai nhà Toán học này trên Rosetta.vn/lequanganh của cùng tác giả. 
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6=2 x3, cho nên 6 là hợp số. Ngoài ra 6 có 3 ước số là 1,2,3 và 6 = 3! 

6 là số nguyên nhỏ nhất không chính phương, cũng không nguyên tố. 

Số 6 = 2 x 3 là tích của hai số nguyên tố, ta gọi 6 là số bán nguyên tố (semi- 
prime). 

Số 6 là số tam giác, nghĩa là 6 = 3 + 2 + 1. 





oe M3 : 


U.S. Navy Blue Angels. 
(Đội Thiên Thần Xanh của Hải quân Mỹ). 

Số 6 là số lý tưởng (a perfect number), nghĩa là bằng tổng số tất cả các ước số 
thực sự của nó (kể cả số 1): 6=1+2+3. 

Số lý tưởng rất hiếm. Hai con số lý tưởng tiếp theo là số 28 và 496 (bạn đọc 
tự kiểm tra). Hiện nay người ta biết được ít hơn 50 con số lý tưởng và người 
ta tự hỏi liệu có một công thức nào để xác định một cách tổng quát số lý tưởng 
hay không? 


Lục giác đều là đa giác lồi có 6 cạnh bằng nhau và 6 góc trong bằng nhau (và 
bằng 120°). Lục giác đều nội tiếp trong vòng tròn, bán kính vòng tròn dài bằng 
cạnh lục giác. Hình dưới đây cho thấy thêm vài tính chất hiển nhiên khác của 
nó. 





Ngôi sao David (Star of David). Chồng hai tam giác đều bằng nhau sao cho 6 
đỉnh của chúng tạo thành một lục giác đều. Ta được một hình ngôi sao gọi là 
ngôi sao David. 
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e  Ngói sao David là biểu tượng của dao Judaism (Do Thái giáo) được thay từ thời 
Trung cổ. Năm 1948, khi quốc gia Israel được thành lập, ngôi sao David xuất 
hiện trên quốc kỳ của tân quốc gia này. 


XX 


Ngói sao David và quóc ky Do Thái. 
e Binh lý ngôi sao David do Henry Gould (sinh năm 1928), giáo su trường Dai 
hoc West Virginia, phát hién ra nám 1972. 
Định lý này liên quan đến tam giác Pascal nhu hinh dưới đây. 











1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 


Ta chú ý đến số 35. Con số này bị bao bọc gần nhất bởi tam giác đều tạo bởi 
ba con số 15, 35 và 56. Con số 35 cũng bị bao bọc gần nhất bởi tam giác đều 
tạo bởi ba số 20, 21 và 70. Hai tam giác đều này tạo thành một ngôi sao David. 
Ta nhận thấy: 

gcd (15,35,56) = gcd (20,21,70) = 1,5 
Đây là một trường hợp đặc biệt của định lý sau: 
Trong tam gidc Pascal, ước số chung lớn nhất của bộ ba các con số tạo thành 
hai tam giác đều bao quanh một số thì bằng nhau. 
Định lý được diễn tả bởi công thức: 


gcd (2) (55) Cr D= øed (C) G5.) bái) 


8 gcd = great common divisor (Ước số chung lớn nhất). 
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6 ong mật được tạo bởi nhiều “đơn vi” (cells), mỗi “đơn vị” có dạng hình trụ 
đáy là hình lục giác đều. 


? 


7 là số nguyên tố, không những thế, 7 là số nguyên tố Mersenne (vì có dạng 
2^ — 1), 

Nếu ta lấy số 1 chia cho số 7 ta sẽ gặp hiện tượng số thập phân tuần hoàn chu 
kỳ 6 xuất hiện: 

= = 0.142857 142857... 
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Nếu ta lập lại cách làm trên với số = ta sẽ được một số thập phân tuần hoàn 
chu kỳ 16. 

Chú ý rằng nếu khai triển thập phân của một số thực là vô tận không tuần hoàn 
thì số thực ấy là số vô ty. Thí dụ: 


e = 2.718281828459.... 

Tổng hai mặt đối diện của một con xúc xác (hột xí ngầu) bao giờ cũng bằng 7. 
Tại sao? Có thể để cho có sự cân bằng và như vậy tránh gian lận trong các trò 
chơi (cờ bạc). Ý kiến này không được sự đồng thuận vì con xúc xắc đã xuất 
hiện từ 3000 năm trước TL (G. Possehl. The Indian Ocean in Antiquity), khi ấy 
chắc chưa có cờ bạc (gian lận). 

Có 7 bài toán Thiên Niên Kỷ, trong đó có một bài đã được giải xong: Chứng 
minh Dự đoán Poincaré.? Viện Toán học Clay tặng giải thưởng 1 triệu dollars 
cho bất cứ ai giải được một trong những bài ấy. Perelman giải được bài Toán 
Poincaré nhưng từ chối giải thưởng. Dưới đây là 7 bài toán Thiên Niên Kỷ: 


Tìm đọc sách Từ Poincaré đến Perelman hoặc bài viết Giải Oscar II của cùng người viết. 


15 


The seven Millenium problems are: 


> P versus NP problem 

> Hodge conjecture 

> Poincaré conjecture —--(solved) 

> Riemann hypothesis 

> Yang-Mills existence and mass gap 

> Navier-Stokes existence and smoothness 
> Birch and Swinnerton-Dyer conjecture 


e Những số 7 nổi tiếng: 


1. 
2. 


7 lục địa: Á, Âu, Phi, Úc, Bắc Mỹ, Nam Mỹ, Nam cực. 

7 ngày trong tuần: Thứ hai, Thứ ba, Thứ tư, Thứ năm, Thứ sáu, Thứ bảy, 
Chúa nhật. 

7 kỳ quan thế giới (cũ): Kim tự tháp lớn Giza, Vườn treo Babylon, Đền nữ 
thần Artemis ở Ephesus, Tượng thần Zeus ở Olympia, Mộ vua 
Mausoleum ở Halicarnassus (Ba Tư), Tượng thần Helios ở đảo Rhodes, Hải 
đăng ở cảng Alexandria. 

7 ky quan thế giới (mới): Tòa nhà Empire State (New York), Đập Itaipu 
(biên giới Brazil và Paraguay), Tháp CN Toronto, Kinh đào Panama, Đường 
hầm qua biển Manche, Delta Works (công trình ngăn biển của Hà Lan), 
Cầu Golden Gate (California). 

7 màu của quang phổ ánh sáng thiên nhiên: Đỏ, Cam, Vàng, Lục, Xanh, 
Chàm, Tím. 





TEN Nn 


Cóng trinh ngán bién (Hà Lan). 
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Đập thủy điện Itaipu ở biên giới Brazil và Paraguay. 
Chuyện về 7 cây cầu. 


Trong thời gian ở Viện Hàn Lâm Saint Pertersbourg, Euler có nhận được một 
bức thư thú vị từ thành phố thơ mộng Königsberg, thuộc nước Phổ (nay là 
Kaliningrad, thuộc Nga). Dòng sông Pregel chảy qua thành phố Königsberg 
tạo nên 1 hòn đảo nhỏ ở giữa rồi tách thành 2 nhánh riêng biệt. Thành phố 
bị chia thành 4 khu, có 7 cây cầu nối 2 khu với nhau (như sơ đồ). Vào một lúc 
nào đó, Carl Leonhard Gottlieb Ehler, thị trưởng thành phố Danzig cạnh bên, 
muốn đi bộ dạo qua Königsberg như một khách du lịch, đi qua tất cả các cây 
cầu, không ngại đường xa. Ehler muốn hỏi như thế này: 


Liệu người khách du lịch có thể đi bộ qua thành phố, viếng tất cả các khu 
vực và chỉ đi qua mỗi cây cầu một lần được hay không? 


Ông viết thư nhờ Euler trả lời. 





Euler có ý nghĩ ban đầu rằng đây không phải là câu hỏi dành cho nhà Toán 
học. Thật vậy, không có một công cụ nào có sẵn trong các ngành Toán để gỡ 
những loại câu đố như thế này. Chợt Euler nhớ lại rằng Gottfried Wilhelm 
Leibniz (1646-1716), một nhà Toán học người Đức và Christian Wolff (1679- 
1754), một học trò của Leibniz, có gợi ý một ngành Hình học mới mà Leibniz 
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gọi là Analysis Situs (Phân tích Vị trí hoặc là Hình học Vị trí), ta có thể tìm thấy 
chút ánh sáng khi áp dụng môn Hình học này vào trường hợp ở đây được 
chăng? Một khi Euler đã quan tâm tới thì không có gì ngăn được ông. 


Quả thật, Euler làm được nhiều hơn là chỉ cung cấp câu trả lời được/không 
cho bài toán ấy. Ông tìm ra được điều kiện nào người ta có thể thực hiện 
được cuộc di dạo theo cách đã nói và điều kiện nào không thể thực hiện được. 
Euler cho công bố bài báo nhan đề “Solutio problematis ad geometriam situs 
pertinentis” (Lời giải của một bài toán về Hình học vị trí) được công bố bởi 
Hàn Lâm Viện Khoa học Saint Pertersbourg năm 1736 có thể coi như là báo 
trước sự ra đời của hai ngành Toán học mới: Lý thuyết về đồ thị (Graph Theory) 


và Topology. 











Có 4 vùng A, B, C, và D. Số cây cầu dẫn tới mỗi vùng lần lượt là 5, 3, 3, và 3. Điều kiện tồn tại 
con đường thỏa yêu cầu, theo Euler, là có 0 vùng hoặc 2 vùng mà số cây cầu dẫn tới là số lẻ. 





Như vậy con đường không tồn tại vì có hơn 2 vùng (thật ra là 4 vùng) theo đó số cây cầu dẫn 
tới là số lẻ (L.Q.A). 


Decimal Digits 0-9 


= 888888868888 


SelectAlpha Characters 


= HBHEHEERHEä 
w BHBBBBÉBBS 


Sắp đặt 7 đoạn (7 segment display). Khi lái xe ngoài đường chúng ta thường 
thấy những bảng đèn do công lộ dựng lên có mục đích thông báo một vấn đề 
gì đó về giao thông ở đoạn đường trước mặt. Nó được kết hợp bởi những con 
chữ, những con số để tạo ra thông tin đơn giản. Mỗi con chữ, mỗi con số được 
tạo ra bởi một thiết bị gồm 7 chỉ tiết (7 đoạn) như hình trên. Thiết bị này được 
Carl Kinsley phát minh và được cấp bằng sáng chế năm 1903 tại Mỹ. Ngày nay 
thiết bị được cải tiến rất nhiều nhờ sự tiến bộ của kỹ thuật điện tử. 
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e Dinh lý 7 vòng tròn. 





Cho một vòng tròn bất kỳ. Vẽ sáu vòng tròn tiếp xúc bên trong với vòng tròn 
đã cho va mỗi vòng tròn nhỏ tiếp xúc với hai vòng tròn kế bên. Gọi A, B, C, D, 
E và F là các tiếp điểm của sáu vòng tròn nhỏ với vòng tròn lớn. Khi ấy các 
đường thẳng AD, BE và CF đồng qui tại một điểm. 

Định lý này do Cecil J. A. Evelyn, G. B. Money-Coutts va J. A. Tyrrell công bố 
lần đầu tiên vào năm 1974 (The seven Circle Theorem and Other New 
Theorems. Stancey International. London. 1974.) 


Chứng minh có thể xem tại đây: 
http://stanleyrabinowitz.com/bibliography/sevenCircles.pdf. 
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e Số 8 có các ước số là 1,2 và 4. Ngoài ra số 8 được phan tích thành 8 = 2. 

















2 





2 

e Néu mỗi cạnh của một khối vuông là 2 đơn vị thì khối vuông ấy có thể tích bằng 
8, nghĩa là có thể chia khối vuông ấy thành 8 khối vuông đơn vị. 

e Bát giác đều (regular hexagon): đa giác có 8 cạnh bằng nhau và 8 góc trong 
bằng nhau và bằng 1350. 
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e Có thể tính diện tích một hinh bác giác đều canh a bằng cách “cắt và ráp” như 


hình dưới đây:. 
ì Ông = fe a 
S = canh hinh vuông 77; ta*-5-(1* 2)a. 


B 2 
A = diện tích hình bát giác đều = ((1 + V2)a) -a?= 2(1 + V2)a?. 
| S 





Sl. 


a 


` 
A-S?-a? 


Pháp luân (dhammacakka) nghĩa là bánh xe pháp. Trong Phật giáo, pháp luân 
thường được vẽ nhu một bánh xe tám nhánh, tượng trưng cho Bát chính dao. 





e Tất cà những bang STOP (dừng lại) ở Mỹ và hầu hết các nước nói tiếng Anh 


đều có dạng của một bát giác đều. Bảng STOP xuất hiện lần đầu tiên ở Mỹ vào 
năm 1915 tại tiểu bang Michigan, sau đó vào năm 1922 được chuẩn thuận bởi 
Văn Phòng Xa lộ Mỹ (American Association of State Highway Officials AASHO). 
Riêng tại một số tỉnh bang ở Canada bảng này mang hai thứ tiếng Anh và Pháp. 





e Chia một hình vuông thành những tam giác nhọn (ba góc đều nhọn) là một bài 


toán đố có từ lâu. Năm 1981, Charles Cassidy và Graham Lord chứng minh 
được rằng 8 là con số tam giác nhọn nhỏ nhất (J. Rec. Math., vol. 13, no. 4, 
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1980/81, pp. 263-268). Ngoài ra các tác giả cũng cho thấy tồn tại những lời giải 
mà số tam giác nhọn phải là số chẵn lớn hơn 8. 

















e Hầu hết nhện có 8 chân và 8 mắt. Người ta chỉ mới phát hiện được một loài 
nhện có 6 chân có tên là Orb Weaver (hình bên phải). 


T LENS 
S Lu 





9 là một số chính phương vì 9 = 32. 

e Một số chia hết cho 9 khi tổng các con số trong số ấy chia hết cho 9. Thí du: 
số 2367 chia hết cho 9 vì 2 + 3 + 6 + 7 = 18 và 18 chia hết cho 9. 

e Có vài kết quả thú vị liên quan số 9: 


12345679 x 9= 111111111 
12345679 x 18 = 222222222 


12345679 x 81 = 999999999. 


e Phương pháp bỏ 9 (casting out nines) có từ thời Hy Lap cổ dai, được tu sĩ La 
Mã Hyppolytus (170 — 235) mô tả trong The Refutation of all Heresies. Nó dùng 
để kiểm tra bốn phép tính số học, nhưng giá trị của phương pháp rất hạn chế 
(không phát hiện hết sai sót). 
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Một thí dụ cho toán nhân: 


checking Multiplication: 


17-273 

ares r] 

x TEHA —-. T: 
17060 «X kè 
34120 Xe \ 

+ 4265 TONA 
TELE Jaxg=s2t>s 





e Hệ mặt trời (Thái dương hệ) là hé hành tinh có Mặt Trời ở trung tâm và 
các thiên thể quay quanh trong phạm vi lực hấp dẫn của Mặt Trời. 
Trước đây người ta cho rằng hệ mặt trời có 9 hành tinh chung quanh, kể từ 
trong ra ngoài là: Sao Thủy (Mercury), Sao Kim (Venus), Trái Đất (Earth), Sao 
Hỏa (Mars), Sao Mộc (Jupiter), Sao Thổ (Saturn), Sao Thiên Vương 
(Uranus), Sao Hải Vương (Neptune) và Sao Diêm Vương (Pluto). Năm 2006, Hội 
Thiên Văn học Thế giới không xếp Sao Diêm Vương vào trong hệ mặt trời nữa 
mà xếp hành tinh này vào nhóm “hành tinh lùn” (dwarf planets) trong đó có 
sao Ceres và Eris. 





Hệ mặt trời có 8 hành tỉnh chung quanh (không có Sao Diêm Vương). 


e Vòng tròn 9 điểm (Euler). 
Cho tam giác ABC bất kỳ. Chú ý 9 điểm sau đây: 
1. 3 trung điểm l, l2 và l3 của ba cạnh BC, CA và AB. 
2. 3 chân đường cao Hi, H2 và Hs trên ba cạnh BC, CA và AB. 
3. 3 trung điểm Ji, J2 và Ja của ba đoạn thang HB, HA và HC nói trực tâm H 
của tam giác ABC với 3 đỉnh A, B và C. 
Khi ấy 9 điểm nói trên cùng nằm trên một vòng tròn gọi là vòng tròn 9 điểm hay 
vòng tròn Euler (Hình 1). 
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Hình 1 Hình 2. 


Một chút Lịch sử: Leonhard Euler (1707 1783) là người đầu tiên nhận thấy 
rằng trọng tâm G, trực tâm H và tâm vòng tròn ngoại tiếp Ø thẳng hàng, ngoài 
ra chúng còn thỏa hệ thức: 

Năm 1821, các nhà Toán học Charles Brianchion (1783 — 1864) và Jean-Victor 
Poncelet (1788 — 1867) chứng minh được rằng 3 chân đường cao và 3 trung 
điểm của các cạnh tam giác cùng ở trên một vòng tròn. Năm sau, năm 1822, 
nhà Toán hoc Karl Wilhem Feuerbach (1800 — 1834) khám phá lại rang 6 điểm 
nói trên ở trên một vòng tròn, ngoài ra ông còn bổ sung thêm 3 điểm nữa cũng 
thuộc vòng tròn ấy, đó là 3 trung điểm của ba đoạn thẳng nối trực tâm của 
tam giác với 3 đỉnh của tam giác. Cho nên một số người gọi vòng tròn 9 điểm 
là vòng tròn Feuerbach. Cũng năm ấy, Feuerbach chứng minh được vòng tròn 
9 điểm tiếp xúc với vòng tròn nội tiếp và các vòng tròn bàng tiếp của tam giác 
(Hình 2). 


9 Ông Già của Tổng thống Roosevelt (Roosevelt’s Nine Old Men): Ta biết rằng 
Tối Cao Pháp Viện Hoa Kỳ gồm có 9 thành viên (9 Thẩm phán tối cao). Năm 
1937 có một sự bất đồng ý kiến về một vấn đề nào đó giữa Tổng thống Franklin 
Roosevelt và Tối Cao Pháp Viện. Trong một cuộc nói chuyện, Tổng thống gọi 
các vị Thẩm phán là the nine old men. Từ đó có cụm từ Roosevelt’s Nine Old 
Men để chỉ 9 vị Thẩm phán Tối Cao Pháp Viện Hoa Kỳ. 


9 Ông Già của Disney (Disney's Nine Old Men): Hoạt động chính của công ty 
Walt Disney (The Walt Disney Company) khi mới thành lập vào năm 1923 là 
sản xuất ra phim hoạt hinh. Thời gian đầu, công ty có 9 hoa sĩ tài danh làm 
nòng cốt (không phải Walt Disney vẽ phim!), nay họ đã qua đời hết. Nhân viên 
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công ty và giới báo chí thời ấy gọi 9 họa sĩ này là The Disney“s Nine Old Men (9 
Ông Già của Disney). Tên của 9 họa sĩ này là (xếp theo thứ tự alphabet của 
family name): Les Clark (1907 — 1979), Marc Davis (1913 — 2000), Ollie 
Johnston (1912 — 2008), Milt Kahl(1909— 1987), Ward Kimball (1914 — 
2002), Eric Larson (1905 — 1988), John Lounsbery (1911 — 1976), Wolfgang 
Reitherman (1909 — 1985) và Frank Thomas (1912 - 2004). 


e 9Qnang Muses: Trong chuyện Thần thoại Hy Lạp, ngoài những thần và nữ thần 
mỗi vị có một lãnh vực riêng, một quyền lực riêng, còn có những nàng Muses 
phụ trách mỗi người một lãnh vực nghệ thuật. Thường người ta dịch Muses 
sang tiếng Việt là Nang Thơ thiết nghĩ là không được chính xác lắm như bạn 
đọc thấy sau đây (xếp thứ tự alphabet): Calliope (Anh hùng ca), Clio (Sử), Erato 
(Tình yêu), Euterpe (Âm nhạc, thơ tình), Melpomene (Bi kịch), Polyhymnia 
(Thánh ca), Terpischore (Nhảy múa), Thalia (Hài kịch), Urania (Thiên ván)??. 


10 


e 10=2x5, do đó 10 là số bán nguyên tố vi là tích của hai số nguyên tố 2 và 5. 
e 10là một số tam giác vì 10 = 4 + 3 + 2 +1. 
Hơn nữa, số 10 là tổng ba số tam giác: 


10=1+3+6. 
e 
oo 
® 0006 
e © © 000 00006 
1 1+2 1+2+3 1+2+3+4 
1 = = =10 
e 10 là một số tứ diện (a tetrahedral number): 
10=6+3+1. 
* 
/ AS 
9? éo 
* e 
® ® e 
10 


10 Thiên văn ở đây không phải là Thiên văn hoc, một ngành của Toán học (trước thé kỷ 20). Thiên văn ở đây là 
chuyện của các vì sao (như Alphose Daudet kể trong Les Etoiles). Ngoài ra tên của nàng Urania được dùng để đặt 
tên cho một hành tỉnh trong Thái dương hệ, sao Uranus. 


24 


Số 10 được dùng làm cơ số cho hệ thập phân, hệ đếm thông dụng nhất. Người ta cho 
rằng lí do là do con người có 10 ngón tay dùng như là 10 con số (digits). 
Mét hệ (metric system) là hệ đo lường của hầu hết các nước trên thế giới đặt cơ sở 
trên cơ số 10. Ta chuyển đổi từ đơn vị này qua đơn vị khác bằng cách nhân 10 (tức là 
thêm một số 0 bên phải: 
1 centimet = 10 millimet, 1 decimet = 10 centimet, 1 met = 10 decimet, 
1 decamet = 10 met, 1 hectomet = 10 decamet, 1 kilomet = 10 hectomet. 
Ta có thể kiểm chứng được rằng: 
10! = 7! 6! 
Liệu có thể nghĩ ra giai thừa một số nguyên bằng tích giai thừa hai số nguyên khác 
không? Câu trả lời là có. Thật vậy, lấy một số nguyên tùy ý B. Đặt A = BI Thế thì ta 
CÓ: 
A! - A X (A - 1)! = B! x (A - 1). 
Thí dụ: Ta lấy B =5. Ta có A = 5! = 120. Nhu vậy ta có: 
120! 2 5! x 1191. 
10 điều rán: 
Mười điều rán là danh sách các mệnh lệnh dao đức và tôn giáo, theo Kinh thánh, 
được Thiên Chúa (Gia-vé) phán truyền cho Mói-sé (Moses) ở núi Sinai và được khác 
vào hai phiến đá. Mười điều răn đóng vai trò quan trọng trong Do Thái giáo (Judaism) 
và Kitô giáo (Christianity). 





10 cặp đối nghịch của Pythagoras: 





Giới hạn | Lẻ Ít Trái Duc | Động | Thẳng | Tối Xấu Vuông 
Vóhan | Chan | Nhiều | Phåi | Cái | Tinh | Cong | Sáng | Tốt Chữ nhật 









































Số 10 là số tỉnh bang (provinces) của Canada. 

Số 10 Downning Street London là địa chỉ dinh Thủ Tướng Vương Quốc Anh, cho nên 
giới báo chí phương Tây chỉ cần nói “Tin này xuất phát từ số 10” là người ta biết tin từ 
đâu ra. 
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John Tyler (1790 - 1872) là vị Tổng Thống thứ 10 của Mỹ. Ông kế vị Tổng Thống William 
Henry Harrison (1773-1841), người vừa mới đảm nhiệm vai trò Tổng Thống trong 
đúng 1 tháng (qua đời vì bệnh sưng phổi). John Tyler cũng là vị Tổng Thống đầu tiên 
trong lịch sử nước Mỹ không do dân bầu lên. 

Xa lộ I-10 (Interstate 10) là xa lộ xuyên qua nước Mỹ, nối liền hai đại dương Thái Bình 
Dương và Đại Tây Dương, tức là nối liền bờ Tây (tại Santa Monica, California) và bờ 
Đông (tai Jacksonville, Florida) của nước MY. Xa lộ 1-10 khởi công xây dựng vào năm 
1956 và đưa vào sử dụng 1 năm sau đó, nhưng xa lộ chỉ được hoàn tất vào năm 1990. 
Xa lộ 1-10 dài 2460.34 dặm (3,959.53 km), chạy xuyên qua 8 tiểu bang tính từ Tây 
sang Đông là California, Arizona, New Mexico, Texas, Louisiana, Mississippi, Alabama 
và Florida. 








Xa lộ 1-10 (màu đỏ) chạy xuyên qua nước Mỹ. 


K K K K K K 


California đầu Xuân 2018. 
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Câu chuyện về nhà Toán học 


HENRI POINCARE và GIẢI OSCAR II 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


Đây không phải là chuyện ở Hollywood. Đây là chuyện về một giải thưởng Toán 
hoc mang tên Oscar Il, tên của một vị vua Thụy Điển cuối thế ky 19. Giải thưởng 
không lớn lắm, nhưng là giải thưởng có một số tai tiếng được che phủ lại, không 
ai biết tới, mãi cho đến gần 100 năm sau mới được phát hiện. Những tai tiếng 
không ai chờ đợi này lại là động lực để nhà Toán học xuất sắc Henri Poincaré - 
người sau nay được mệnh danh là một trong hai nhà thông thái sau cùng! - đẩy 
Toán học phát triển thêm lên. Chuyện có những diễn biến như một kịch bản 
Hollywood, xin được kể cùng độc giả yêu thích Toán. 


Phần đầu chúng tôi giới thiệu nhân vật chính của câu chuyện, nhà Toán học 
Henri Poincaré. 





Henri Poincaré (1854 - 1912). 


1 Nhà thông thái sau cùng kia là David Hilbert (1862 - 1943), người có thé nói là đã vạch đường cho nền Toán hoc 
thế kỷ 20 qua bài diễn văn đọc năm 1900 tại Đại Hội Thế Giới Toán học ở Paris. 


1. Ông kỹ sư tài năng 

Henri Poincaré sinh ngày 29 tháng 4 năm 1854 tại Nancy, một thành phố ở miền 
Đông-Bắc nước Pháp. Cha là Léon Poincaré (1828-1892), bác sĩ và cũng là giáo sư 
trường Đại học Y Khoa Nancy, chú là Antoni Poincaré, thanh tra công chánh và 
cũng là một người có kiến thức sâu rộng về Khí tượng học. Cả hai người — cha và 
chú — là những nhà trí thức không những làm tròn trách nhiệm nghề nghiệp một 
cách nhiệt tình mà còn viết nhiều sách vở tài liệu cho Hàn Lâm Viện Khoa học, ảnh 
hưởng không nhỏ trên cuộc đời và sự nghiệp của Henri Poincaré sau này. 


Lên 5 tuổi cậu Henri bị bệnh bạch hầu, phải mất nhiều tháng mới hồi phục. Sau 
cơn bạo bệnh ấy, Henri trở nên rất yếu và hay rụt rè mắc cỡ, tránh xa những đứa 
trẻ cùng trang lứa. Cậu sợ lên xuống cầu thang một mình. Thay vì chạy nhảy tung 
tăng cùng bạn bè, cậu Henri trốn trong trong thư viện của cha, trong thế giới sách 
vở, cậu trở thành người mê đọc sách. Cậu có trí nhớ phi thường, cậu có thể đọc 
lại một đoạn sách nào đó mà cậu đã từng đọc qua. 


Để bù vào chỗ không tới trường được, Henri được gia đình sắp xếp cho học ở nhà. 
Thầy giáo là một giáo viên rất đặc biệt và cũng là bạn của gia đình Henri. Ông cho 
ít bài làm ở nhà nhưng khuyến khích câu học trò nhỏ đặt câu hỏi. Henri học được 
nhiều và tỏ ra có kết quả theo lối học này, cho đến năm 8 tuổi thì cậu đã sẵn sàng 
để vào trường theo hệ thống giáo dục thông thường. 





Henri Poincaré lúc 7 tuổi. 


(Nguồn: https://www.pinterest.com/bibliothequeihp/henri-poincare). 


Bài tập làm văn (composition) đầu tiên của Henri được thầy giáo mô tả là một 
tuyệt tác nhỏ và được xếp hạng nhất trong lớp. Không chỉ có thế, Henri được xếp 
hạng nhất ở tất cả các môn học khác suốt trong nhiều năm học sau nữa. 


Các bạn bè thuở nhỏ của Henri mô tả cách cậu làm bài thầy giáo cho về nhà như 
thế nào. Cậu ở trong phòng, đi qua đi lại hoặc làm chuyện riêng của cậu, hoặc nói 
chuyện với ai đó. Thỉnh thoảng ngừng lại viết vài hàng vào tập vở, thậm chí không 
cần ngồi xuống. Henri thuận cả hai tay, nghĩa là cậu có thể viết bài bằng tay nào 
cũng được. Rồi cậu tiếp tục việc riêng của cậu, một lúc sau, không tỏ ta có một 
chút nổ lực nào, mọi bài làm trường cho về nhà đã được giải quyết xong. 


Chưa có dấu hiệu gì cho thấy Henri sẽ trở thành một nhà Toán học lớn. Môn học 
thích nhất của Henri là Lịch sử và Địa lý. Ngoài ra cậu tỏ ra có khả năng về các bộ 
môn Văn chương và Triết học. Nhưng thường các bài luận văn của cậu bị thầy giáo 
phàn nàn là chữ việt nguệch ngoạc trên những tờ giấy không đúng qui định (thật 
ra cậu viết trên bất cứ mẩu giấy nào cậu có). Henri bắt đầu chú ý đến Toán vào 
năm 14 tuổi. Khi đã thành công với các môn học khác, Henri mới bắt đầu say mê 
Toán, và niềm say mê càng ngày càng nhiều. Chẳng bao lâu khả năng Toán của 
cậu được hầu hết các giáo viên và học sinh trong trường biết tới. 


Tháng 8 năm 1871, Henri Poincaré 17 tuổi, chàng đi thi Tú tài ban Văn chương. 
Các môn tiếng La tinh và tiếng Pháp đều rất tốt, vượt trội các môn khác. Ba tháng 
sau chàng đi thi Tú tài ban Toán?. Điều đáng ngạc nhiên là chàng suýt rớt kỳ thi 
viết do đến hội đồng thi trễ, mất bình tỉnh lại bị căng thẳng nên làm bài kém, không 
như ý muốn. 


Theo sau chương trình trung học, các thanh niên Pháp có khả năng về Toán muốn 
chuẩn bị thi vào các Trường Lớn (Grandes Écoles), sẽ phải trải qua hai năm dự bị 
(gọi là các lớp Toán cao cấp) rất khó khăn. Các Trường Lớn là những trường kỹ sư 
chuyên ngành và trường Cao Đẳng Sư Phạm (ENS = École Normale Supérieure) 
danh tiếng. 


Trong cả hai năm dự bị, sinh viên Poincaré đã tỏ ra xuất sắc khi chiếm trọn cả hai 
giải thưởng Toán cao cấp dành cho sinh viên giỏi. Cách học của chàng vẫn không 
có gì khác mặc dù chương trình rất nặng. Trong lớp ít khi chàng ghi chép. Khi nào 
cần viết, chàng viết vài hàng trên một mảnh giấy, rồi lại chăm chú nghe. Cách học 
hành của Poincaré bị nghi ngờ là thiếu nghiêm túc, nhưng dần dà mọi người, kể cả 
các giáo sư, đều quen dần và đánh giá đúng tài năng của chàng. 


? Ngày xưa (và ở miền Nam Viêt Nam vào những năm 1960) có hai kỳ thi Tú Tài, một vào khoảng đầu tháng 6, một 
vào khoảng đầu tháng 9. Kỳ thứ hai thường dành cho những thí sinh rớt kỳ đầu. Trường hợp thi kỳ hai của 
Poincaré là tự ý. 


Nổi tiếng nhất trong tất cả các Trường Lớn thời ấy (và cả bây giờ) là trường Đại 
học Bách Khoa Paris (École Polytechnique de Paris). Người ta thường gọi ngắn và 
thân mật là trường X (do biểu tượng của trường là hai khẩu súng đại bác bắt chéo 
nhau như hình chữ X). Trường được thành lập vào năm 1794, ngay sau cuộc Cách 
mạng Pháp, bởi hai nhà Toán học Lazare Carnot và Gaspart Monge. Khi mới thành 
lập nó có tên là trường Công chánh (École Centrale des Travaux Publics), một năm 
sau đổi tên thành Đại học Bách Khoa, và mau chóng nổi lên thành trường số một 
của nước Pháp. 
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Bên trái là phù hiệu mới, bên phải là phù hiệu cũ với hình hai khẩu đại bác bắt chéo. 
Câu khẩu hiệu ở giữa: Pour la patrie les sciences et la gloire (Vì Tổ quốc, Khoa học và 
sự Vinh quang). 





Sinh viên Bách khoa diễn hành ngày Quốc Khánh và sinh viên Henri Poincaré. 


Hiện nay, hàng năm trường nhận vào khoảng 500 sinh viên trong nước và ngoại 
quốc, sau một cuộc tuyển chọn rất khó khăn, tuy nhiên phần thưởng dành cho họ 
sẽ rất xứng đáng. Các kỹ sư ra trường chắc chắn có những vị trí tốt trong bộ máy 
nhà nước, các xí nghiệp hoặc các định chế Khoa học. Rất nhiều nhà Khoa học nổi 
tiếng, nhiều định lý trong Toán học hay định luật trong Vật lý học mang tên những 
con người đã từng đi qua các hành lang của trường này. Một trong những con 
người ấy là Henri Poincaré. 


Khi Poincaré trình diện trước giám khảo để thi vấn đáp, do chàng quá nổi tiếng, 
phòng thi chật ních người đứng xem. Thường thì phòng thi gần như trống trơn, 
chỉ hiện diện vài thí sinh chuẩn bị trả lời những câu hỏi buồn chán của giám khảo. 
Sau khi nhận được câu hỏi, Poincaré chìm đắm trong suy nghĩ, nói chậm rãi, thỉnh 
thoảng nhắm mắt lại. Hình như chàng đang sáng tạo ra các chứng minh Toán học, 
trong khi vẫn đi qua đi lại nhẹ nhàng. Vị giám khảo ngạc nhiên. Vị giám khảo thứ 
hai, dự tính kiểm tra Poincaré về Hình học, bỗng nhiên ngưng lại 45 phút, ông ta 
đang suy nghĩ một câu hỏi nào đó thật đặc biệt dành cho thí sinh này. Khi câu hỏi 
được đưa ra, thí sinh đi qua lại tới lui chậm rãi trước bảng đen, rồi bỗng nhiên nói: 
“Chỉ cần chứng minh được AB = CD.” Giáo sư giám khảo nói: “Rất đúng, chang trai. 
Nhưng tôi muốn biết chỉ tiết của câu trả lời.” Poincaré ngừng ngay trước bàn giám 
khảo, rồi một cách bất ngờ, chàng nói luôn lời giải Lượng giác cho câu hỏi. Vị giám 
khảo tiếp tục thử thách: “Tốt lắm, nhưng tôi muốn thấy một chứng minh bằng 
Hình học thuần túy.” Không chậm trễ, Poincaré đưa ra ngay một lời giải Hình học 
cho câu hỏi. Thật là không còn ý kiến gì nữa. Vị giám khảo nồng nhiệt chúc mừng 
vì chàng đã đạt được điểm cao nhất trong kỳ thi tuyển này. 


Mùa Thu năm 1873, Henri Poincaré dọn về Paris để theo học trường Đại học Bách 
Khoa. Như chúng ta mong đợi, sinh viên Poincaré xuất sắc ở hầu hết các môn học. 
Chang vẫn có thói quen không ghi chép bài giảng, và mỗi khi suy nghĩ vấn đề gì khó 
thì thường đi qua đi lại ngoài hành lang nhà trường. Nhưng việc thiếu kỹ năng ở 
bộ môn Vẽ và môn Thể dục Thể thao khiến cho kết quả tốt nghiệp Poincaré chỉ 
được xếp hạng hai. 
































































































































































































































École Nationale Supérieure des Mines de Paris (thời của Poincaré). Tranh khắc họa 
(Internet). 


3 Xếp hạng nhất khóa ấy là một kỹ sư tên là Marcel Bonnefoy, ông này chết khi còn rất trẻ, 27 tuổi, khi đi điều tra 
về một vụ nổ hầm mỏ, và bị mỏ nổ thêm một lần nữa. 


Poincaré tiếp tục được huấn luyện chuyên môn thêm 2 năm nữa tại trường Kỹ sư 
Hầm Mỏ (École Nationale Supérieure des Mines). Được thành lập từ năm 1783, 
trường này ra đời trước hơn trường Bách Khoa. Vào thế kỷ 18 và 19, cuộc cách 
mạng công nghiệp đang trên đà phát triển, việc khai thác mỏ để lấy nguyên liệu 
được xem như công nghệ cao. Nhiệm vụ của trường Hầm Mỏ là đào tạo các thanh 
niên thành những kỹ sư trưởng phục vụ đất nước. 


Để được nhận vào trường Hầm Mỏ sinh viên phải qua kỳ thi tuyển. Tuy nhiên các 
sinh viên tốt nghiệp trường Bách Khoa do đã được trang bị kiến thức Khoa học và 
kỹ năng đầy đủ nên được nhận thẳng vào chương trình nâng cao của Cục Hầm Mỏ 
(Corps des Mines). Chương trình này sẽ đào tạo các kỹ sư Bách Khoa thành những 
nhà quản lý các công trình mỏ cho nhà nước hoặc tư nhân. Họ sẽ nhận được thêm 
kiến thức về kỹ thuật, kinh té và xã hội, những phương tiện cân thiết cho những 
công việc tương tác giữa xí nghiệp và nhà nước sau này. Ngày nay khoảng hai 
phần ba số sinh viên của trường Kỹ sư Hầm Mỏ đến từ trường Bách Khoa. 


Ngày 13 tháng 6 năm 1878, Henri Poincaré tốt nghiệp Kỹ su Ham Mỏ. Kỹ su Henri 
Poincaré, 24 tuổi, trở thành thành viên của Cục Hầm Mỏ nước Pháp và sẵn sàng 
nhận nhiệm vụ. 


Ngày 28 tháng 3 năm 1879, Poincaré được chính thức vào ngạch kỹ sư thường 
(Ingénieur ordinaire) của Cục Hầm Mỏ. Một tuần sau ông được bổ nhiệm làm kỹ 
sư giám sát những mỏ than vùng Vesoul ở miền Đông nước Pháp gần biên giới với 
Đức và Thụy Sĩ. Ông rất hài lòng vì chỗ này gần nhà của gia đình ông. 


Suốt 8 tháng đầu, kỹ sư giám sát Poincaré đi khắp các mỏ trong vùng trách nhiệm. 
Tháng 6 thăm mỏ than Saint-Charles. Tháng 9 đến mỏ Magny để điều tra một tai 
nạn bi thảm. Sau đó vài tuần, ông đến mỏ Saint-Pauline quan sát và chỉ đạo cải 
thiện hệ thống thông gió và nước thải. Tháng 10 ông đi thanh tra đường hầm ở 
mỏ sắt Saint-Joseph. 


Về việc xảy ra ở mỏ Magny thật sự là tai nạn nguy hiểm đáng để chúng ta nói tới. 
Ngày 1 tháng 9, tin tức đến văn phòng của kỹ sư giám sát vùng cho thấy có một vụ 
nổ xảy ra vào sáng sớm ở mỏ than Magny, 16 thợ mỏ chết. Được thông tin về biến 


* Nghị định do Cộng hòa Pháp Quốc ban hành ngày 24 tháng 12 năm 1851 qui định có ba ngạch kỹ 
sư Ham Mỏ như sau: Kỹ su thường (Ingénieur ordinaire), Kỹ sư trưởng (Ingénieur en chef) và 
Chánh thanh tra (Inspecteur général). 


cố bi thảm đó, Poincaré đến ngay hiện trường. Ông muốn trực tiếp quan sát ở 
thời điểm sớm nhất. Lí do vụ nổ chưa được biết, có thể còn nổ tiếp nữa hay 
không, không thể biết được, ấy vậy mà ông vẫn xuống đường hầm để điều tra. 


Bảng báo cáo chỉ tiết Poincaré viết ra trong 3 tuần sau đó đúng là một mẫu báo 
cáo của một kỹ sư giám định. Nó mô tả công việc của ông như việc làm của thanh 
tra huyền thoại Maigret, người anh hùng trong những cuốn tiểu thuyết trinh thám 
bán chạy nhất của nhà văn Georges Simenon. Poincaré quan sát các sự việc, liên 
kết các sự việc, xem xét các bằng chứng, đưa ra giả thuyết, phản biện các giả 
thuyết, và đi tới kết luận, làm như là ông lấy cảm hứng từ công việc của thanh tra 
Maigret vậy. Qua bản báo cáo này, ta thấy bộc lộ một đầu óc phân tích tuyệt vời, 
báo trước cho chúng ta 25 năm sau chính bộ óc này đã đưa ra một bài toán trông 
thì đơn giản nhưng mất cả trăm năm sau mới giải được”. 





Một tai nạn ở mỏ than đá (minh họa). 


Mỏ Magny mới được đưa vào khai thác. Than nằm sâu 650 mét dưới lòng đất. 
Ngày 31 tháng 8, lúc 6 giờ chiều, 22 thợ mỏ đi vào đường hầm. Đó là một ngày 
Chúa nhật, suốt ngày không có hoạt động nào. Họ gồm 11 thợ đào, 7 thợ xúc, 1 
thợ nề, 1 thợ đường, 1 trưởng và 1 phó toán. Vào lúc 4 giờ sáng, một tiếng nổ rất 
mạnh xảy ra. Tất cả ánh sáng đều tắt ngúm. Lúc đó hai anh em Félicien và Amable 
Miellin đang trên lồng thang máy đi lên, bị rung xóc dữ dội. Vội vàng đi xuống, với 
đèn riêng của mình, họ cứu được 4 người sống sót và đưa nhanh những người này 
lên mặt đất, 2 trong số ấy chỉ bị thương nhẹ. 


Một cai thợ tên là Juif, không phải ca làm việc, đang ngủ ở gần lối ra của mỏ, bị 
đánh thức bởi tiếng nổ. Juif chạy vội vào đường hầm, cùng với hai anh em Miellin 
tìm cách mở đường để xuống khu vực có tai nạn. Khi chui qua một lối hẹp, họ 
đụng phải một đống quần áo đang cháy. Juif dập tắt ngay lửa, nếu không có thể 


5 Người viết muốn nói tới Dự đoán Poincaré nổi tiếng được G. Perelman giải (tìm doc Từ Poincaré đến Perelman ). 


sẽ có thêm vụ nổ khác. Khi ấy họ nghe tiếng rên la của một thợ mỏ bị thương 
nặng, đó là Eugène Jeanroy, một thợ mỏ mới 16 tuổi. Người này được chuyển 
ngay ra ngoài để đưa thẳng tới nhà thương, nhưng không kịp. Anh ta chết dọc 
đường. 


Trong vòng nửa giờ sau tiếng nổ, hai kỹ su và một cai thợ cùng một số thợ mỏ 
khác cũng có mặt tại hiện trường. Công việc đầu tiên của họ là sửa ngay hệ thống 
thông gió để toán cấp cứu có thể tiến sâu vào bên trong hầm. Nhìn thi thể của các 
nạn nhân đầu tiên ngươi ta khó có thể hình dung còn nạn nhân sống sót. Từng 
nạn nhân được đưa dần ra ngoài sáng. Nạn nhân cuối cùng phải đến 2 ngày sau 
mới đưa ra ngoài được. Cai thợ Juif có mặt khắp nơi. Sự năng nổ quên mình của 
ông khiến các kỹ sư phải giữ ông lại bên ngoài. Người cai thợ già 60 tuổi này đã ở 
trong hầm 18 giờ đồng hồ liền cùng với các toán cấp cứu. 

Kỹ sư Poincaré có mặt tại mỏ Magny sáng sớm ngày hôm ấy và xuống ngay đường 
hầm để điều tra. Trong khi các toán cấp cứu vẫn còn làm việc một cách hết mình 
thì nguy hiểm một vụ nổ thứ hai vẫn còn rình rập ở đây. Poincaré quan sát hiện 
trường, thỉnh thoảng ngồi xuống ghi chép. 


Ông phân tích các khía cạnh và sự họat động của mỏ. Một trong những mối nguy 
là sự thông gió không đủ. Một mối nguy khác là cây đèn của thợ mỏ, chúng có thể 
là mồi lửa bởi vì khí ga cháy được luôn luôn hiện diện trong hầm. Vấn đề này rất 
nguy hiểm cho nên nhiều biện pháp đặc biệt đã được đưa ra trong việc quản lý để 
giữ cho an toàn. Thợ mỏ nào không tuân theo các qui định nghiêm ngặt về việc 
bảo quản cây đèn mỏ của mình sẽ bị phạt. 


Báo cáo của bác sĩ giải phẫu tử thi cho thấy rằng tất cả 16 nạn nhân đều chết vì bị 

cháy. Điều này cho phép xác định được vị trí vụ nổ. Ngoài ra cũng qua báo cáo 
của bác sĩ, Poincaré thấy rằng bàn chân của các nạn nhân không có dấu vết gì. Từ 
đó ông kết luận là khi tai nạn xảy ra, những người này đều đứng và chết tức thì, 
không qua giai đoạn hấp hối. Để tìm ra vị trí vụ nổ, ông chú ý tới các cây đèn của 
thợ mỏ tìm thấy bên trong hầm. Những cây đèn này được đánh số và ghi tên 
người xách nó một cách cẩn thận. Poincaré đặc biệt chú ý tới cây đèn số 476. Nó 
được treo cao hơn mặt đất 15 cm gần xác cháy của người thợ mỏ 17 tuổi tên là 
Émile Perroz. Phần kính (thủy tinh) của đèn không còn nữa, phần kim loại có hai 
chỗ bị xé rách. Chỗ thứ nhất to và rộng, hình như gây ra do áp suất từ bên trong. 
Còn chỗ rách kia gây nghi ngờ cho Poincaré: Kim loại bi cong vào trong và chỗ rách 
có dạng hình vuông nhỏ, nguyên do có thể là một va chạm mạnh từ ngoài. Đây là 
bằng chứng rõ ràng của tai họa khi cây đèn này bị một cây cuốc chim (của thợ mỏ) 
chạm mạnh vào. 


Cây đèn hư hai là nguồn lửa cho khí ga, nhưng khí ga nổ này - carbonad hydro - 
từ đâu ra? Sau khi quan sát, kiểm tra hệ thống thông gió và tính toán tổng số 


không khí đã đưa vào hầm trong một giây, Poincaré kết luận vấn đề thông thoáng 
trong mỏ là không có gì đáng phàn nàn. Khí ga thấm vào trong hầm mỏ sẽ bị loại 
đi bởi hệ thống thông gió. Thêm vào đó, vài giờ trước khi tai nạn xảy ra, một trong 
những người thợ sống sót đã có mặt tại chỗ mà Poincaré nghi ngờ vụ nổ xảy ra, 
nhưng ông không ghi nhận một dấu hiệu có khí ga. Trong báo cáo, Poincaré đặt 
ra các giả thuyết khác nhau rồi lý luận và phủ định. Như vậy sự thâm nhập và tích 
lũy khí ga không gây ra hậu quả bất hạnh ấy. Nếu có khí ga tụ lại mặc dù có thông 
gió, thì nó sẽ tụ lại phía trên trần của hành lang. Một thời gian trước khi khi ga tới 
chỗ cây đèn — để cách mặt đất 15 cm — để nổ thì Perroz đã phải ngộp thở rồi. Đằng 
này không phải vậy. Báo cáo của bác sĩ cho thấy người thợ mỏ bị chết cháy. Vậy 
thì lý do của sự nổ là sự xâm nhập nhanh và bất ngờ khí ga ở phần dưới của bức 
tường hầm. Điều này giải thích tại sao vụ nổ tương đối ít làm hư hại vật chất khu 
vực mỏ. 


Còn một vấn đề tồn đọng nữa. Cây đèn số 476 được phân phối cho thợ mỏ 
Auguste Pautot, không phải cho Perroz. Nhưng nó lại thấy nằm cạnh xác của 
Perroz. Hơn nữa, công việc của người thợ này là đưa than lên xe, như thế không 
thể có cuốc chim. Sau hết, cây đèn số 16 phân phối cho Perroz được tìm thấy vô 
hại (còn nguyên vẹn) ở đâu đó trong mỏ. 


Bây giờ thì Poincaré có đủ chỉ dẫn để tái lập từng bước một những gì đã xảy ra 
đưa tới tai nạn kinh hoàng. Người thợ mỏ 33 tuổi Auguste Pautot treo cái đèn của 
mình trên một thanh gỗ trong đường hầm. Trong khi đào, ông sơ ý va chiếc cuốc 
chim vào cây đèn. Ông không để ý sự hư hại vì vết nứt ở dưới đáy cây đèn gần 
như không trông thấy được. Khi ấy việc này chưa gây hậu quả vì không có khí ga 
ở chỗ Pautot làm việc. Nhưng vì một lí do nào đó, Pautot đến chỗ Perroz đang 
làm. Pautot treo cây đèn của mình cạnh cây đèn của Perroz, sau một lúc Pautot 
về lại chỗ làm của mình, cầm lộn cây đèn của Perroz di, để lại cây đèn bị hư của 
mình. Khi ấy chưa có khí ga xì ra, nhưng một lúc sau bổng có khí ga thoát ra từ 
dưới vách tường hầm đúng chỗ treo cây đèn của Pautot. Và tiếng nổ đã xảy ra. 


Tóm lại, theo báo cáo của Poincaré, do sự vụng về và sơ ý của Pautot mà tai nạn 
thảm khốc đã xảy ra. Trước đây Pautot không phải là một người thợ kém, chưa 
bao giờ bị phàn nàn điều gì. Bất hạnh thay, sơ ý bất cẩn cũng có thể xảy ra cho 
bất cứ ai, kể cả người thợ mỏ tốt nhất. Tai nạn đã giết chết 16 người, trong đó có 
2 thợ cả. 


Mặc dù có một ngôn ngữ vô tư của một kỹ sư giám sát, nhưng tình thương và lòng 
trắc ẩn thể hiện rõ ràng trong báo cáo của Poincaré. Ông không viết những lời 
trách móc quá mức cho nạn nhân bất hạnh Aupuste Pautot mà sự vô ý đã gây ra 
tai nạn. Ông cũng không quên đề cập tới bi kịch của 9 người vợ góa, 35 đứa trẻ, 
và 2 người già, họ bị bỏ lại không có người lao động chính chăm sóc. Ông đề cao 
sự can đảm của cai thợ Juif đã không kể đến sự an nguy của tính mạng để cứu 
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những người thợ mỏ bị nạn. Trong phần kết luận của bản báo cáo, Poincaré nói 
đến sự cấp cứu, những số tiền trợ cấp theo qui định dành cho thân nhân những 
người đã chết, không thể nào tương xứng với tấn bi kịch cuộc đời mà họ sẽ gánh 
chịu. Có một điều ông không đề cập tới trong báo cáo là sự an nguy của chính bản 
thân ông trong khi đi thanh tra vụ việc. Mặc dù ông đi vào hầm mỏ 12 giờ sau vụ 
nổ, nhưng nguy cơ một vụ nổ nữa vẫn có thể xảy ra bất cứ lúc nào. Chính là vụ nổ 
thứ hai trong một tai nạn hầm mỏ tương tự đã cướp di sinh mạng của đồng nghiệp 
Bonnefoy của ông hai năm trước đây. Nhưng việc cần phải làm rõ nguyên do vụ 
nổ đòi hỏi một cuộc điều tra không thể chậm trễ. Ông đã thực hiện trách nhiệm 
của mình không chút do dự. 


Hai tháng sau, ngày 29 tháng 11, Poincaré trở lại mỏ Magny lần nữa. Ông muốn 
coi những cải thiện đã được thực hiện như thế nào từ ngày ấy đến nay. Hệ thống 
thông gió đã được làm tốt hơn, không còn sự rò rỉ khí ga nữa. 


Ngày 1 tháng 12 năm 1879, chỉ mới 8 tháng sau khi được bổ nhiệm vào ngạch kỹ 
sư hạng ba (khởi điểm), Poincaré không còn dịp viết báo cáo về hầm mỏ nữa. Do 
sự nổi tiếng về Toán học của ông đã quá lớn (sẽ nói ở phần sau) ông được bổ 
nhiệm làm giáo sư trường Đại hoc Caen. Nghề kỹ su mỏ của ông chấm dứt trước 
khi ông thực sự bắt đầu. Thực ra ông không hoàn toàn sung sướng, ý ông là muốn 
được tiếp tục hành nghề kỹ sư trong khi vẫn giảng dạy ở Đại học. Điều này không 
thể được, nhưng ông được đặc cách rời nhiệm sở chuyên môn (nghề mỏ) dài hạn 
theo lệnh của Bộ trưởng bộ Công chánh. Tuy nhiên ông vẫn còn ở trong Cục Hầm 
Mỏ Quốc gia và vẫn được thăng ngạch trật. Năm 1893, ông được thăng ngạch Kỹ 
sư trưởng với mọi quyền lợi đầy đủ, và năm 1910 ông được thăng ngạch Chánh 
thanh tra. 


2. Giải Oscar Il 

Ở trường Hầm Mỏ, trong khi học các môn học chuyên môn, Poincaré vẫn nghiên 
cứu Toán học chuyên sâu một mình. Cuối năm thứ nhất ở trường Hầm Mỏ, 
Poincaré đã hoàn tất một nghiên cứu về Phương trình đạo hàm riêng phần 
(Équations aux dérivées partielles) và cho đăng bài này trong tạp chí của trường 
Bách Khoa, tờ Journal de l'École Polytechnique. Một trong những độc gia là 
Charles Hermite, giáo sư Đại hoc Sorbonne và cũng là nhà Toán học nổi tiếng thế 
giới, rất ấn tượng với bài báo nhưng đồng thời cũng có nhiều điều không vừa ý. 


Một mặt, Hermite hài lòng vì chuyên đề đã được Poincaré đào rất sâu một cách 
đáng kinh ngạc. Mặt khác, Hermite phàn nàn vì tác giả bài nghiên cứu đã không 
chăm sóc đúng mức cách viết, nói rõ hơn là bài viết thiếu chi tiết, cách diễn đạt 
thiếu rõ ràng. Điều này ngay từ nhỏ, lúc ở trung học, các thầy giáo cũng đã nhận 
xét tương tự: ý nghĩ đến với ông quá nhanh, lời nói và chữ viết chưa theo kịp. Khi 
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Poincaré trình bày một chủ đề khác cho giáo sư Jean Darboux, người sau này trở 
thành thư ký thường trực Hàn Lâm Viện Khoa học và cũng là người sẽ đọc điếu 
văn khi Poincaré qua đời, giáo sư Darboux tán dương nội dung bài viết, nhưng 
cũng nghiêm khắc phê bình cách viết thiếu chặt chẽ của Poincaré. Ông sửa chữa 
lại những thiếu sót và dùng nó làm luận án Tiến sĩ trình tại trường Đại Học Paris. 
Sau khi tốt nghiệp trường Kỹ sư Hầm Mỏ, con đường nghiên cứu Khoa học hình 
như đã được vạch sẵn cho ông. 


Tháng 12 năm 1879, vài tuần sau khi chấm dứt cuộc điều tra tai nạn hầm mỏ ở 
Magny, Bộ trưởng Bộ Công chánh cho phép Poincaré rời khỏi nghề nghiệp kỹ sư 
và giao ông sang những định chế Đại học. Đã nổi tiếng trong giới Đại học từ trước, 
Poincaré liền được bổ nhiệm về Đại học Caen ở miền Tây Bắc nước Pháp. Hai năm 
sau, ông được giao ghế giáo sư Toán-Lý tại Đại học Sorbonne, đồng thời cũng được 
mời về làm giáo sư tại trường cũ của mình, trường Đại học Bách Khoa Paris. Cũng 
nam ấy, ông cưới cô Louise Poulain d’Andecy. Cả hai có với nhau 3 gái và 1 trai. 
Rồi tiếp theo là một thử thách khiến cho tên tuổi của ông lan rộng khắp Châu Âu. 


KKK 


Từ khi Johannes Kepler® tính toán quỹ đạo của các thiên thể cho đến khi Isaac 
Newton khám phá ra luật hấp dẫn vũ trụ, không ai quan tâm tới có thể có một lúc 
nào đó Quả đất, Hỏa tinh, hoặc Kim tỉnh chuyển động lệch khỏi quỹ đạo quanh 
Mặt trời và bổng nhiên theo những quỹ đạo khác. Cho tới ngày nay, chúng ta cứ 
yên tâm rằng Thái Dương hệ của chúng ta luôn luôn ở trong trạng thái bền vững, 
không hề lo ngại gì cả. Biết đâu? Rất có thể một ngày nào đó có một sao chổi đi 
qua, gây rối loạn các quỹ đạo và làm xáo trộn thứ tự cuả Thái Dương hệ. 


Theo tính toán của Kepler thì quỹ đạo của Hỏa tỉnh quanh Mặt trời là hình ellip. 
Thật sự ra, quỹ đạo của Hỏa tinh không phải chính xác là hình ellip. Những dữ liệu 
quan sát mà ông có, tuy rằng chính xác nhất thời ấy, nhưng chứa ít nhiều sai sót. 
Quỹ đạo ấy chỉ là gần-tuần-hoàn (quasi-periodic) chứ không tuần hoàn. Sở dĩ quỹ 
đạo bị biến dạng ít nhiều, không phải là một ellip hoàn hảo, là vì nó không những 
bị ảnh hưởng bởi hấp lực của Mặt trời mà còn bị ảnh hưởng bởi hấp lực của nhiều 
thiên thể khác trong Thái dương hệ. Biết vậy cho nên có rất nhiều nhà Thiên văn 
học, Toán học, Vật lý học, đã lao vào tính toán quỹ đạo của hệ thống có nhiều hơn 
hai vật thể tương tác lẫn nhau. Từ ngày bài toán 2-vật thể tương tác lẫn nhau đã 
được Newton giải xong, các nhà Khoa học nổ lực giải bài toán 3-vật thể, họ nghĩ 
rằng chắc là không khăn khó mấy, chỉ cần thêm một số phương trình thích hợp 


€ Johannes Kepler (1571-1630) Nhà Toán học, Thiên văn học người Đức, có thời gian (1600-1601) làm phụ tá cho 
nhà Thiên văn học người Đan mạch Tycho Brahe (1546-1601), người được coi là nhà Thiên văn hoàng gia của 
Prague, Tiệp khắc. 
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vào hệ thống phương trình đã có sẵn là có thể giải được. Nhưng họ đã lầm, bài 
toán không đơn giản vậy. Và như vậy bài toán 3-vật thể coi như chưa giải được. 





Vua Oscar II (1829 - 1907). 


Vua Oscar II là vua nước Thụy Điển và Na Uy’, trị vì từ năm 1872 cho đến khi chết, 
năm 1907. Nhà vua là người hổ trợ nhiệt tình cho việc nghiên cứu Khoa học. Khi 
ngài 55 tuổi, ngài nghĩ đến việc phải mừng tho 60 tuổi — vào 21 tháng 1 năm 1889 
— như thế nào cho có ý nghĩa nhất. Gösta Mittag-Leffler là nhà Toán học xuất sắc 
Thụy Điển, người đã từng từ chối ghế giáo sư tại Đại học danh tiếng Berlin để chỉ 
phục vụ cho quê hương, nay là Viện sĩ Hàn Lâm Viện Thụy Điển, có ý kiến với nhà 
vua về việc này. Thời còn trẻ, nhà vua đã có học qua nhiều lớp Toán ở Đại học, và 
học rất khá. Năm 1882 ngài lập nên tờ báo Toán học Acta Mathematica, giao cho 
Mittag-Leffler làm chủ biên. Tờ báo nhanh chóng thu hút được sự chú ý và sự 
cộng tác của nhiều nhà Toán học trên thế giới. Mittag-Leffler đề nghị nhà vua treo 
giải thưởng cho bài nghiên cứu nào hay nhất về đề tài bài toán n-vát thé (n > 3). 
Với đề nghị này Mittag-Leffler nhắm tới 3 mục tiêu: 


1. Giải thưởng mang tên Vua Oscar Il sẽ vinh danh nhà vua, nói lên lòng yêu mến 
Khoa học của nhà vua. 

2. Giải thưởng sẽ đưa nước Thụy điển vào bản đồ thế giới Toán học. 

3. Tiếng vang của giải thưởng khắp thế giới sẽ đưa tên tuổi của Mittag-Leffler lên 
cao hơn nữa trong thế giới Toán học. 


7 Thụy Điển và Na Uy trong thời gian 1814 — 1905 vẫn còn liên kết với nhau thành một nước, kiểu liên bang. Cho 
đến năm 1905, cả hai tách ra thành hai nước riêng biệt. 
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Gösta Mittag-Leffler (1846-1927), nhà Toán học Thụy Điển, người tổ chức giải 
thưởng Oscar II. 


Nhà vua rất thích ý kiến có một giải Toán mang tên nhà vua: Giải Toán Oscar II. 
Nhà vua giao nhiệm vụ cho Gösta Mittag-Leffler với chi tiết cụ thể: soạn thảo điều 
lệ, lập hội đồng giám khảo, công bố giải thưởng và chọn người thắng giải. 


Mittag-Leffler bắt đầu vào việc một cách phấn khởi. Ông đã thuyết phục được hai 
nhà Toán học lớn thuộc thế hệ bậc thầy tham gia hội đồng giám khảo cùng với 
ông. Đó là Charles Hermite, giáo sư cũ của ông ở Paris, và Karl Weierstrass giáo 
sư ở Berlin. 





Hai vị giám khảo: Karl Wierstrass (1815 — 1897), nhà Toán học Đức, 
va Charles Hermite (1822 — 1901), nhà Toán học Pháp. 
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Để thu hút đông đảo các tài năng Toán học, đề bài gồm hai phần: phần thứ nhất - 
cũng là phần chính - là bài toán n-vật thể (n > 3) và phần thứ hai là phần tự chọn. 


Bài toán n-vật thể được Weierstrass biên soạn lại rõ ràng như sau: 


Given a system of n bodies that attract each other according to the law of gravitation, 

and assuming that no two bodies ever collide, find the coordinates of the individual 
bodies for any time in the future or in the past, as the sum of a uniformly convergent 
series whose terms are made up of known functions. 


Cho n vật thể hút lẫn nhau theo luật hấp dẫn. Giả sử không có sự va chạm giữa hai 
vật thể bất ky nào. Hãy tính tọa độ của các vật thé theo thời gian (quá khứ hay tương 
lai), kết quả được trình bày dưới dạng tổng của một chuổi hội tụ đều gồm các phần tử 
la những ham số quen thuộc. 


Các câu hỏi và thể thức dự thi được phổ biến vào giữa năm 1885 trên các tạp chí 
Acta Mathematica, Nature và nhiều tạp chí khoa học khác. Bài dự thi không đề 
tên, chỉ để một câu gì đó làm dấu hiệu (epigraph) ngoài một phong bì chứa tên và 
dia chỉ được dán kín, gởi về tòa soạn báo Acta Mathematica hạn chót là ngày 1 
tháng 6 năm 1888 (thời gian 3 năm). 


Tới thời hạn chót — 3 năm sau - có 12 bài nhận được trong đó có 5 bài đề cập tới 
bài toán 3-vát thé, nhưng không có bài nào có câu trả lời trực tiếp câu hỏi đã ra 
cả. Trong 5 bài ấy có một bài dài có mang dấu hiệu là một câu chữ La Tinh 
Nunquam praescriptos transibunt sidera fines (Không có gì vượt xa giới hạn của 
các vì sao) chứa nội dung vô cùng sâu rộng với tiêu đề “Sur le problème des trois 
corps et les équations de la dynamique” (Về bài toán ba vật thể và những phương 
trình của Động Lực hoc). Sau khi xem xét, hội đồng giám khảo quyết định cho tác 
giả bài này thang giải. 


Đêm hôm trước ngày sinh nhật thứ 60 của vua Thụy Điển, tên người thắng giải 
được công bố tại lâu đài Stockholm. Trong sự hồi hộp của mọi người, chiếc phong 
bì ứng với câu chữ La Tinh chứa tên tác giả được mở ra trong không khí im lặng 
hoàn toàn của khách tham dự: “Vờ người thắng giải Oscar là Henri Poincaré cho 
kịch bản hay nhất là bài toán 3-vật thể.” Khác với giải Oscar Hollywood, không có 
những tiếng hoan hô náo loạn, không có nước mắt mừng vui, không có những lời 
“cám ơn mẹ”, mà chỉ có những tiếng vỗ tay lịch sự trong khi nhà vua làm thủ tục 
công bố giải. 


Bài viết dài 270 trang của Henri Poincaré được in trong báo Acta Mathematica số 
13 một thời gian sau đó. Trong báo cáo khoa học này tác giả có trình bày hiện 
tượng hỗn loạn (chaos) có thể xuất hiện trong bài toán giới hạn ở trường hợp 3 
vật thể khi mà một trong 3 vật thể có khối lượng rất nhỏ (có thể coi như không 
đáng kể) so với khối lượng của hai vật thể kia. Tác giả không chứng minh rằng hiện 
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tượng này có xuất hiện hay không xuất hiện mà chỉ nói là nó có thể xảy ra thôi. 
Nhưng tác giả làm sáng tỏ lời giải của mình trong trường hợp hiện tượng hỗn loạn 
xảy ra. 


Tuy không trực tiếp giải bài toán mà ban giám khảo đặt ra, nhưng qua bài viết của 
mình, Henri Poincaré đã đề ra được nhiều ý tưởng mới làm khởi điểm cho nhiều 
ngành của Toán học sau này, và như vậy ông rất xứng đáng nhận được giải. 


Ngày 23 tháng 3 năm 1889, Bá tước Loewenhupt, Đại sứ Thụy Điển tại Paris, đã 
trao huy chương vàng cho Henri Poincaré va phần thưởng 2500 crown?. 


Tin tức về giải thưởng làm tựa đề cho báo chí ở khắp Châu Âu. Giới khoa học Pháp 
rất hân hoan tự hào. Không phải chỉ có một mình Poincaré nhận được giải Oscar 
II mà danh dự tối cao — một huy chương vàng nữa - còn được trao cho một nhà 
Toán học Pháp khác, giáo sw Paul Appell của trường Đại hoc Sorbonne’. Đây là 
chiến thắng cuả người Pháp sau thất bại trong cuộc chiến tranh Pháp-Phổ. Để kết 
thúc bài diễn văn đọc trước Đại hội đồng các trường Đại hoc, Khoa trưởng Đại học 
Khoa học Paris nói về chiến công ấy như sau: “Đây là bằng chứng mới nhất nói lên 
sự quý trọng của các nhà Toán học nổi tiếng nhất thế giới đối với công trình của 
các nhà Toán học thuộc trường phái Pháp." Hai giáo sư Pháp Henri Poincaré và 
Paul Appell được trao tặng Bảo Quốc Huân chương. Nhà nước Pháp cũng trao 
tặng cho Mittag-Leffler danh dự ấy. 


Cho tới gần cuối thé ky 20 — tức là gần 100 năm sau - (cu thé là năm 1985), phần 
thông tin về giải thưởng Oscar Il như chúng tôi trinh bày ở trên là tất cả những gi 
mà thế giới — đặc biệt là cộng đồng Toán học — biết được. Người ta không hề nhắc 
tới rằng chính Henri Poincaré - qua bài dự thi - là người đặt nền móng cho Lý 
Thuyết hỗn loạn (Théorie du Chaos) mà cho mãi đến hơn 70 năm sau (thập niên 
1960) lý thuyết này mới được bắt đầu triển khai. 


KK k KK 


8 Để thấy giá trị số tiền thưởng 2500 crown không lớn lắm (nhưng danh giá giải thưởng thì rất lớn), ta hãy 
so sánh nó với lương của giáo sư Mittag-Leffler tại trường Đại Học Stockholm thời ấy là 7000 crown một 
năm. 


? Paul Appell (1855 — 1930) được trao giải thưởng với bài toán tự chon. Đề tài của ông là Le développement en 
séries trigonométriques des fonctions abéliennes (Khai triển các ham Abel bằng các chudi lượng giác). 





Chữ viết tay của Henri Poincaré (bản chính nộp cho ban giám khảo). 
Nguồn: http://www.mittag-leffler.se/library/prize-competition 
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SUR LE 
PROBLÈME DES TROIS CORPS 


ET LES 


ÉQUATIONS DE LA DYNAMIQUE 


H. POINCARE 


à PARIS 


MÉMOIRE COURONNÉ 
DU PRIX DE 8. M. LE ROI OSCAR II 
LE 271 JANVIER 1880. 


Bản in của bài thắng giải. Ó ba hàng cuối cùng là: Mémoire couronné du prix de 
S.M. Le Rois Oscar II le 21 Janvier 1889. (Báo cáo khoa hoc được giải thưởng của 
đức vua Oscar Il, ngày 21 tháng 1 năm 1889). 


KK K K KK 


18 


3. Một phát hiện bất ngờ 





" T C - 
Richard McGehee (sinh năm 1943), Giáo sư Đại học Minnesota, Mỹ. 


Viện nghiên cứu Toán học Thụy Điển mang tên Mittag-Leffler hiện nay vẫn là nơi 
mà nhà Toán học Mittag-Leffler đã làm việc hơn 100 năm về trước. Đó là một tòa 
lâu đài cổ kính nằm trong vùng Djursholn ở ngoại 6 Stockholm. 


Mùa hè năm 1985, Richard McGehee, giáo sư của trường Đại học Minnesota, có 
dịp đến làm việc ở viện nghiên cứu này. Giáo su McGehee là chuyên gia về bài 
toán n-vật thể được biết tới vì có một loại tọa độ mang tên ông: tọa độ McGehee. 
Ông đến viện nghiên cứu Mittag-Leffler để tìm thêm tài liệu về bài toán n-vật thể 
và cuộc đời và sự nghiệp của nhà Toán học và Thiên văn học Thụy Điển tên là Hugo 
von Zeipel (1873 — 1959), người đã từng nghiên cứu và đã có một số thành công 
về chuyển động các thiên thé. Giám đốc viện, nhà Toán hoc Lennart Carleson!?, 
cho phép Richard McGehee được tham khảo tất cả những tài liệu lưu trữ trong 
thư viện, bất cứ ở phòng nào, bất cứ tài liệu nào mà ông cần. Giám đốc còn dành 
riêng cho McGehee một phòng làm việc ngay trong thư viện. 


Và Richard McGehee đã phát hiện một chuyện lạ. 


Những tài liệu lưu trữ được sắp xếp một cách thứ tự, mỗi chủ đề được dành cho 
một ngăn tủ có nhãn ghi số dán bên ngoài để dễ tra cứu. Cách làm này theo mẫu 
của hầu hết các thư viện trên thế giới. Một hôm McGehee tìm thấy ở một góc thư 
viện một thùng gỗ không nhãn, không số, phủ đầy bụi, chứa một số khá nhiều tờ 
Acta Mathematica số 13. McGehee nhớ rất rõ số báo này xuất bản năm 1889 


10 Lennart Carleson (sinh năm 1928), nhà Toán học Thụy Điển, chuyên gia về Giải tích điều hòa, giải thưởng Abel 
năm 2006. Hiện vẫn còn sống. 
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dành riêng để in bài dự thi của Henri Poincaré đã được chấm thắng giải Oscar II. 
Tại sao lại chúng lại được đặt nằm ở đây, trong một góc khuất như thế này, hình 
như không có ai rờ tới bao giờ? Có cái gì đó bất thường. McGehee tò mò lấy một 
tờ đem về phòng làm việc của mình. Chi cần vài phút là McGehee biết tờ Acta 
Mathematica số 13 mình có trong tay không phải là tờ Acta Mathematica số 13 
mà mình đã từng nghiên cứu, minh đã từng quá quen thuộc. Đọc kỹ hon, 
McGehee thấy rằng bài báo cáo của Poincaré ngắn hơn và không chứa chỉ tiết về 
hiện tượng hỗn loạn, trái lại ông tìm thấy một số kết quả nói lên sự tuần hoàn của 
quỹ đạo, và do đó không thể có sự va chạm cũng như sự kiện có thể chạy thoát ra 
vô tận của các vật thể. Để cho chắc, McGehee trở ra thư viện, đến ngăn chứa 
chính thức các tờ Acta Mathematica, lấy ngay tờ số 13 đem về phòng làm việc của 
minh để so sánh. Cả hai đều là số báo Acta Mathematica số 13 nhưng khác nhau! 


McGehee tìm đến giám đốc Lennart Carleson, và bí mật của thùng gỗ bụi bam kia 
với những tờ báo Acta Mathematica số 13 dần dần được làm sáng tỏ. Lennart 
Carleson còn cho phép McGehee lấy một tờ Mathematica số 13 bí ẩn mang đi 
miễn là hứa không đưa cho người khác xem. Nhưng Lennart Carleson đâu có bắt 
McGehee hứa không được kể cho ai nghe câu chuyện này! 


4. Đầu đuôi câu chuyện 

Giải thưởng đã được trao rồi. Chỉ còn chuẩn bi cho việc in ấn và công bố, và mọi 
người sẽ trở về công việc của mình. 

Bài của Poincaré dài hơn 300 trang giấy viết tay với rất nhiều tính toán mới lạ rất 
khó đọc. Một trong những kết quả chính được ông chứng minh là tính ổn định 
của bài toán 3-vât thể, nghĩa là hệ thống tiến tới trạng thái cân bằng. Tuy không 
trực tiếp trả lời câu hỏi của bài toán được nêu ra, nhưng Poincaré đã đưa ra được 
nhiều kết quả dựa trên nhiều phương pháp mới để giải bài toán 3-vật thể. 


Trong khi chờ đợi in ấn thì Hugo Gyldén, một nhà Toán học và Thiên văn học Thụy 
Điển, bất bình gởi khiếu nại lên Viện Hàn Lâm Thụy Điển nói rằng hai năm trước 
ông đã công bố kết quả rất giống như kết quả của Poincaré trong bài thi vừa qua. 
Rồi một nhà Toán học khác ở Stockholm tên là Anders Lindstedt nối tiếp bằng 
khiếu nại tương tự. Poincaré rất hoan nghênh ý kiến của Hugo Gyldén nhưng ông 
chỉ ra rằng trong lý luận của Hugo Gyldén sự hội tụ của chuổi số chỉ là sự hội tụ 
gần đúng, không phải là sự hội tụ Toán học. 


Mittag-Leffler giao nhiệm vụ đọc lại, sửa bản thảo (biên tập) trước khi đưa in lên 
báo cho Lars Edvard Phragmén, một nhà Toán học trẻ tuổi, phụ tá của Mittag- 
Leffler. Phragmén tuy trẻ tuổi nhưng rất có khả năng, làm việc say mê và rất cẩn 
thận. Ông kiểm tra từng phương trình một, tính toán lại các kết quả. Tháng 7 năm 
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1889, tức là nửa năm sau khi giải thưởng đã được trao tặng, Phragmén phát hiện 
ra một vài chỗ chưa rõ ràng. Ông báo cáo lại cho Mittag-Leffler và đồng thời viết 
thư yêu cầu Poincaré giải thích. 





Lars Edvard Phragmén (1863 — 1937), nhà Toán học Thụy Điển. 


Quả banh bây giờ ở phần sân của Poincaré. Poincaré tuân theo yêu cầu của ban 
biên tập. Lâu nay trong giới Toán học được biết là ông không luôn luôn tuân thủ 
tính chặt chẽ trong các bài viết. Như chúng ta đã biết, ngay từ lúc còn nhỏ, ý nghĩ 
của ông thường đến rất nhanh, lời nói và câu chữ không diễn tả kịp. Trong Toán 
học cũng vậy, ông ít khi bỏ thời gian để viết day đủ chi tiết. Dé thỏa mãn yêu cầu 
của Phragmén, Poincaré viết thêm nhiều ghi chú giải thích những chỗ chưa rõ ở 
cuối bài dự thi. Ông liệt kê ra ghi chú A, ghi chú B, ghi chú C,.... Tất cả ghi chú giải 
thích đều kịp thời giao cho Phragmén biên tập rồi cho in. 


Nhưng trong khi bổ sung quá nhiều ghi chú như vậy, dần dần ông phát hiện có một 
cái gì đó không ổn. Rồi trong trong khi tiếp tục bổ sung và giải thích những điểm 
còn tối tăm thì ông hốt hoảng nhận ra rằng bài toán 3-vât thể mà ông đã giải bây 
giờ mắc một sai lầm khác, một sai lầm vô cùng nghiêm trọng. Không phải những 
quỹ đạo 3 vật thể tiến tới một sự cân bằng hay những quỹ đạo gần như tuần hoàn 
như ông đã thiết lập, mà bây giờ là những quỹ đạo hỗn loạn (chaotic orbits). 


Poincaré bắt đầu sửa chữa lại bài của mình. Sau vài tháng làm việc hết mình tại 
những chỗ sai, Poincaré không thấy có kết quả. Trái lại, ông nhận ra các chỗ sai 
lan rộng ra, không còn nghi ngờ gì nữa. Dau tháng 12 năm 1889, ông đi đến một 
quyết định khó khăn nhất trong đời mình. Ông gởi một điện tín yêu cầu Phragmén 
dừng in công trình, cùng trong ngày ông cũng viết một bức thư cho Mittag-Leffler 
thú nhận sự đau buồn rất lớn của ông: “Tôi không dấu diếm với ông rằng cái khám 
phá ấy gây cho tôi một sự đau khổ như thế nào.” 


21 


Nhưng đã muộn rồi. Vào ngày 4 tháng 12, tức là 3 ngày sau khi Poincaré gởi lá thư 
đi, Mittag-Leffler cho biết một số ấn bản (có lỗi) đã được gởi đi cho một số nhà 
Toán học và Thiên văn học trong phạm vi có chọn lựa. 





Quỹ đạo hỗn loạn. 


Hình lấy trong La meilleure et la pire des erreurs de Poincaré (của Cédric Villani{1). 
(Cái tốt và cái xấu trong những sai sót của Poincaré.) 


Mittag-Leffler hối tiếc một cách sâu xa toàn bộ sự việc, uy tín của Poincaré cũng 
như của ông có thể bị ảnh hưởng. Tai tiếng chung quanh giải thưởng sẽ làm cho 
ông có thêm kẻ thù và họ sẽ sung sướng khi sự việc này biến thành một vụ bê bối 
(scandal). Mittag-Leffler bắt đầu bận rộn trong việc kiểm soát những thiệt hại. 
Nếu việc đổ bể, không phải chỉ tiếng tăm của ông bị đe dọa mà tiếng tắm của 
Hermite và Weierstrass cũng bị sứt mẻ. Gyldén là một trong những người nhận 
bản sao của ấn bản đầu tiên, ông ta sẽ sung sướng loan truyền lỗi lầm ra khắp thế 
giới. Kronecker, đối thủ của Weierstrass ở Berlin, đang nằm chờ cơ hội này. Và 
nhà vua thì sao? Bị đem ra làm trò cười, chắc cơn giận của nhà vua sẽ kinh khủng. 
Tương lai của cả tờ báo Acta Mathematica thật sự đang bị đe dọa. 


Mittag-Leffler lập tức đánh điện tín cho Berlin và Paris dừng giao báo cho những 
độc giả ghi tên mua dài hạn. Rất may là chỉ mới một ít báo đã được gởi đi và 


11 Cédric Villani, một nhà Toán học trẻ tài năng, Huy chương Fields 2010 (cùng với Ngô Bảo Châu của Việt Nam), là 
giám đốc đương nhiệm viện Toán Henri Poincaré. Hình vẽ bằng computer lấy từ bài nói chuyện của Villani về sai 
sót của Poincaré tại lễ khai trương Journées de Metz. (L.Q.A) 
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Mittag-Leffler tìm cách kín đáo cho thu hồi với lý do có sai sót do lỗi in ấn trong số 
báo ấy. Ông viết thư cho Poincaré nói rằng ông hy vọng sẽ nhận được một bài có 
sửa chữa hoàn chỉnh kịp thời. Cuối thư ông có ý kiến: “Tôi nghĩ rằng toàn bộ câu 
chuyện này chỉ có hai chúng ta biết cho tới khi bài bdo mới thay thế bài báo cũ 
được công bó. Như vậy, Khoa học và anh không mát gì cá trong vụ việc này, sự 
việc được giải quyết trong danh dự, tôi tin như vậy.” 


Tất cả những số báo thu hồi được trong đợt đầu đều được Mittag-Leffler cho tiêu 
hủy, còn một số ít thu hồi đợt sau ông giữ lại, kín đáo cất trong nhà kho. 


Bây giờ chỉ còn tùy thuộc Poincaré. Công trình mới phải tốt hơn là bản chỉnh sửa 
công trình cũ. Không biết Poincaré có thành công hay không, nhưng Poincaré phải 
nghĩ ra những công cụ và phương pháp mới thì mới đáp ứng yêu cầu. 


Sau nhiều tháng làm việc, vào ngày 5 tháng 1 năm 1890 Poincaré đã hoàn tất việc 
tu sửa gần như toàn diện bài viết cũ. Thay vì đi tới kết luận là sự ổn định của hệ 
thống 3 vật thể, ông đã cho thấy có hiện tượng hỗn loạn xảy ra. 


Công trình mới thực sự là một phát minh có tính chất khai phá. Poincaré đã cho 
chúng ta những bước mở đường của Lý thuyết hỗn loạn (The chaos theory), lý 
thuyết này một thế kỷ sau mới trở thành phổ biến. Khả năng các vật thể tạo ra 
quỹ đạo hỗn loạn chính là điều mà người ta không nhìn thấy, đó là một sự tiên 
đoán. Chẳng hạn như cái mà ngày nay chúng ta gọi là hiệu ứng cánh bướm 
(butterfly effect) cho thấy một nguyên nhân rất nhỏ có thể gây ra một hậu quả to 
lớn: “Một con bướm vỗ cánh ở Texas có thể gây ra một trận bão ở Úc Đại Lợi.” 


Trong bài viết mới, Poincaré cũng phát hiện ra một định lý được gọi là Định lý truy 
hồi Poincaré. Định lý này xác nhận rằng hệ thống năng lượng bảo toàn của các vật 
thể, nếu để tự nhiên, sẽ trở về vị trí ban đầu (hay một vị trí nào đó rất gần)1?. Điều 
này có nghĩa là — đây là sự cứu rỗi cho loài người — dầu cho các hành tinh trong 
Thái Dương hệ cuả chúng ta có đi xa thật xa lẫn nhau, chúng cũng sẽ trở lại vị trí 
ban đầu sau một thời gian lâu thật lâu. Tháng 1 năm 1890, Poincaré gởi bản văn 
mới này cho Mittag-Leffter. Nó dài thêm 100 trang nữa so với bản văn gởi dự thi 
lần đầu. 

Trước khi cho in, Mittag-Leffter thúc dục nên viết một đôi lời gì đó, Poincaré chỉ 
viết thêm một ghi nhận có tính châm biếm vé sai sót. Trong phần mở đầu ông cam 
ơn Edvard Phragmén đã lưu ý ông về một điểm tế nhị giúp ông phát hiện và chỉnh 


12 Nguyên văn như sau: 
Pour presque toutes les « conditions initiales », un système dynamique conservatif dont 
l'espace des phases est de « volume » fini, va repasser au cours du temps aussi près que l'on 
veut de sa condition initiale, et ce de façon répétée.( Acta Mathematica, vol. 13, 1890, p. 1- 
270.)(L.Q.A) 
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sửa một sai lầm nghiêm trọng. Chỉ có vậy thôi. Khi đọc công trình mới này, không 
ai biết sự sai lầm nào đã xảy ra (và được giữ kín) khiến cho sự việc ở trên bờ vực 
của sự đổ vỡ. Như yêu cầu, Poincaré phải trả tiền để in lại lần thứ hai tờ Acta 
Mathematica số 1313. Ngày 1 tháng 6 năm 1890, Poincaré gởi cho Mittag-Leffter 
một ngân phiếu trị giá 3.585 crown, nhiều hơn số tiền Poincaré được thưởng là 
1.085 crown. Tuy nhiên Poincaré tỏ ra rất vui lòng và biết ơn. 


Bản viết tay lần thứ hai này nay được được lưu trữ tại viện Mittag-Leffler, phù 
hợp với ấn bản in lại của tờ Acta Mathematica số 13.14 


5. Những chuyện tiếp theo và kết thúc 


Nhìn một cách tổng thể, cách giải quyết vấn đề cuả Mittag-Leffler đã thành công. 
Khi tờ báo Acta Mathematica số 13 (mới) được phát hành vào tháng 4 năm 1890, 
không ai còn nhớ những dư luận râm rang về sai lầm của Poincaré trong bài báo 
dự thi cả. Chi có sự chinh phục của bài báo mới. 


Đối với Mittag-Leffler, đây là lúc ông được nghỉ ngơi một cách xứng đáng. 


Kế hoạch ban đầu cứ 4 năm trao giải Oscar II một lần đã thất bại. Sau giải Oscar II 
này không còn giải Oscar II nào nữa. Nhà Toán học trẻ Lars Phragmén, phụ tá của 
Mittag-Leffter, người làm cho quả bóng lăn, được bổ nhiệm làm giáo sư Đại học 
Stockholm với sự giúp đỡ của Mittag-Leffler và Poincaré. Sau này ông nghiên cứu 
về Toán Thống kê, rồi trở thành giám đốc hãng bảo hiểm Swedish Society of 
Actuaries suốt trong 10 năm. Còn Poincaré, trong những năm sau, đã nghĩ ra thêm 
nhiều chi tiết mới về sự bền vững của Thái Dương hệ. Bộ sách gồm 3 cuốn trên 
1.200 trang mang tên Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste (Những 
Phương Pháp Mới của Cơ học Thiên thé) lần lượt được xuất bản trong những năm 
1892, 1893, và 1899. Năm 1967 cơ quan NASA Mỹ đã có bản dịch tiếng Anh cho 
bộ sách này, và đúng 100 năm sau ngày xuất bản đầu tiên tại Paris, năm 1999, 
Viện Vật lý Mỹ (American Institute of Physics) cho tái bản bộ sách dịch của NASA. 


Trong sự kích động của giải thưởng và sự ồn ào náo nhiệt đi kèm, chớ quên Thái 
Dương hệ tội nghiệp của chúng ta. Có gì đáng lo ngại không? Cả hai bản văn của 
Poincaré vẫn còn để ngõ nghi vấn là có thể nào hệ thống n-vât thé nổ không? 
Poincaré đã khám phá ra tác dụng cánh bướm nổi tiếng, nó nói lên rằng một nhiễu 
động nhỏ (a small perturbation) của một hệ thống có thể gây nên một hậu quả 
lớn. Như thế ta có thể hiểu được rằng một sự nhiễu động nhỏ gây ra bởi một vật 


13 Bên ngoài bìa số báo này vẫn y nguyên như số báo in lần trước, nghĩa là Acta Mathematica số 13, năm 1889. 
14 Người ta không tìm thấy bản viết tay lần thứ nhất. 
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thể nhỏ như một phi thuyền, một sao chổi, có thể làm cho các hành tinh xa nhau 
thêm lên. Vấn đề sự ổn định vĩnh cữu của Thái Dương hệ vẫn còn bỏ ngõ. 


Dec sa SOUTELLES CES MÉTHODES Vat VELLES 


MÉCANIQLE CÉLESTE MÉCANIQUE CELESTE 


| fw d 
Wan Oe drones dede omae ee 








Andrei Kolmogorov (1903 — 1987), nhà Toán hoc vĩ dai Nga. 


Năm 1912, Karl Sundman, một nhà Toán học Phần Lan, tìm ra được một chuổi vô 
tận hội tụ diễn tả quỹ đạo của các vật thể của một hệ thống gồm nhiều vật thể. 
Năm 1954, Andrei Kolmogorov, nhà Toán học vĩ đại Nga, trình bày đầy đủ bài toán 
n-vật thể trước Đại Hội Thế Giới Toán Học ở Amsterdam. Vấn đề khó khăn là 
chuyện gì sẽ xảy ra cho những quỹ đạo tuần hoàn của các vật thể khi có một nhiễu 
động nhỏ quấy rối trong quá trình vật thể chuyển động. Câu trả lời của 
Kolmogorov là các quỹ đạo bị nhiễu động sẽ trở thành gần như tuần hoàn (quasi- 
periodic) nhưng hệ thống không nổ. Ngoài những lắc lu nho nhỏ, Thái Dương hệ 
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của chúng ta vẫn luôn luôn ổn định. Thôi, không phải lo gì cả, cứ ăn ngủ bình yên 
đi. 

Có thật vậy không? Không hoàn toàn như vậy. Tại viện Toán học Courant ở New 
York, có một nhà Toán học Đức tên là Jürgen Moser, được tòa soạn tờ 
Mathematical Reviews yêu cầu viết một bài về bài báo của Kolmogorov (mà ông 
đã đọc trước Đại Hội Thế Giới Toán Học năm 1954). Cũng như Phragmén 65 năm 
trước, Moser nghi ngờ khi “vấp” phải một đoạn - đối với ông - không rõ ràng của 
Kolmogorov. Moser nghiên cứu rất kỹ và thấy hình như ý chính của Kolmogorov 
chưa được chứng minh một cách đầy đủ. Ông tìm cách lấp đầy chỗ thiếu sót đó. 
Ông mất 6 năm dài làm việc trên vấn đề đó, cuối cùng đạt được ý muốn là san 
bằng được chỗ trống của Kolmogorov. Ông giải được bài toán nhỏ - loại này đã 
từng gây tai họa cho Poincaré — bằng cách chứng tỏ rằng các tử số của các số hạng 
trong chuổi số giảm nhanh hơn là các mẫu số và như vậy chuổi số hội tụ. Thật ra 
ngày nay ngươi ta vẫn còn tranh cải rằng đóng góp của Jürgen Moser có cần thiết 
không. Một số nhà Toán học cho rằng nên giữ yên chứng minh của Kolmogorov 
vì nó không thiếu sót. 

Như thế Thái Dương hệ của chúng ta đã được xác định một lần nữa là bền vững. 
Các thế hệ con, cháu, chắt của chúng ta suốt đời không phải lo gì nữa cả. Ít ra theo 
sự nhìn xa trông rộng này, các hành tinh sẽ không đi ra ngoài quỹ dao cua chúng 
trong tương lai. Để vinh danh ba nhà Toán học Kolmogorov, Arnold và Moser, lý 
thuyết mới liên quan đến vấn đề trên được đặt tên là lý thuyết KAM. Mặc dù các 
kết quả đã được kiểm nhận nhưng cảm giác lo âu vẫn còn đó: Thái Dương hệ của 
chúng ta gồm 8 hành tinh, không phải là 3, rất xa với những gi đã được tính toán. 
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Vấn đề của giải thưởng Oscar Il đã được giải quyết xong, Poincaré bước xuống 
“sân khấu” trở về với nghề dạy học và nghiên cứu của mình. Sản phẩm của ông 
thật là nhiều và đa dạng. Chỉ trong hơn ba thập niên mà ông đã công bố không 
dưới năm trăm (500) bài báo, hồi ký và sách. 


Nhưng công trình trong cuộc đời của ông không phải chỉ to lớn về con số mà cả về 
bề rộng lãnh vực mà nó dàn trải ra. Poincaré là một trong hai nhà Toán học sau 
cùng của nhân loại có kiến thức sâu rộng ở khắp các ngành Toán học (nhà thông 
thái sau cùng = the last universalist). Nhà Toán học kia là David Hilbert của 
Göttingen. Sau khi hai người khổng lồ này qua đời vào nửa bán thế kỷ 20, các bộ 
môn Toán học tách ra thành nhiều ngành, mỗi ngành lại tách ra thành nhiều 
nhánh, và mỗi nhà Toán học khó có thể có hy vọng am tường nhiều hơn một lãnh 
vực khác ngoài lãnh vực chuyên môn của mình. 
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Poincaré qua đời ngày 17 tháng 7 năm 1912. Dấu hiệu đầu tiên về sức khỏe của 
ông có vấn đề xảy ra vào ngày Đại Hội các nhà Toán học Thế giới ở Rome năm 
1908. Ngay trước khi ông lên diễn đàn nói chuyện về đề tài “Tương lai của Toán 
học” thì bỗng nhiên ông nổi lên chứng đau tuyến tiền liệt. Bài nói chuyện của ông 
được phát cho các đồng nghiệp, còn ông thì được đưa ngay vào bệnh viện địa 
phương. Bà Poincaré vội vàng tới Rome và đưa chồng về lại Paris. Poincaré dần 
dần bình phục và trở lại thời khóa biểu cũ. Mọi việc cứ thế tiếp tục bình thường 
trong 4 năm. Nhưng ngày 9 tháng 7 năm 1912, ông phải qua một cuộc giải phẫu. 
Ông có vẻ bình phục tốt, nhưng 8 ngày sau, bỗng nhiên ông lên cơn đau bất thình 
lình và qua đời. Khi ấy ông chỉ mới 58 tuổi. 





Tấm bảng lưu niệm gắn trước căn nhà số 63 đường Claude Bernard, Quận 5, Paris, nơi 
Poincaré sống từ năm 1887 cho đến khi qua đời. 
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Nhà Toán học thông thái cuối cùng của thế kỷ 20: 


David Hilbert 


(Có phụ bản 23 bài toán Hilbert) 
Lê Quang Ánh, Ph.D. 


David Hilbert là nhà Toán học lớn nhất của nhân loại 
trong nửa đầu thế kỷ 20. 


Hermann Weyl!. 


Hai nhà thông thái cuối cùng của lịch sử Toán học là Henri Poincaré và 
David Hilbert. Về nhà Toán học thứ nhất, chúng tôi đã có dịp trình bày 
cuộc đời và một phần sự nghiệp của ông trong một lần trước (Giái Oscar 
II). Trong bài viết này chúng tôi sẽ kể chuyện về nhà thông thái thứ hai, 
David Hilbert, cùng những ảnh hưởng to lớn của ông trên nhiều thế hệ 
các nhà Toán học về sau. Riêng trong lịch sử Toán học của Đức (và Phó), 
có thể nói tên ông được xếp ngang (hoặc trên) hai tên tuổi vĩ đại khác là 
Bernhard Riemann và Carl Friedrich Gauss. 





David Hilbert (1862 — 1943) (Archives of P. Roquette, Heidelberg). 


1 Hermann Weyl (1885 — 1955), nhà Toán học Mỹ gốc Đức, đã từng hoc và day tai Göttingen, di cư qua Mỹ và là 
một trong những người sáng lập nên Viện Nghiên Cứu Cao Cấp Princeton (IAS). Ông có nhiều đóng góp trong các 
lãnh vực Lý thuyết về mặt Riemann, trường thống nhất của lực hấp dẫn và điện, những bài toán về giá trị riêng của 
phương trinh vi phân,... 


1. Ngôi sao đang lên David Hilbert 


David Hilbert sinh ngày 23 tháng 1 năm 1862 tại Wehlau, gần thành phố 
Königsberg, thủ đô của Đông Phổ”. Cha của David là một luật gia làm việc tại tòa 
hành chánh thành phố này. Lên tám David mới tới trường, trễ hai tuổi so với 
những đứa trẻ khác. Ở trường, David học lịch sử Đức, lịch sử La Mã, những câu 
chuyện trong Kinh thánh, và các phép toán cộng, trừ, nhân, chia. 


Sau hai năm, David được chuyển lên trường hoàng gia Friedrichskolleg 
Gymnasium, trường nổi tiếng nhất ở Königsberg. Ở trường, người ta dạy tiếng La 
Tinh, tiếng Hy Lạp, Khoa học, Toán học, và nhiều kiến thức xã hội, chuẩn bị cho 
học sinh vào Đại học sau khi tốt nghiệp. David không hứng thú mấy với hai môn 
ngoại ngữ (cổ ngữ) La Tinh và Hy Lạp bởi vì học hai môn này phải nhớ nhiều quá 
mà như vậy sẽ không có chỗ cho suy nghĩ độc lập. David không vui vì thường thì 
điểm của cả hai môn này của David dưới trung bình. Chỉ có môn Toán là chàng 
thích nhất vì nó không đòi phải học thuộc lòng. David nói rằng “nó dễ học và không 
cần cố gắng mấy.” Trong khi “mẹ chàng giúp chàng làm bài luận văn đem về nhà, 
thì tại lớp học, David giúp thầy giáo giảng giải những bài toán khó.” (Constance 
Reid. Hilbert). Năm cuối trung hoc, năm 1879, David được chuyển sang một 
trường khác, trường Wilhelm Gymnasium, ở đây chàng thấy việc học thú vị hơn vì 
người ta chú trọng bộ môn Toán và khuyến khích tính sáng tạo cá nhân. Trong 
báo cáo thành tích cuối năm, các thầy giáo nhận xét là “David ham thích Toán học 
và tỏ ra có hiểu biết rất sâu sắc về bộ môn này.” (Constance Reid. Hilbert). Đây là 
dấu hiệu đầu tiên của một nhà Toán học tương lai. 


Mùa Thu năm 1880, David Hilbert vào Đại học Königsberg, trường Đại học khá tốt 
về các ngành Khoa học của Đức thời bấy giờ. Trong số các giáo sư Toán giảng dạy 
tại đây có Carl Jacobi (1804 - 1851), Friedrich Richelot (1808 - 1875), Franz 
Neumann (1798 - 1895) (người đã thành lập Viện vật lý lý thuyết đầu tiên của Đức). 


Đối với David Hilbert, điều tốt nhất trong thời gian theo học tại trường Đại học 
Königsberg là được gặp gỡ, kết thân và làm việc với hai nhà Toán học trẻ tài năng 
Hermann Minkowski (1864 - 1909) và Adolf Hurwitz (1859 - 1919). 


2 Thành phố Königsberg nối tiếng qua bời toán 7 chiếc cầu mà Euler đã giải trong thế kỷ trước. Ngoài ra thành phố 
còn hãnh diện vi có một người con nổi tiếng trong lãnh vực Triết hoc, đó là Immanuel Kant (1724 — 1804). Bây giờ 
Königsberg có tên là Kalinigrad thuộc Nga theo hiệp ước Potsdam 1945. 

3 Nhà Toán học Jacobi nghiên cứu về hàm elliptic và hàm Abel, lý thuyết số, Động lực học và Đại số học. Jacobi 
được xem là nhà Toán học xếp thứ hai sau Gauss của cả Châu Âu thời ấy. 

4 Richelot là người kế vị Jacobi và là người đã phát hiện ra nhà Toán học nổi tiếng Karl Weierstrass. 
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Hermann Minkowski và Adolf Hurwitz. 


Mùa Xuân năm 1882, có một chàng trai có vẻ rụt rè nhút nhát 17 tuổi tên là 
Hermann Minkowski chuyển về trường Đại học Königsberg sau khi học xong năm 
thứ nhất tại Đại học Berlin. Mặc dù còn ít tuổi, nhưng Minkowski đã có trong tay 
một giải thưởng về Toán tại Đại học Berlin và đã có một số thành quả trong nghiên 
cứu Lý thuyết số. Vừa mới về Königsberg, Minkowski lại được công bố thắng giải 
thưởng lớn của Hàn Lâm Viện Khoa học Paris năm 1883 (cùng chia giải thưởng với 
nhà Toán học người Anh Henry Smith), khi ấy Minkowski vừa mới 18 tuổi. Tin tức 
về Minkowski làm chấn động Königsberg. Tài năng Toán học của Hilbert cũng vừa 
ló dạng tại đây, lại xấp xỉ tuổi nhau (Hilbert lớn hơn Minkowski hai tuổi), cho nên 
hai chàng trai dễ dàng gần và thân nhau, mặc dù cha của Hilbert khuyên chàng 
“không nên quá gần người nổi tiếng.” 


Mùa Xuân năm 1884, một giảng viên 25 tuổi tên là Adolf Hurwitz mới được tuyển 
vào trường”. Vừa mới diện kiến, Hilbert nhìn thấy ở thầy giáo trẻ này sự khiêm 
tốn dễ mến và một sự thông minh không lẫn lộn được qua cặp mắt xanh xám long 
lanh của ông. Hai chàng sinh viên Hilbert và Minkowski mau chóng làm quen với 
Hurwitz, rồi cả ba trở nên thân thiết. Họ trao đổi, bàn luận gần như đủ khắp các 
ngõ ngách của Toán học. 


Cuối Đông năm 1885, Hilbert tốt nghiệp Tiến sĩ với luận án về Lý thuyết hàm bất 
biến. Mùa Hè trước đó, Minkowski cũng đã nhận văn bằng Tiến sĩ, nhưng chàng 
phải rời bỏ giới hàn lâm để gia nhập quân đội, trong khi Hilbert không bị gọi sau 
khi tốt nghiệp. Hurwitz gợi ý Hilbert nên về trường Đại học Leipzig làm việc dưới 
sự hướng dẫn của nhà Toán học nổi tiếng Felix Klein (1849 - 1925). Năm ấy Klein 


5 Trước Thế chiến thứ nhất, ở Đại học Đức, một Tiến sĩ phải làm một công trình nghiên cứu dé có thể lấy chứng chi 
“Habilitation”, sau đó mới được tuyển vào làm “Privatdozent”, tức là giảng viên tư không lương. Tuy nhiên giảng 
viên này được phép thu học phí của sinh viên trong lớp của mình. Một thời gian sau, khi được xác nhận khả năng, 
giảng viên này được chính thức tuyển dụng làm “Extraordinarius” (phó giáo sư), rồi sau cùng là “Ordinarius” (giáo 
sư). 


chỉ mới 36 tuổi và đã được phong giáo sư thực thụ từ năm 23 tuổi. Những thành 
tựu của ông trong lãnh vực Lý thuyết các hàm tự đẳng cấu (Theory of automorphic 
ƒunctions)® làm cho ông trở thành không có đối thủ, cho đến khi Henri Poincaré, 
một nhà Toán học vô cùng xuất sắc của Pháp, xuất hiện với những bài báo cùng 
chủ đề. Kể từ đó, vô hình trung có một cuộc tranh đua của hai nhà Toán học hàng 
đầu Châu Au trong cùng một lãnh vực, điều nay làm cho Klein chịu một áp lực tinh 
thần rất lớn, có thể vì thế mà sức khỏe ông bị suy giảm. 


Khi bình phục và trở lại công việc thì giáo sư Klein được biết trường mới nhận một 
Tiến sĩ mới từ Đại học Königsberg về làm nghiên cứu. Sau này Klein kể lại: “Chỉ 
nghe chàng trai trẻ này giảng bài cho sinh viên là tôi nhận ra ngay đây chính là con 
người ma Toán hoc đang mong doi.” (Constance Reid. Hilbert). 


Mua Xuân năm 1886, Hilbert qua Paris theo gợi ý của Klein để - lời của Klein - “nắm 
bắt những kết quả quan trong mà các nhà Toán học trẻ của Pháp đã đạt được rồi 
mau chóng tìm cách vượt qua ho.” (Constance Reid. Hilbert). Cuối năm ấy, Klein 
về Đại học Göttingen, ở đó từng ghi dấu Gauss, Dirichlet, Riemann,...những tên 
tuổi hàng đầu thế giới. Cuối năm 1886, Hilbert trở về lại Königsberg để hoàn tất 
chứng chỉ “Habilitation”. 


2. Nhà Toán học David Hilbert 


Paul Gordan (1837 — 1912), nhà Toán học Đức, từng được mệnh danh là “vua các 
bất biến”. Ông đã chứng minh được định lý về tính hữu hạn của các bộ sinh cho 
các dạng tuyến tính (the finiteness of generators for linear forms), nhưng ông 
không thể mở rộng bài toán của mình cho những hàm có hơn hai biến. Người ta 
goi đây là bài toán Gordan. 

Trở về lại Königsberg, Hibert bắt tay vào nghiên cứu bài toán nổi tiếng này, và 
Hilbert đã giải được bằng một con đường hoàn toàn mới, khác với phương pháp 
mà Gordan đã sử dụng. 


Tháng 12 năm 1888, Hilbert công bố đầy đủ lời giải bài toán Gordan. Phương pháp 
mà Hibert sử dụng hoàn toàn xa lạ, không theo con đường thông thường 
(unconventional) cho nên ngay sau đó có nhiều ý kiến cho rằng phương pháp “kỳ 
cục” (weird), phương pháp "thám hoa” (sinister), nhung những người nêu ý kiến 
này từ từ nhận ra rằng chứng minh của Hilbert không những đúng mà có tính cách 
mang (revolutionary). Arthur Cayley (1821 — 1895), nhà Toán học người Anh, cha 
đẻ của Lý thuyết bất biến, viết thư cho Hilbert trong đó có câu: “Tôi nghĩ rằng anh 
đã tìm ra lời giải cho bài todn lớn này.” Còn Gordan, tác giả bài toán, công nhận 


6 Đây là một ngành phối hợp Hình học, Lý thuyết số, Lý thuyết nhóm, Lý thuyết các bất biến, và Đại số học. 
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rằng “Lời giải của Herr’ Hilbert hoàn toàn đúng”, rồi ông nói thêm “Nó mang tính 
Thần học hơn là Toán học!” (Constance Reid. Hilbert). 


Trong hai năm kế tiếp, Hilbert tiếp tục làm việc trên Lý thuyết bất biến. Năm 1892, 
những đóng góp của ông có thể xem như kết thúc cho việc nghiên cứu lý thuyết 
này. Ông viết cho Minkowski - khi ấy đang giảng dạy tại Đại học Bonn - rằng: “Tôi 
tin rằng những vấn đề lớn của lý thuyết trường hàm sinh ra bởi những bất biến đã 
giải quyết xong. Từ nay tôi sẽ từ giá lãnh vực này.” Nhà Toán học trẻ tuổi của 
chúng ta vừa mới hoàn tất một chủ đề của Toán học mà đã có ngay một vị trí trong 
cộng đồng Toán học của Đức và của cả Châu Âu. Mục tiêu kế tiếp của ông sẽ là Lý 
thuyết số đại số (Algebraic number theory). 


Trong ba năm tiếp theo có một số thay đổi quan trọng trong cuộc đời của Hilbert. 
Năm 1892, Hilbert lập gia đình với cô Käthe Jerosch, con gái của một thương gia 
khá giả tại Königsberg, rồi họ có một đứa con trai. Nhưng bất hạnh cho vợ chồng 
Hilbert là đứa con duy nhất này bị bịnh thiểu năng trí tuệ ngay từ nhỏ. Adolf 
Hurwitz, người thầy và cũng là người bạn thân của Hilbert rời khỏi Đại học 
Königsberg để nhận chức giáo sư thực thụ tại Viện Kỹ Thuật Liên Bang Thụy Sĩ 
(ETH), bỏ trống ghế giáo sư thực thụ tại Đại học Königsberg. Hermann Minkowski 
cũng rời Königsberg để trở thành giáo sư thực thụ tại Đại học Bonn. Bỗng nhiên 
bộ ba thân thiết nay chỉ còn một mình Hilbert ở lại. 


Trong thời gian này, Hilbert bắt đầu nghiên cứu Lý thuyết số đại số. Gauss đã từng 
coi Số học (Lý thuyết số) như là nữ hoàng của Toán học. Hilbert có cái may mắn là 
nhìn thấy Lý thuyết số đã chuyển mình biến thành Lý thuyết số đại số như thế nào 
dưới những nỗ lực tuyệt vời của các nhà Toán học Dirichlet, Kummer, Dedekind, 
và Kronecker. Trước khi Hurwitz và Minkowski rời Königsberg, “bộ ba” đã từng 
bàn luận nhiều về bộ môn này rồi, nay chỉ một mình Hilbert còn lại. Ông phát triển 
thêm lên, ông đào sâu vào chứng minh tính duy nhất của sự thừa số hóa 
(factorization) các vành số nguyên thành các ideal nguyên tố trong trường các số. 


Năm 1893, Hội Toán học Đức (DMV = Deutsche Mathematiker-Vereinigung) giao 
cho Hilbert và Minkowski viết một báo cáo về Lý thuyết số, công việc phải hoàn 
tất trong hai năm. Hilbert rất sung sướng nhận công việc này vì đây là cơ hội để 
ông đặt lại nền tảng cho Lý thuyết số mà tới thời gian ấy vẫn còn một số vấn đề 
tồn đọng trong cách sử dụng ký hiệu cũng như trong một số chứng minh. Hơn thế 
nữa, Hilbert còn thấy củng cố Lý thuyết số sẽ là tiền đề để phát triển Lý thuyết số 
đại số một cách sâu rộng hơn. Do nhiệm vụ ấy, Hilbert đọc gần như hết tất cả 
những bài báo, tài liệu sách vở liên quan đến vấn đề Lý thuyết số kể từ thời Gauss 
trở về sau, mong tìm ra hướng đi cho việc mở rộng nghiên cứu của mình sau này. 


7 Chữ của Gordan dùng. Tiếng Đức có nghĩa là Ông nhưng thường dùng theo nghĩa trang trọng. 
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Thời gian ấy, nhà Toán học 31 tuổi của chúng ta được phong làm giáo sư thực thụ. 
Đại học Königsberg mặc dù có truyền thống nghiên cứu Khoa học rất tốt nhưng 
vẫn còn nằm ngoài các trung tâm nghiên cứu Khoa học thuộc dòng chính của Đức. 
Hilbert vẫn chờ cơ hội. 


Mùa Thu năm 1894, tiếng gọi từ Göttingen đã vọng về tới Hilbert. Giáo sư 
Heinrich Weber (1842 — 1913)® sẽ rời Gottingen để đến Strassburg?. Giáo su Felix 
Klein đề nghị cho Hilbert về thế chỗ này. Trong thư gởi cho Hilbert, Klein viết: 
“Anh chính là người tôi cần để bổ sung cho tôi vì hướng nghiên cứu của anh cũng 
như sức manh trong suy nghĩ Toán học của anh. Hơn na, tuổi của anh đang ở 
giữa những năm tháng thuận lợi nhất cho công việc. Tôi tin anh sẽ đem về thêm 
sức mạnh vốn có sẵn tại Gôttingen này. Toán học ở đây từ trước tới giờ vẫn phát 
triển, nhưng nó sẽ phát triển nhanh và rộng thêm nữa khi có anh về.” 


Giấc mơ của Hilbert nay đã thành sự thực. 


3. David Hilbert ở Göttingen 





Tòa nhà giảng đường Maximum (xây trong khoảng từ 1826 đến 1865). 


Nếu như Göttingen chỉ là một thành phố nhỏ, thì cuối thế kỷ 19 đầu thế kỷ 20 (nói 
cụ thể khoảng 1900), nó trở thành một trong một số ít trung tâm Toán học của thế 
giới. Đứng đầu khoa Toán của Đại học Göttingen thời ấy là nhà Toán học nổi tiếng 
Felix Klein. 


8 Giáo sư Weber đã từng dạy Hilbert ở Königsberg, sau đó ông chuyển về Göttingen. Weber có nhiều đóng góp cho 
Lý thuyết số. 

? Strassburg (hay Strasbourg viết theo tiếng Pháp) là thành phố lớn nhất miền Đông nước Pháp ở sát biên giới 
Pháp-Đức. Trước đây vùng này thuộc Pháp, cho tới năm 1871 rơi vào tay Phổ sau khi Pháp thua chiến tranh Pháp- 
Phổ. Năm 1918, sau khi Đức thua Thế chiến thứ nhất, Strasbourg lại được trả về cho Pháp. 
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Trường Đại học Göttingen đón chào David Hilbert vào mùa Xuân năm 1895. Trái 
với thái độ nghiêm trang có phần xa cách của giáo sư Klein, thái độ của Hilbert đối 
với sinh viên thân thiện và gần gũi hơn. Rồi thì sinh viên bị cuốn hút bởi những 
bài giảng đầy ý tưởng và phương pháp mới lạ một cách vô cùng ấn tượng của 
Hilbert. 





Ấn bản đầu tiên in năm 1897 của tác phẩm Die Theorie der algebraischen Zahlkörper. 


Ta còn nhớ năm 1893, Hội Toán học Đức (DMV) giao cho Hilbert và Minkowski viết 
một báo cáo về Lý thuyết số. Công việc của Minkowski có vẻ như bị chậm lại vì 
một lí do nào đó, trong khi Hilbert đã hoàn tất phần việc của mình vào giữa năm 
1896. Họ đồng ý cho công bố phần Hilbert đã viết xong vào năm 1897. Đó chính 
là cuốn sách danh tiếng Die Theorie der algebraischen Zahlkörper (Lý thuyết 
trường các số đại sổ). Hermann Weyl viết về tác phẩm này như sau: “Những gì 
Hilbert đã làm được nhiều hơn là mong đợi của Hội Toán học Đức. Thật vậy, đây 
là một hạt ngọc trong tài liệu sách vở toán học (mathematical literature). Thậm 
chí cho tới ngày nay, sau hơn nủa thế kỷ, việc nghiên cứu cuốn sách này vẫn cần 
thiết cho những ai muốn thấu hiểu lý thuyết về các số đại số.” (Hermann Weyl. 
David Hilbert and his mathematical work.) 


Suốt trong hai năm kế tiếp, Hilbert chỉ nói và viết về các trường số. Bài báo cuối 
cùng và cũng là bài báo quan trọng nhất của Hilbert về lãnh vực này công bố năm 
1899 nói về lý thuyết mở rộng Abel của các trường số, nền tảng của lớp trường 
(class fields). Nếu như trước đây Hilbert nói kết thúc việc nghiên cứu Lý thuyết 


bất biến (đóng vấn đề lại), thì nay với việc nghiên cứu Lý thuyết trường các số đại 
số, Hilbert đã mở tung cánh cửa này ra. Chỉ cần nhìn những gì một số các nhà 
Toán học của vài mươi năm sau làm thì thấy ngay: 


Teiji Takagi (1875 — 1960), nhà Toán học Nhật, học và giảng dạy tại Göttingen, với 
Định lý về sự tồn tai (Existence Theorem) cho những mở rộng Abel. 


Helmut Hasse (1898 — 1979), nhà Toán học Đức, hoc và giảng dạy tai Gottingen, 
với Phương cách “đại số đơn giản” tiếp cận lý thuyết lớp trường (The “simple 
algebra” theoretic approach to class field theory). 


Emil Artin (1898 - 1962), nhà Toán học Đức, hoc tai Göttingen, giảng dạy tai 
Hamburg và Princeton (Mỹ), với Luật nghịch đảo Artin (the Artin Reciprocity Law). 


Claude Chevalley (1909 — 1984), nhà Toán học Pháp, học trò của Artin tại 
Hamburg, một trong những người sáng lập nhóm Bourbaki, với Lý thuyết lớp 
trường mở rộng Abel vô hạn chiều (The class field theory for infinite abelian 
extensions). 





Emil Artin (1898-1962) Claude Chevalley (1909-1984). 


Thời gian từ 1898 đến 1902, Hilbert chuyển sang nghiên cứu nền tång của Hinh 
học. Ông bị thu hút bởi ý tưởng tiên đề hóa. Với cách tiếp cận tiên đề hóa, Hình 
học trở thành một hệ thống suy diễn giả định (hypothetico-deductive system). 
Không cần thiết phải biết điểm, đường thẳng và mặt phẳng là gì. Những gì cần là 
thiết lập một hệ thống tiên đề thỏa những điều kiện phi mâu thuẫn (consistency), 
độc lập (independence) và đầy đủ (completeness). Rồi từ đó người ta có thể lý 
luận thuần túy hình thức, dẫn ra được những định lý và chứng minh được chúng, 
chúng có thể áp dung cho tập hợp những cái ghế, những cái bàn, những hàm số,... 
Dùng hệ thống lý luận như thế, Hilbert cho thấy Hình học phi Euclid cũng chặt chẽ 
như Hình học Euclid và cũng chặt chẽ như Lý thuyết số vậy. 





Tác phẩm Grundlagen der Geometrie ấn bản đầu tiên in năm 1899. 


Năm 1899, Hilbert xuất bản cuốn Grundlagen der Geometrie (Nên tảng của Hinh 
học). Tác phẩm nhanh chóng nổi tiếng. Henri Poincaré bình luận: “Hilbert đã bước 
một bước dai trong lãnh vực luận lý Toán hoc.” Thật vậy, không những Hilbert 
đóng góp lý luận chặt chẽ qua phương pháp tiên đề vào lãnh vực Hình học, mà 
phương pháp tiên đề hóa này và tính chặt chẽ của nó có ảnh hưởng trên nhiều 
lãnh vực khác của Toán học sau này nữa: Đại số (Nhóm, Vành, Trường), Giỏi tích 
(Không gian Hilbert, Không gian Banach),... 
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Trong khi vẫn tiếp tục nhiên cứu Hình học, năm 1899 Hilbert công bố một kết quả 
có thể xem như “cứu” cái nguyên tắc nổi tiếng của Dirichlet (nguyên tắc này liên 
quan đến cách giải bài toán giá trị biên của phương trình Laplace), Riemann vẫn 
thường dùng trong các công trình của mình, nhưng sau đó Weierstrass đã chỉ ra 
rằng nguyên tắc Dirichlet không phải luôn luôn có giá trị. 


Cuối năm 1899, Hilbert mở lớp về phép tính biến phân (Calculus of variations). 
Nhà Toán học 37 tuổi của chúng ta lúc này thật chín chắn nhưng vẫn còn tràn đầy 
sinh động như thời ở Königsberg. Ông đã để lại nhiều ấn tượng và sự ngưỡng mộ 
của học viên. Max von Laue (1879 — 1960), một nhà Vật lý Đức, giải Nobel năm 
1914, học trò của Hilbert thời gian này, nói: “Trong trí tôi, con người này là một 
thiên tài vĩ đại nhất mà tôi từng biết.” (Constance Reid. Hilbert). 


4. Tương lai của Toán học 

Một trong những danh dự lớn nhất của một nhà Toán học trong suốt cuộc đời là 
được mời đọc bài diễn văn chính thức trong Đại Hội Các Nhà Toán Học Thế Giới 
(ICM) mỗi bốn năm họp một lần. Kỳ Đại Hội đầu tiên (1896) danh dự ấy dành cho 
Henri Poincaré. Đại hội lần thứ hai (1900), danh dự ấy thuộc về David Hilbert, đây 
là cách mà thế giới công nhận những thành tựu to lớn trong lãnh vực Toán học 
của David Hilbert. Bài diễn văn của Hibert nổi tiếng trong lịch sử Toán học như là 
một lời tiên tri và khắc họa những gì các nhà Toán học sẽ phải làm trong tương lai. 
Ngày nay, hơn một 100 năm đã đi qua, nhìn lại ta thấy quả thật rất nhiều vấn đề 
của Toán học đã diễn ra đúng như Hilbert đã vạch ra. Dưới đây chúng tôi trích 
dịch một đoạn trong bài diễn văn nổi tiếng ấy. 


“Lịch sử đã cho ta thấy sự phát triển của Khoa học là liên tục. Chúng ta biết rằng 
mỗi thời kỳ có những bài toán mà thời kỳ kế tiếp phải giải, hoặc là để chúng qua 
một bên, thay thế bằng những bài toán khác. Nếu chúng ta muốn hình dung sự 
phát triển của Toán hoc trong tương lai gần, chúng ta phải bỏ qua những bài toán 
còn tồn đọng trong trí và chú ý vào những bài toán mà Toán học hôm nay đặt ra 
cho tương lai phdi giỏi. 

Chúng ta đang bước vào thế kỷ 20, đúng là lúc chúng ta phải nhìn ra những bài 
toán nay. Thật vậy, sự phân chia thế kỷ không những cho phép chúng ta nhìn lại 
quó khứ mà còn đưa tư tưởng chúng ta vào tương lai. 

Vai trò to lớn của các bài toán đối với sự phát triển của Toán học và ánh hưởng 
của một số bài trên sự nghiên cứu của các nhà Toán học là không thể chối cãi được. 
Khi mà một ngành Toán học nào đó nẩy sinh ra nhiều vấn đề thì rõ rang là ngành 
Toán học đó dang phat triển phong phú. Ngược lai, ngành Toán học nào thiếu vấn 
đề mới thì, hoặc là nó phát triển chậm, hoặc là nó đang dừng lại (chết). Cũng như 
trong cuộc sống, con người cần phải có mục đích để theo đuổi, các nhà Toán học 
cũng cần phải có những bài toán để giải. Sức mạnh của nhà Toán học thể hiện qua 
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việc nghiên cứu tìm ra lời giải. Rồi sẽ phải có những phương pháp mới, những 
cách nhìn mới, và các nhà Toán học sé tìm ra những chân trời mới.” 


Hai mươi ba (23) bài toán được Hilbert nêu ra trong dịp này, nay ta gọi là hai mươi 
ba bài toán Hilbert. Những bài toán này có một vai trò quan trọng trong sự phát 
triển Toán học kể từ khi nó được Hilbert công bố. “Các nhà Toán học chúng tôi 
thường do lường sự tiến bộ của mình bằng cách xem xét những gì minh dà làm 
được đối chiếu với những vấn dé Hilbert đã đặt ra.” (Hermann Weyl. A half 
century of Mathematics.) Danh sách các nhà Toán học đóng góp công sức tìm cách 
giải các bài toán này hầu hết là những nhà Toán học hàng đầu, quá khứ cũng như 
hiện tại. 

Mỗi bài toán đều được phát biểu một cách đơn giản. Giả thuyết continuum (Bài 
toán 1), tính phi mâu thuẫn của Số học (Bài toán 2), vấn đề tiên đề hóa Vật lý (Bài 
toán 6), tính siêu việt của một số con số (Bài toán 7), giả thuyết Riemann (Bài toán 
8), luật nghịch đảo (Bài toán 12), mặt tối thiểu (Bài toán 20): tất cả những bài toán 
này và một số bài khác nữa là những khúc quanh có tính chất bản lề cho sự phát 
triển Toán hiện đại. Mọi người đều công nhận rằng phải có con người tầm cỡ như 
Hilbert mới có thể nhìn ra điều 4y!°. 


Đầu thế kỷ 20, Hilbert giảng dạy về phương trình tích phân và lý thuyết thế vị 
(potential theory). Bây giờ ông nổi tiếng đến nỗi sinh viên từ nhiều nơi trên thế 
giới, kể cả Mỹ, tìm về Göttingen nghe ông giảng. Tạp chí Bulletin of the American 
Mathematical Society (tạp chí của Hội Toán học Mỹ) vừa mới thành lập, thường 
xuyên đăng bài giảng mới nhất của Hilbert. Một số Hàn Lâm Viện có tiếng bầu ông 
vào làm thành viên. Có cả một số nhà Toán học đã (hoặc sẽ) thành danh cũng tìm 
về Gottingen để nghe ông, trong đó có Erhard Schmidt?!, Carathéodory1?, Takagi, 
Blumenthal13, Zermelo1, Max Born!°, và Hermann Weyl. 


Năm 1902, do sự vận động của Hilbert, Minkowski từ Zurich chuyển về Göttingen. 
Sau nhiều năm xa cách hai người bạn thân thiết lại gặp nhau, lại cùng nhau đàm 
đạo đủ mọi chuyện như ngày xưa. Theo gợi ý của Minkowski, Hilbert bắt đầu 


10 Chúng tôi sẽ có danh sách đầy đủ 23 bài toán Hilbert trong phần Phụ Lục ở cuối bài viết. 

1! Erhard Schmidt (1876 - 1956), nhà Toán học Đức, học ở Göttingen, giảng dạy ở Berlin, có nhiều đóng góp trong 
lãnh vực Giải tích, Topology, Lý tuyết số. 

12 Constatin Carathéodory (1873 - 1950), nhà Toán hoc Đức-Hy Lạp, hoc ở Göttingen, giảng dạy ở Berlin, Munich, 
có nhiều đóng góp trong lãnh vực Lý thuyết hàm. 

13 Otto Blumenthal (1876 - 1944), nhà Toán học Đức, học trò của Hilbert ở Göttingen, chuyên nghiên cứu về Lý 
thuyết số. 

14 Ernest Zermelo (1871 - 1953), nhà Toán học Đức, học ở Göttingen, đồng tác giả tiên đề Zermelo-Fraenkel của Lý 
thuyết tập hợp. 

15 Max Born (1882 - 1970), nhà Vật lý học Đức, học và giảng dạy ở Göttingen, giải Nobel 1954. 
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chuyển sang nghiên cứu Toán-Vật lý, bộ môn ông cũng rất thích thú và có nhiều 
khả năng, chỉ sau Lý thuyết số. Riêng Minkowski, từ ngày sang Zurich giảng dạy, 
ông đã chuyển hẳn sang bộ môn này, và chính Minkowski là người đã đưa thêm 
chiều thời gian vào không gian ba chiều thông thường của chúng ta thành không- 
thời-gian (space time) (bốn chiều), làm bệ phóng cho người học trò tên là Albert 
Einstein, vài năm sau bay vút lên trời cao bằng Lý thuyết tương đối (rộng) của 
mình. 

Cuộc hội ngộ không kéo dài được lâu. Tháng 1 năm 1909, giữa cuộc trò chuyện 
thường ngày giữa hai người, bỗng Minkowski lên cơn đau bụng dữ dội. Vài ngày 
sau ông qua đời: bệnh viện chẩn đoán ông bị biến chứng ruột dư. Trong bức thư 
gởi cho Hurwitz, Hilbert viết: “Giữa thời kỳ sung mãn nhất cho công việc, giữa đỉnh 
cao của sự nghiệp, giữa tuổi đời đẹp nhất để vui sống, thì Minkowski đã ra đi.” 
Ngày hôm sau khi lên lớp thông báo tin buồn cho sinh viên, Hilbert đã khóc. 


5. Vấn đề nền tảng của Toán học 

Trong thời gian Thế chiến thứ nhất, Hilbert tiếp tục nghiên cứu về Toán-Vật lý. 
Cũng trong khoảng thời gian này, Emmy Noether1® được tuyển làm giảng viên tư 
(Privatdozent) ở Đại học Göttingen. Bà trở thành người nữ giảng viên Đại học đầu 
tiên trong lịch sử Đại học Đức mặc dù lúc đầu sự tuyển dụng của bà bị khá nhiều 
người chống đối, nhất là phía hành chánh quản trị. Bà tượng trưng cho thế hệ các 
nhà Toán học mới tại Göttingen, ghi dấu ấn không chối cãi được cho nền Toán học 
tương lai trước mắt của thế kỷ 20. Trong số sinh viên đến học với bà có Bartel van 
der Waerden đến từ Hà Lan và Emil Artin đến từ Áo. Chính “bộ ba” này đã khắc 
họa rõ nét cho bộ môn Đại số sau này gọi là Đại số Hiện đại (Modern Algebra). 





`v— 


Emmy Noether (1882 — 1935), nữ giàng viên Đại hoc đầu tiên trong lịch sử Đức. 


16 Emmy Noether (1882 - 1935), nhà nữ Toán học Đức, học tại Göttingen, giảng dạy tại Göttingen và tại Bryn Mawr, 
Pennsylvania, Mỹ. Bà đóng góp vào sự hình thành và phát triển Đại số Hiện đại (Modern Algebra). 
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Sau Thế chiến thứ nhất, Hilbert chuyển sang nghiên cứu về nền tảng của Toán học 
(The foundations of Mathematics). Khoảng đầu năm 1900, Hilbert có chỉ ra rằng 
Hình học cũng chặt chẽ và phi mâu thuẫn (consistent) như Số học vậy. Nhưng Số 
học chặt chẽ và phi mâu thuẫn như thế nào? Câu hỏi này được Hilbert nêu ra trong 
Bài toán số 2 trong danh sách 23 bài toán của thế kỷ. Thế còn Lý thuyết tập hợp? 
Lý thuyết này được Georg Cantor" giới thiệu và phát triển ở cuối thế kỷ 19 và bi 
nhiều phê bình và chống đối, nhất là từ hai nhà Toán học hàng đầu thời ấy là 
Kronecker (Đức) và Poincaré (Pháp) chỉ trích kịch liệt nhất vì những tự mâu thuẫn 
(antinomies) trong chính lý thuyết ấy. Hilbert hoàn toàn đứng về phía Cantor (sẽ 
trình bày ở đoạn sau). 

Hilbert luôn là người lạc quan cởi mở trong quan điểm triết lý Toán học. Từ lâu 
ông vẫn chống lại tư tưởng của Kronecker. Kronecker cho rằng các số nguyên tạo 
nên nền tảng cho Số học, và vì thế chỉ những tiêu chí nào xây dựng trên một số 
hữu hạn các số nguyên thì mới có thể tồn tại. Tương tự như vậy, ông luôn tin 
tưởng rằng sự phi mâu thuẫn của Số học - và do đó của Toán hoc — mới có thể cho 
ta một chứng minh toán học chặt chẽ. Tại Đại Hội Quốc tế các nhà Toán học tổ 
chức tại Heidelberg (Đức) năm 1904, Kronecker phát biểu những ý kiến này và 
nhấn mạnh rằng Toán học cần phải có một nền tảng. 


ES 


God made the integers, man 
made the rest. 


~ Leopold Kronecker 





Châm ngôn của Kronecker: 

“Thượng đế làm ra các số nguyên, con người làm ra cdi còn lại.” 
Trái lại với Kronecker — người cổ xúy cho ý tưởng cần phải giới hạn Toán học và 
phương pháp toán học — Hilbert, cùng với Cantor, tin tưởng rang bản chat của 
Toán học là tự do, nếu không có tự do, sự phát triển một cách liên tục của Toán 
học bị đe dọa. Phát biểu ý tưởng trên trước Đại Hội 1904, Hilbert đã rất là can 
đảm. Nói chung, cảm tình dành cho Thuyết tập hợp của Cantor lúc bấy giờ không 
nhiều, một phần vì nó mới và lạ, lại chứa một số mâu thuẫn nội tại (antinomies), 
một phần khác vì sự “tấn công” dữ dội của hai nhà Toán học hàng đầu thế giới là 
Kronecker và Poincaré. 


1 Georg Cantor (1845 - 1918), nhà Toán học Đức, được biết tới nhiều nhất vì là người sáng lập nên Lý thuyết tập 
hợp. Do bị quá nhiều chống đối và do hoàn cảnh riêng, ông bị suy sụp tỉnh thần và qua đời trong bệnh viện tâm 
thần. 
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Trong khoảng những năm 1920”s, nghiên cứu về nền tảng Toán học có phần “rối 
loan". Russell!? va Whitehead’? xuất bản cuốn Principia Mathematica với ý dinh 
đặt Toán học trên nền Luận lý (Logic). Nổ lực này không thành công và nhận được 
nhiều ý kiến trái ngược. Brouwer” từ bỏ nghiên cứu Topology rất thành công để 
“nhảy vô” lãnh vực triết lý Toán học với rất nhiều nhiệt tình. Ông cổ vũ thuyết 
trực giác (intuitionism), thậm chí đòi bỏ nguyên lý cơ bản của luận lý: nguyên lý 
khử tam?! (the principle of excluded middle). Đối với Hilbert, nếu quan điểm của 
Brouwer được thực hiện thì phần lớn Toán học cổ điển phải viết lại và thuyết tập 
hợp vô hạn của Cantor phải bỏ di. Sự giới hạn này kinh khủng quá, không thể chấp 
nhận được. 





Georg Cantor (1845 - 1918), cha đẻ của Lý thuyết tập hợp vô hạn. 


Để giải vấn đề nền tảng của Toán học một cách thỏa đáng, Hilbert đề nghị hình 
thức hóa Toán học (to formalize mathematics) bằng cách đưa vào ký hiệu cho các 
khái niệm và mối quan hệ, và những tiên đề cho lý thuyết tổng quát toán học, rồi 
thì, nhờ vào những nguyên lý của luận lý, suy diễn ra những định lý với sự tham 
dự của các ký hiệu đã được đưa vào. Ý tưởng này làm cho ta nhớ lại cách mà 
Hilbert đã làm khi đặt nền tang cho Hình hoc. Nhưng chương trinh này của Hilbert 
quả là có nhiều tham vọng. Trước tiên Hilbert đề nghị phải chứng minh sự phi 
mâu thuẫn của Số học, của Lý thuyết tập hợp, và do đó của Toán học, rồi sau đó 
chứng minh tính đầy đủ (completeness) của chúng bằng cách hình thức hóa như 
trên. 


18 Bertrand Russell (1872 - 1970), nhà Triết học người Anh, giảng dạy tại Đại học Cambridge và Harvard, Nobel Văn 
học 1952. 

1 Alfred North Whitehead (1861 - 1947), thầy của Russell tai Cambridge, sau này ông qua day tại Dai hoc Harvard. 
20 Tân đầy đủ của nhà Toán học người Hà Lan này là Luitzen Egbertus Jan Brouwer, thường gọi tắt là L.E.J. Brouwer 
(1881 - 1966). Ông nghiên cứu và có một số thành quả trong lãnh vực Topology và triết lý Toán học. 

21 Nguyên lý khử tam nói rằng bất cứ một phát biểu nào đều hoặc đúng hoặc sai (độc lập với sự hiểu biết của con 
người). 


14 


15 


Người ta có thể nhìn thấy ở đây sự khác biệt rõ rệt của hai cách đi tìm nền tang 
của Toán học. Một bên là Poincaré và Kronecker: “Lý thuyết tập hợp là một trường 
hợp bệnh lý thú vị. Các thế hệ sau sẽ phải chữa căn bệnh nay.” (Henri Poincaré. 
Oeuvres, vol 5). Bên kia là Hilbert và những người ủng hộ ông: “Lý thuyết tập hợp 
của Cantor là một sản phẩm Toán học kỳ diệu, một trong những thành quả tuyệt 
vời của sự thông minh của con người. Không ai có thể đuổi chúng ta ra khỏi cái 
thiên đường trí tuệ mà Cantor đã xây dựng cho chúng ta.” (David Hilbert. On the 
Infinite. Mathematisch Annalen, vol 95. 1926). 






rt 
Kurt Godel (1906 — 1978), nhà Toán hoc, Luận lý hoc, người Áo, sau sang làm 
việc tại Mỹ (IAS), được coi như là một trong số rất ít nhà Luận lý học tầm cỡ nhất 
của lịch sử Toán học. Ông là tác giả các Định lý Bất toàn (Incompleteness 
Theorems) nổi tiếng trong những năm 1930. 


Suốt thời kỳ 1920 — 1930, Hilbert và các học trò của ông là Ackermann 22 và 
Bernays” cùng với nhà Toán học trẻ tuổi John von Neumann”, phát triển một lý 
thuyết được gọi là Lý thuyết chứng minh nhằm mục đích nghiên cứu phương pháp 
chứng minh tính phi mâu thuẫn của những hệ thống hình thức. Nhưng vào năm 
1931 nổi lên một sự kiện bất thường thú vị làm khựng lại công việc của nhóm này. 
Một nhà Toán học và Luận lý học người Áo còn rất trẻ - năm ấy mới 25 tuổi - tên 
là Kurt Gödel (1906 - 1978), chứng minh được rằng bất cứ phép tiên đề hóa nào 
của Số học cũng nhất thiết là bất toàn, và do đó tính phi mâu thuẫn của Số học 
không thể chứng minh được trong hệ thống tiên đề cho dù hệ thống tiên đề này 
phi mâu thuẫn. 


? Wilhelm Ackermann (1896 — 1962), nhà Toán học Đức, nghiên cứu về Luận lý toán. 

23 Paul Bernays (1888 - 1977), nhà Toán học Đức, gốc Thuy Sĩ, nghiên cứu về Luận lý toán. 

24 John von Neumann (1903 — 1957), nhà Toán học Mỹ, góc Hungaria, có nhiều đóng góp cho Toán lý thuyết, Toán 
áp dụng và Khoa học máy tính, một trong những người thành lập Viện IAS. 
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Mặc dù có bị trở ngại nhưng năm 1936, Gentzen?, một thành viên của nhóm 
Hilbert, bằng cách dùng phương pháp qui nạp siêu hạn (transfinite induction), 
chứng minh được tính phi mâu thuẫn của Lý thuyết số, và do đó Lý thuyết tập hợp, 
nhưng điều này vượt qua giới hạn cho phép của chương trình Hilbert. Dưới những 
nổ lực của Zermelo, Fraenkel?®, von Neumann, Gödel, và mới đây có Cohen", họ 
đã làm cho Lý thuyết tập hợp nở hoa và trở thành một lãnh vực không thể thiếu 
của Toán học. Về điểm này, Hilbert và trường phái của ông đã thắng Poincaré, 
Kronecker và những nhà Toán học bảo thủ một cách rõ rệt. 


6. Thời kỳ cuối đời 

Sức khỏe của Hilbert xấu dần giữa những năm 1920’s. Từ năm 1928 trở đi, hoạt 
động nghề nghiệp của Hilbert coi như chấm dứt. Trong bài diễn văn giã từ đánh 
dấu 35 năm hoạt động không mệt mỏi cho sự phát triển Toán học, Hilbert nhắc lại 
Lý thuyết các bất biến của thuở ban đầu. Cũng nhân dịp này, một con đường trong 
Đại học Göttingen được đặt tên Hilbert, và ông cũng được thành phố Göttingen 
tặng bằng công dân danh dự. 





Con đường mang tên David Hilbert trong ĐH Göttingen. 


Năm kỷ niệm sinh nhật 70 tuổi của Hilbert là năm khởi đầu sự bất hạnh cho nước 
Đức nói chung và cho Đại học Göttingen nói riêng. Tháng 1 năm 1933, Adolf Hitler 
lên nắm chính quyền. Lập tức có lệnh theo đó mọi giảng viên gốc Do Thái (hoặc 
có liên hệ gia đình với người Do Thái) ở tất cả các Đại học của Đức đều phải ngưng 
dạy và ra khỏi ngành. Trong vòng vài tháng sau đó, nhiều nhà Toán học và nhà 
Khoa học rời khỏi Gottingen, trong số đó có Richard Courant??, Edmund Landau”, 
Emmy Noether, Paul Bernays, Max Born, Hermann Weyl và nhiều người khác. Một 


?5 Gerhard Gentzen (1909 — 1945), nhà Toán học và Luận lý học Đức. 

26 Abraham Fraenkel (1891 - 1966), nhà Toán học Do Thái, cùng với Zermelo, củng cố Thuyết tập hợp. 

27 Paul Cohen (1934 - 2007), nhà Toán học Mỹ, giáo sư Đại học Stanford, California, Huy chương Fields 1966. 

?8 Richard Courant (1888 - 1972), nhà Toán học Mỹ gốc Đức, đã từng giảng dạy tại Göttingen, di cư qua Mỹ trong 
thời gian Thế chiến thứ hai, nghiên cứu về Toán ứng dụng và mặt tối thiểu. 

2 Edmund Landau (1877 - 1938), nhà Toán hoc Đức, giảng day tại Göttingen, chuyên về Lý thuyết số và Giải tích 
phức. 
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số thì tìm đường qua Mỹ, Thụy Sĩ, hoặc các nước phương Tây khác, còn một số 
còn lưu lại Đức nhưng không còn công việc gì nữa. 

Hilbert bắt đầu cuộc sống cô đơn. Trí nhớ của ông kém dần. Khi có khách tới 
thăm, ông lắng nghe một cách chăm chú, lịch sự, nhưng trả lời vô hồn, không dính 
dáng gì tới câu hỏi. 

Mùa Xuân năm 1943, Hilbert qua đời, thọ tuổi 81. 

Hermann Weyl, khi ấy ở Princeton, trong một bức thư gởi cho bà (góa) Minkowski, 
có đoạn viết: "Cái chết của Hilbert gợi lại trong trí tôi những ngày ở Göttingen. 
Thời gian ấy, tôi được may mắn lớn lên, được học tập và làm việc bên cạnh Hilbert 
và chồng bà khi họ đang ở đỉnh cao của sự sung mãn trí tuệ. Tôi tin rằng ít có 
trường hợp hai nhà Toán học tdi năng, có ảnh hưởng to lớn trên nhiều thế hệ sinh 
viên, lại có cơ hội làm việc chung với nhau như vậy. Đó là thời gian thật tuyệt vời.” 
(Constant Reid. Hilbert). 

Ánh sáng đã tỏa sáng từ Dai hoc Gôttingen suốt trong gần nửa thé kỷ, nay đã tắt, 
và Göttingen chìm trong bầu trời đen tối của Đức Quốc xã. 


Những gi Hilbert để lại cho thế giới Toán học thật là to lớn. Hilbert là người không 
có thành kiến về tuổi tác, về chủng tộc, về quốc tịch, và về giới tính. Đối với Hilbert, 
chỉ có hai loại người, loại làm việc và tạo ra thành quả, và loại không làm gì cả. 
Ông luôn luôn chấp nhận cái mới, không có thái độ “kẻ cả” coi thường những 
người chưa có tên tuổi, như một số người nổi tiếng sẵn sàng dè bỉu, phủ nhận 
những gì họ chưa hiểu hoặc không hiểu. Chung quanh ông qui tụ rất nhiều các 
sinh viên xuất sắc, các ngôi sao đang lên, họ luôn luôn được Hilbert gợi ý, chỉ dạy, 
hướng dẫn với tấm lòng rộng mở. Ảnh hưởng của ông tỏa rộng ra khắp mọi nơi. 
Có thể nói Viện Nghiên Cứu Cao Cấp Princeton (IAS) được thành lập năm 1931 và 
có được uy tín như ngày hôm nay chính là một bằng chứng của uy tín và ảnh hưởng 
của Hilbert đã vượt ra khỏi nước Đức. 


WIR MUSSEN WISSEN . 


= WIR WERDEN WISSEN 





Trên tấm bia mộ của David Hilbert người ta ghi câu nói nổi tiếng của ông, dich là: 
Chúng ta phải biết. Chúng ta sẽ biết. 
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PHU BÂN 
Hai mươi ba bài toán của Hilbert 


II n'y a pas de problèmes résolus; il n'y a que des problèmes plus ou moins résolus. 

Henri Poincaré. 
(Không có những bài toán được giải xong; chỉ có những bài toán được giỏi nhiều 
hay là ít mà thôi.) 


Ngày 8 tháng 8 năm 1900, trong Đại Hội Các Nhà Toán Học Thế Giới lần thứ hai 
họp tại Paris, David Hilbert có đưa ra 23 bài toán định hướng cho các nghiên cứu 
tương lai. Các bài toán này bao quát nhiều lãnh vực, nói lên tầm nhìn có tính cách 
chiến lược của một nhà Toán học vĩ đại. Tìm cách giải các bài toán này, các nhà 
Toán học đã thúc đẩy một cách đáng kể sự phát triển của Toán học trong suốt hơn 
100 năm sau. Hiện nay còn một số vấn đề vẫn chưa được giải quyết xong, chúng 
vẫn còn là động lực tiếp tục thúc đẩy các nhà Toán học thế hệ nối tiếp tìm tòi, 
khám phá. 

Chúng tôi sẽ trình bày có tính cách thông tin nội dung các bài toán này đến bạn 
đọc, những gì các nhà Toán học đã làm được, những gì chưa. Chúng tôi không có 
tham vọng bình luận sâu rộng vì có nhiều vấn đề các bài toán nêu ra ở ngoài phạm 
vi chuyên môn của chúng tôi. 


Bài toán 1: Giả thuyết continuum của Cantor: Mọi tập hợp con không đếm được 
của tập hợp các số thực có cùng lực lượng với tập hợp các số thực, nghĩa là: 


20 — N. 


Giả thuyết này đã được kiểm chứng chưa? 

Trong lý thuyết tập hợp cổ điển, câu trả lời là không quyết định được 
(undecidable). Gödel chứng minh là không thể bác bỏ (1940). Cohen chứng minh 
là không thể chứng minh được (1960). 


Bài toán 2: Có thể chứng minh tính phi mâu thuẫn của số học được không? Nói 
cách khác, hệ thống tiên đề xác định các số nguyên có phi mâu thuẫn không? 

Câu trả lời của Gödel (1931) là: người ta không thể chứng minh sự phi mâu thuẫn 
của số học bằng cách chỉ dùng những tiên đề của số học. 
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Bài toán 3: Có hai khối đa diện cùng thể tích. Người ta có thể phân chia khối đa 
diện này thành một số hữu hạn khối đa diện nhỏ để khi ráp lại ta được khối đa 
diện kia không? 

Câu trả lời là không. Người đầu tiên chứng minh được điều này vào năm 1902 là 
Max Dehn (1879 - 1852), môt học trò của Hilbert. 


Bài toán 4: Tìm tất cả những loại Hình học theo đó khoảng cách ngắn nhất giữa 
hai điểm là những đoạn thẳng. 
Câu hỏi này đã được giải bởi George Hamel (1877 — 1954). 


Bài toán 5: Người ta có thể lấy giả thiết có đạo hàm ra khỏi định nghĩa của nhóm 
Lie được không? 
Câu trả lời là khẳng định, theo định lý Gleason-Zippin-Montgomery (1952). 


Bài toán 6: Có thể tiên đề hóa (một cách toán học) Vật lý được không? 

Câu hỏi này trở nên lỗi thời vì sự phát triển quá nhanh của Vật lý làm cho hai ngành 
Toán và Vật lý trở nên xa cách (lý thuyết tương đối, cơ học lượng tử, động học 
chất khi,...). 


Bài toán 7: Về số đại số và số siêu việt: Nếu a là số đại số (khác 0 và khác 1) và b 
là số vô tỷ thì a? có phải là số siêu việt không? 

Bài toán chỉ được giải một phần bởi Gelfond và Schneider (1931). Nói rõ hơn, nếu 
thêm điều kiện b là số vô tỷ đại số thì câu trả lời là phải”. 


Bài toán 8: Dự đoán Riemann về những nghiệm của hàm Zêta có đúng không? 
Thật ra đây là mối quan tâm của Hilbert về sự phân phối các số nguyên tố. Có thể 
câu hỏi này là câu hỏi quan trọng nhất trong số 23 câu hỏi của Hilbert, cho đến 
nay vẫn chưa có lời giải. Nó được xếp vào một trong 7 bài toán thiên niên kỷ, và 
là động lực cho sự phát triển ngành Hình-đại số vào sau những năm sau Thế chiến 
thứ hai (A. Weil, O. Zariski, J.P.Serre, A. Grothendieck,...). 


Bài toán 9: Mở rộng luật nghịch đảo trong trường các số dai số. 
Bài toán được Emil Artin giải năm 1927 cho mở rộng Abel các số hữu tỷ, nhưng 
trường hợp không-Abel vẫn còn bỏ ngõ. 


Bài toán 10: Vấn đề khả năng có thể giải một phương trình Diophan. 


30 Hằng số Euler được định bởi: Y = lim (- Inn + Xia) = 0.5772156649... vẫn còn là một bí án, cho tới ngày 
n—00 


nay người ta không biết nó là đại số hay siêu việt. 
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Nói một cách cụ thể hơn là hãy đưa ra một thuật toán cho phép — sau một số hữu 
hạn bước - có thể xác định được là một phương trình Diophan đã cho có thể giải 
được hay không. 

Câu trả lời là không. Bài toán đã được Yuri Matiyasevich (sinh 1947), nhà Toán 
học Nga, chứng minh được vào năm 1970 (năm 23 tuổi). 


Bài toán 11: Có thể phân loại dạng toàn phương (quadratic forms) mà các hệ số 
lấy giá trị trong trường các số đại số không? 
Bài toán chỉ được giải một phần do Hasse (1929) và Siegel (1935). 


Bài toán 12: Mở rộng định lý Kronecker trên trường mở rộng Abel các số đại số 
cho bất cứ trường cơ bản nào. 

Bài toán chỉ được giải một phần do T. Tagaki và Hasse (1922). Vấn đề này dẫn tới 
sự phát triển lý thuyết lớp trường sau Thế chiến thứ hai. 


Bài toán 13: Không thể giải phương trình bậc bảy tổng quát bằng hàm liên tục với 
hai biến số. 

Bài toán đã được Kolmogorov và một học trò của ông, nhà Toán học Vladimir 
Arnold, chứng minh được vào năm 1954. 


Bài toán 14: Cho một trường K và một trường L nằm giữa K và K(x¿,...,xn), trường 
các phân số trên K với n biến số. Giao của L và vành đa thức K[x;,...,x»] có phải là 
một vành sinh ra bởi một số hữu hạn bộ sinh (generators) không? 

Câu trả lời là không khi Masayoshi Nagata (1927 — 2008), một nhà Toán học người 
Nhật, đưa ra được một phản thí dụ vào năm 1958. 


Bài toán 15: Thiết lập nền tảng một cách chặt chẽ Hình học liệt kê của Schubert?!. 
Bài toán này có thể coi như chỉ giải được một phần (Bell 1945, Weil 1950), mặc dù 
có tiến triển mới (Demazure, Fulton, Kleiman, R. McPherson). 


Bài toán 16: Nghiên cứu về Topology của các đường cong và các mặt đại số thực. 
Bài toán coi như chưa giải được, mới chỉ có một vài kết quả ít ỏi (Shimura 1995). 


Bài toán 17: Một hàm hữu tỷ dương trên R" có thể viết thành tổng của bình 
phương các hàm hữu tỷ khác không? 

Câu trả lời là có. Emil Artin giải được năm 1927. Hơn thế nữa, một giới hạn trên 
(upper limit) cũng được thiết lập cho số các bình phương cần thiết. 


31 Hermann Schubert (1848 — 1911), nhà Toán học người Đức. 
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Bài toán 18: Bài toán này gồm hai phần. 
a. Có tồn tại những khối đa diện bằng nhau lấp đầy không gian 3 chiều 
không? 
b. Để lấp càng dày càng tốt không gian 3 chiều bởi những quả cầu bằng nhau 
thì những quả cầu này sẽ được sắp xếp như thế nào? 
Câu trả lời cho a. là có. Câu hỏi được giải bởi Karl Reinhardt vào năm 1928. 
Câu b., với sự trợ giúp của máy tính, được Thomas Callister Hales giải được vào 
năm 1998. 


Bài toán 19: Trong giải tích biến phân, nghiệm của các phương trình chính qui có 
luôn luôn giải tích (analytic) không? 

Câu trả lời là có. Bài toán được giải một cách độc lập bằng những phương pháp 
khác nhau bởi Ennio de Giorgi và John Forbes Nash năm 1957. 


Bài toán 20: Nghiên cứu nghiệm tổng quát của bài toán giá trị biên (tổng quát hóa 
bài toán Dirichlet). 

Bài toán đã được giải một phần bởi S.N. Bernstein (1908), hiện nay người ta chú ý 
nhiều đến trường hợp không-tuyến-tính. 


Bài toán 21: Nghiên cứu sự tồn tại một phương trình vi phân tuyến tính thuộc lớp 
Fuchs thỏa một số điều kiện cho sẵn (điểm kì dị). 
Năm 1989, Bolibruch chứng minh được không tồn tại phương trình vi phân như 


Nn 


thể. 


Bài toán 22: Về sự đơn trị hóa những đường cong giải tích. 
Nói rõ hơn, tìm cách đơn trị hóa các hàm giải tích phức bằng những hàm tự đẳng 
cấu. Bài toán đã được Poincaré giải vào năm 1907. 


Bài toán 23: Bài toán này rất rộng, liên quan đến mở rộng phương pháp tính biến 
phân, và còn rộng hơn nữa là nghiên cứu tính chính qui (regularity) của các 
phương trình đạo hàm riêng. 

Bài toán này vẫn còn là đề tài cho nhiều nghiên cứu tích cực hiện nay. 
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AI ĐÃ PHÁT MINH RA PHÉP TÍNH VI-TÍCH PHÂN 
NEWTON hay LEIBNIZ ? 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


Cuộc tranh cái về chuyện ai trước ai sau trong sự phát minh ra phép tính 
vi-tích phân là cuộc tranh cái đáng hổ then nhất trong lich sử Toán học. 
Eric Temple Bell. 


Rất ít ngành Toán học nào chỉ do một người phát minh ra. Hình học Giải tích không 
phải do một mình Descartes phát minh, mà là kết quả của rất nhiều công trình 
Toán học trước đó của Apollonius, Oresme, Viète, và nhiều nữa. Descartes là 
người đầu tiên hệ thống những kết quả ấy lại và phát triển thêm lên. 


Cũng như vậy, từ lâu rồi, có lẽ từ cuối thế kỷ 17, nhiều người cho rằng Newton 
hoặc Leibniz hoặc cả hai là (những) người đầu tiên phát minh ra phép tính vi-tích 
phân (calculus) . Không phải vậy. Họ chỉ là những người kế thừa và phát triển 
thêm những gì đã có rải rác từ xa trước, đặc biệt là của Fermat và Barrow, như 
Descartes đã từng làm với Hình học giải tích vậy. 


Nhưng nếu cứ cho như vậy là phát minh, thì ai là người đi trước để có được phép 
tính vi-tích phân như ta có ngày hôm nay? 


Từ thế kỷ 18 trở về trước, những cuộc tranh luận hay tranh cãi giữa các nhà Khoa 
học là chuyện bình thường, nhưng sự tranh cãi giữa Newton và Leibniz về việc ai 
là người đầu tiên phát minh ra phép tính vi-tích phân thì lại không bình thường. 
Nó để lại dấu ấn sâu đậm cho người đương thời và nhiều thế hệ sau, vì tầm vóc 
của hai nhà Toán học, vì sự quan trọng của nội dung vấn đề, vì cường độ của sự 
tranh cãi, và vì thời gian của cuộc tranh cãi kéo quá dài. 


Qua bài viết này chúng tôi sẽ trình bày một số nét chính những gì đã có trước 
Newton và Leibniz có liên quan đến phép tính vi-tích phân, những gì Newton đã 
làm, những gì Leibniz đã làm liên quan đến phép tính vi-tích phân, tại sao có sự 
tranh cãi giữa Newton và Leibniz, và diễn tiến của cuộc tranh cãi như thế nào. 

Vì đây là bài viết có tính cách lịch sử nên chúng tôi chú ý nhiều đến diễn tiến sự 
kiện xảy ra và chúng tôi không đặt nặng nội dung Toán học của mỗi phương pháp. 


1. Những gì đã có trước Newton và Leibniz 


Như đã nói ở trên, lịch sử của phép tính vi-tích phân không phải bắt đầu từ những 
gi Newton và Leibniz đã làm. Nó là kết quả công trình của nhiều nhà Toán hoc 
thuộc nhiều thế hệ trước đó, thậm chí từ trước Tây Lịch (trước TL). Dưới đây là 
tóm lược sự phát triển phép tính vi-tích-phân từ trước thời kỳ Newton-Leibniz. 


e 1600 (trước TL) 

Qua các giấy bản cổ (Rhind Papyrus), người ta biết được rang người Ai-Cập cổ dai 
đã biết thể tích hình chóp đáy chữ nhật bằng một phần ba thể tích hình lăng trụ 
có cùng đáy và cùng chiều cao, nghĩa là thể tích hình chóp bằng một phần ba diện 
tích đáy nhân với chiều cao. Tuy nhiên người Ai-Cập cổ đại đã không giải thích 
công thức này. Người Babylon thời ấy, qua các bảng đất sét nung, đã có công thức 
tính được căn bậc hai của số hữu tỷ và viết giá trị thập phân của V2 đến bao nhiêu 
chữ số tùy ý, nhưng họ không biết rằng quá trình ấy là vô hạn. 





Tấm đất sét mang tên YBC7289 (Yale Babylonian Collection) có hình một 
hình vuông cạnh bằng 1 và độ dài đường chéo của nó (tức là V2 ). 


e 425-200 (trước TL) 

Eudoxus (khoảng 390 — 337 trước TL), nhà Toán học Hy-Lap, đã phát minh ra 
phương pháp “vét cạn” (method of exhaustion) để tìm diện tích hình phẳng và thể 
tích hình chóp. Archimedes (khoảng 287 — 212 trước TL) đã tim ra được cách tính 
diện tích một phần parabol (parabola segment). 


e 320 (sau TL} 

Nhà Toán học Hy-Lạp Pappus (khoảng 290 — 350) đã tính được thể tích hình khối 
tròn xoay khi cho một hình phẳng quay quanh một đường thẳng không cắt hình 
ấy, nhưng ông không đưa ra cách chứng minh. 


e 300-1300 
Trong khoảng thời gian một ngàn năm này, sự phát triển Khoa học nói chung và 
Toán học nói riêng ở Châu Âu hầu như dừng lại trong đêm dài trung cổ. 


e 1300-1400 

Nicole Oresme (1320 — 1382), nhà Triết học và Toán học Pháp, là người đầu tiên 
tìm cách vẽ đồ thị hàm số (biểu diễn lượng thay đổi, thí dụ như nhiệt độ, theo thời 
gian). 


e 1630 

Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647), nhà Toán học Ý, phát minh ra phương pháp 
chia nhỏ (method of indivisibles) để tính diện tích hình phẳng, tiền thân của 
phương pháp tính diện tích hình phẳng bằng tích phân sau này. 


e 1620-1660 
Pierre de Fermat (1607 — 1665), nhà Luật hoc va Toán học Pháp, năm 1630 cho 
công bố tác phẩm Methodus ad disquirendam maximam et minimam et de 
tangentibus linearum curvarum, đây được xem như là nền tang giúp cho René 
Descartes xây dựng nên ngành Hình học Giải tích. Ngoài ra cũng trong tác phẩm 
này, Fermat có đề ra phương pháp tính cực đại và cực tiểu cũng như vấn đề tiếp 
tuyến của đường cong. 

Isaac Barrow (1630-1677), thầy của Newton tai Dai hoc Cambridge, trong những 
năm 1650 -1660, qua những bài giảng Geometrical Lectures, đã tìm ra nhiều kết 
quả quan trọng trong việc phát triển phép tính vi-phân và các vấn đề tiếp tuyến 
với đường cong. Ông còn được ghi công đầu trong việc tìm ra công thức cơ bản 
của tích phân cho phép tính được diện tích hình dưới đường cong y = ƒ(x) (sau này 
thường được gọi là công thức Newton-Leibniz). 


Như vậy cho tới khoảng thời gian này — giữa thế kỷ 17 — mọi thứ đã gần như san 
sàng. Cần có một lý thuyết để hệ thống hóa các vấn đề ấy lại thành một mối và 
một phương pháp tính toán nào đó để giải chúng một cách thống nhất. Newton 
và Leibniz đã đáp ứng nhu cầu ấy, mỗi người theo cách riêng của mình. 
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2. Isaac Newton và những gì ông đã làm liên quan đến phép 
tính vi-tích phân 





Isaac Newton (1642 — 1727). 
e Newton vào Đại học Cambridge năm 1661, tại đây ông chịu ảnh hưởng của 
những bài giảng Geometrical Lectures của Isaac Barrow. 


e Nam 1669, ông viết De analysi per aequationes numero terminorum infinitas 
(Giải tích các phương trình với vô hạn các số hạng), nhưng mãi đến năm 1711 
(42 năm sau) ông mới cho xuất bản. Trong tác phẩm này ông có phát biểu ba 
qui tắc: 

m 

Quitäc1: Nếu y = ax» thì diện tích dưới đường cong y là — x tn, 

Qui tắc 2: Nếu y được cho dưới dang tổng của một số hữu han số hạng thi diện 

tích dưới đường cong y là tổng các diện tích ứng với các số hạng ấy. 

Qui tắc 3: Dé tính diện tích dưới đường cong f(x,y) = 0, cần phải biểu diễn y thành 


m 
tổng của một số hữu hạn số hạng dạng y = ax, rồi áp dung qui tắc 1 và 2 nói trên, 
qui tắc này dựa trên công thức nhị thức của Newton dưới đây: 


n(n—1) vis n(n-1)(n-2) 
2! 3! 


(1+x)"=1+nx+ x32 x", 


e Chuói số và phép tính lượng thay đổi (calculus of fluxions). 

Trong khoảng năm 1670 -1671, Newton viết tác phẩm Tractatus de methodis 
serierum et ƒluxionum (Về phương pháp chuỗi số và lượng thay đổi) nhưng mãi 
đến năm 1736 (chín năm sau khi Newton qua đời) tác phẩm mới được xuất bản 
dưới hình thức bản dịch sang tiếng Anh của John Colson (The method of fluxions 
and infinite series). 


Trong tác phẩm này Newton đề cập tới hai vấn đề: chuỗi sô vô tận và phép tính 
lượng thay đổi. 
Nhờ quan sát cách viết số thực dưới dạng thập phân vô hạn, thí dụ như: 
£77 = 34. 7692... hoặc 2 + 3V5 = 8.7082... 

mà Newton có thể biểu diễn những biểu thức đại số dưới dạng chuỗi vô hạn. 
Newton đã viết: 

2+5x+4x2 

1+2x 


=2+Xx+2x?— 4x3 + 8x4 — 16x? +... 


2 4 6 8 
V1 + x2 = 1+% - Ec ru 
2 8 16 128 
Ngoài ra, áp dung công thức nhi thức, Newton còn khai triển được các nhi thức 
với lũy thừa phân số, thí dụ như: 


1 2 2x2 2 
2 235 _ 1 x^ ,1(-1) x^ 1.(71)(-3) x^ 
(c + x} =c+=.C. + Je ) pem get ) +... 





l 
O 


2c 8c? 16c5 
(cho c = 1, ta có được khai triển của V1 + x). 


Trong Tractatus de methodis serierum et ƒluxionum, Newton viết: 

“Tôi không nghĩ rằng những vật thể toán học được tạo nên bởi những 
phần, dầu là rất nhỏ, mà là tạo nên bởi một sự chuyển động liên tục. 
Đường không phải do sự kết hợp bởi những phần của nó, mà là được tạo 
nên bởi một điểm chuyển động. Mặt thì do những đường chuyển động 
tạo thành.” 

Những gì chuyển động (theo thời gian) thì ông gọi là fluent, vận tốc của nó ông gọi 
là fluxion. Ký hiệu x được Newton dành cho vận tốc của x (fluent), còn ký hiệu xo 
biểu diễn cho sự gia tăng nhỏ của x. Cũng trong tác phẩm ấy, Newton thiết lập ra 
nhiều qui tắc tính toán trên ƒluent và ƒluxions. 


Năm 1680 (khoảng chừng), Newton hoàn thành chuyên đề Geometria curvilinea 
trong đó ông giới thiệu khái niệm giới hạn. Những lượng thay đổi mở rộng ra phía 
hình học. 

Để xác định các tiếp tuyến với đường cong, Newton dựa trên chuyển động. Xem 
một điểm có tọa độ (x,y) chạy trên đường cong. Tọa độ của điểm này sau một 
thay đổi rất nhỏ của thời gian sẽ là (x + Xo, y + yo). Nhờ khái niệm này và những 
phép tính về fluxions, Newton giải được bài toán tiếp tuyến. 





Ban dịch cuốn Tractatus de methodis serierum et fluxionum (The method of 
fluxions and infinite series) ấn bản đầu tiên in năm 1736. 


Năm 1687, Newton cho xuất bản tác phẩm Philosophiae Naturalis Principia 
Mathematica (Những nguyên lý Toán học của Triết hoc tự nhiên) — thường 
được gọi tắt là Principia. 





Trong tác phẩm này, Newton đề cập tới những định luật cơ bản của cơ học cổ 
điển, những định luật về sự hấp dẫn vũ trụ, và những định luật Kepler đã được 


mở rộng. 
Cuốn Principia được xem là một trong những cuốn sách quan trọng nhất trong 


lịch sử phát triển Khoa học của nhân loại. 


e Nam 1691-1692, Newton soạn xong De quadrature curvarum, nhưng mãi đến 
năm 1704 sách mới được công bố. Trong tác phẩm này ông đề cập tới phần 
Hình học đã nói tới trong Geometria curvilinea và trong Principia bằng ngôn 
ngữ và kỹ thuật của Hình học Giải tích. Ngoài ra vấn đề tính diện tích hình 
phẳng cũng được ông giải bằng phương pháp tính toán lượng thay đổi 


(method of fluxional calculus). 
KKK k k k 


3. Gottfried Leibniz và những gì ông đã làm liên quan đến 
phép tính vi-tích phân 





Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). 


e Vào Đại hoc Leipzig năm 1661 (15 tuổi), Leibniz học Triết học, Luật học. Nam 
1666 (20 tuổi) ông tốt nghiệp Tiến sĩ Triết học rồi năm sau lấy bằng Tiến sĩ Luật 
học. Sau đó ông đi vào ngành ngoại giao. 

e Nam 1672, nhân chuyến công tác tại Paris, ông có dịp làm quen với nhà Toán 
học và Vật lý hoc Hà Lan Christiaan Huygens (1629 — 1695)!. Huygens đã tạo 
hứng thú cho Leibniz đi vào ngành Toán học qua con đường tự học, tự nghiên 
cứu. Leibniz đọc Pascal, Descartes, Cavalieri, James Gregory? và nhiều tác giả 
đương thời khác. 


1 Huygens vừa là thành viên của Royal Society of London vừa là thành viên của Hàn Lâm Viện Khoa học Pháp. 

? James Gregory (1638 — 1675), nhà Toán học, nhà Thiên văn học người Scotland. Ong là tác giả cuốn sách 
Geometriae Pars Universalis (xuất bản năm 1668) trong đó có chứng minh định lý cơ bản của phép tính tích-phân 
(qua ngã Hình học). 


e Năm 1684, ông công bố bài báo Nova methodus pro maximis et minimis, 
itemque tangentibus, quae nec fractas necirrationales quantitates moratur, et 
singulare pro illis calculi genus (thường gọi tắt là Nova methodus pro maximis 
et minimis: Phương pháp mới tính cực đại cực tiểu) đăng trên tờ Acta 
Eruditorum?. Trong bài nay Leibniz giới thiệu ký hiệu vi phân dy rất quen thuộc 
với chúng ta ngày nay, cùng là những qui tắc về cách tính vi phân cho hàm số 
tích, tỷ số của các hàm số (chữ d thay cho chữ vi phân tiếng La Tinh là 
differentia). Tuy nhiên ông không đưa ra chứng minh cho các qui tắc đó. 


+ à 


. MENSIS OCTOBRIS jM DCLYXXIV. 46 


SU. ý pos pela 
A METHODUS PRO MAXIMIS ET Mi 
itemque tangentibus, qua nec fraétas, nec irrationales 

s moratur, & fingulare pro illis calculi = 
(00 o genas per G.G. L. P ES 
axis AX, & curva plures, ut V V, W W, Y Y, ZZ, quarum ordi TAP-XIT, 
ad axem normales, V X, W X, Y X, ZX, qux vocentur refp 
jy rs &ipG AX abfaffa ab axe, vocetur x, Tangentes fint 
B, W C, YD, ZE axi occurrentes sefbeftive in punđljs B, C, D, F, 

Jam recta aliqua proarbitdo aflumea vocetur ds, & reda qu fit ad 

dx,ury (vel, vel y, vel z)eftad V B (vel WC, vel YD, vel ZE) vo- 

cord v (vel d w, vel dy vel dz) five differentia ipfarum z (vel iph- 
fom w, aut y, autz) His poñtiscaleuli regulæ crunt rales 

-Sit a quantitas data conftans, eritdaxqualiso, & d ax erit qu 

adx:fifit y zqu» (fcuordinata quzviscurvz Y Y, xqualis cuivis or- 

dinatx lenti curve V V)erit dyxqu.d» , Jam Additio & Sube 
tritio: (fee y dew ex egos erit d z— hw px feu dp, xqu 
dr dy pdw pdx. Muliplicatio, dx v aqu. xd v pev d x, fcu pofito 
ÿzqu.xr, fied Rares dx. "nario enim Ht Rue 

utxr, vel compendio proca literam,uty,adhibere. Notandum & x 

& d x codem modo in hoc calculo tradaari, ot y & dy, velaliam literam 

ladeterminatam cum fua diffcrentisli Notandum ctiam non dari 

mpcr regreflom a differcntiali Æquatione, nifi cum quadam cautio- 


ne, de quo alibi. Porto Dirife, d vel (pofitozzqu.Z) dz zqu, 
Erdy Fyd» y Fh 4 


yy 
Quoad Signa hoc probe notandum, cum in calculo pro litera 
fabflituitur fimpliciter cjus ditfcrentialis, fervari typed figna, 
& pros z fcribi p dz, pro —2 ribi d z, ut cx additione & fübtra- 
đione paulo ante pofita apparct; fed quando ad exegefin valorum 
venitur feu cum confideratur ipfius z relatio ad x, tunc ap} „an 
valor ipfiusdz fit quantitas affirmativa,an nihilo ET ox 
ondas i ees tangens Z E ducitura puncto Z non ver- 
us A, fed in partes contrarias feu infra X,id eft tunc cum ipfe ordinatae 
Nang z decree 





Trang đầu của bài báo Nova methodus pro maximis et minimis. 


e Nám 1686, vẫn trên tò Acta Eriditorum, ông cho công bố bài báo có nhan đề là De 
geometria recondite et analysi indivisibilium, trong đó Leibniz giới thiệu khái niệm 
về tích-phân và ký hiệu ƒ (chữ S kéo dài, thay cho chữ tổng số tiếng La Tinh là 
summa). Liên hệ giữa hai phép toán vi phân và tích phân cũng được Leibniz nêu 
ra trong bài báo này. 


3 Acta Eriditorum (Tờ báo dành cho các nhà thông thái) được thành lập vào năm 1682, Leibniz là một trong những 
biên tập viên đầu tiên. 


Ngoài ra, cũng trong bài báo này, công thức cơ bản của phép tính tích phân lần 
đầu tiên được Leibniz diễn giải rõ ràng. 





Trang đầu của bài báo De geometria recondite et analysi indivisibilium. 


K KK K K K 


Cho tới cuối thế ký thứ 17, phép tính vi-tích phân được trình bày dưới hai dạng 
khác nhau, một của Newton và một của Leibniz, cả hai có mục đích gần giống như 
nhau. Mỗi dạng có một hệ thống thuật ngữ và ký hiệu riêng. Bảng tóm lược dưới 
đây sẽ cho chúng ta thấy những nét chính của hai phiên bản của phép tính vi-tích 
phân nói trên”. 


4 Ngày nay công chức được diễn tả như sau: TH f(x)dx = F(b) — F(a), trong đó f(x) là hàm số liên tục trên khoảng 
[a,b] và F(x) là một nguyên hàm của nó trên [a,b]. 


5 Nguồn: Histoire des Mathématiques. Université Louis Pasteur. 2004-2005. 
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Newton (từ 1666) 


Leibniz (tù 1675) 





Lượng biến đổi theo 
thời gian (fluents) 


Lượng thay đổi xem 
như được tạo ra bởi vô 
số giá trị vô cùng nhỏ 
cạnh nhau. 





Khái niệm 

lượng biến đổi 
Vận tốc 
và vi- 
phân 


Dựa trên động học, 
khái niệm cơ bản của 
Newton là vận tốc 
(fluxion). 


Vi phân của biến số có 
được bằng cách tạo ra 
một dãy các hiệu số của 
những giá trị kế tiếp 
nhau của biến số. 





Khái niệm tích - 
phân 


Phương pháp của 
Newton là tìm diện 
tích z dưới đường cong 
vẽ nên bởi điểm (x,y) 
bằng cách giải phương 
trình Z = yx, ấy là tìm 
lượng thay đổi z từ vận 
tốc yx. Newton không 
đưa ra các phép tính 
toán (operations) về 
tích-phân. 


Với Leibniz, tích-phân là 
phép tính toán về tổng 
số. Các hệ thức ƒ dy = y 
và d fz = z được chứng 
minh. Diện tích dưới 
đường cong được tính 
nhờ tích phan f y dx. 





Lượng vô cùng 
nhỏ 


Newton ngần ngại khi 
dùng lượng vô cùng 
nhỏ. Vận tốc (fluxion) 
của Newton không 
phải là lượng vô cùng 
nhỏ, mà là một lượng 
hữu hạn. 


Leibniz xử dụng lượng 
vô cùng nhỏ: Nếu y là 
một biến số nào đó thì 
dy là một lượng vô cùng 
nhỏ. 





Ký hiệu 


Newton xử dụng dấu 
chấm trên đầu, x, dé 
chỉ vận tốc, nhưng 
không có ký hiệu cho 
phép tính ngược lại. 


Leibniz giới thiệu hai ký 
hiệu cơ bàn d và f. Đó 
là ký hiệu tượng trưng 
cho hai phép toán 
thuận ngược lẫn nhau 
trên các lượng thay đổi. 








Vai trò của 
hình vẽ 





Newton thường 
xuyên dùng hình vẽ, 
giải thích nhiều kết 
quả thông qua hình 
vẽ và trực giác. 





Phép toán hình thức 
của Leibniz cho phép 
tính toán độc lập với 
Hình học (hình vẽ). Các 
tính toán vi-phân của 
Leibniz gần với Đại số 
hơn là Hình học. 
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4. Cuộc tranh cãi gay gắt nhất trong Lịch sử Toán học 


Có lẽ cuộc tranh cãi ai là người phát minh ra phép tỉnh vi-tích phân (Newton hay 
Leibniz) là cuộc tranh cãi gay gắt và tai tiếng nhất trong Lịch sử Khoa học nói chung 
và Toán học nói riêng. Ngày nay vấn đề như thế này không có gì phải tranh cãi: Ai 
là người công bố đầu tiên vấn đề nào (trên báo chí, truyền thông), thì người ấy là 
người đầu tiên phát minh ra vấn đề ấy. Nhưng ở thế kỷ 17, thư từ đi rất chậm, 
nhất là từ nước này sang nước khác, kỹ thuật in ấn còn thô sơ, đó là chưa kể đến 
việc một số tác giả không cho việc làm của mình quan trọng nên không tìm cách 
công bố ngay mà chỉ cho lưu hành nội bộ, vài năm sau mới cho công bố phát minh 
của mình. 


4.1 Những bất lợi cho Leibniz 

Ta nhắc lại rằng Newton bắt đầu quan tâm đến phép tính vi-tích phân từ năm 
1666. Ông viết De analysi per aequationes numero terminorum infinitas năm 1669 
và chi cho công bố vào năm 1711. Thời gian 1665 — 1666, Leibniz hãy còn là một 
nhà Luật học, một nhà Triết học, hành nghề ngoại giao, đang mon men vào lãnh 
vực Toán học qua sự hướng dẫn của Huygens. Ông biết rất ít về Newton, đúng ra 
là ông chỉ nghe nói về Newton nhưng lại rất ấn tượng về hai người thân cận với 
Newton làm việc trong Hội Hoàng gia London (Royal Society), đó là Henry 
Oldenburg và John Collin. Năm 1673 trong chuyến công tác ngoại giao hai tháng 
tại London, ông có gặp Oldenburg nhưng không gặp Newton. Ông chưa hề đọc 
một bài báo nào của Newton vì thời gian này chưa có một công trình nào của 
Newton được xuất bản. 


Ở London, Leibniz mua cuốn Geometrical Lectures của Isaac Barrow. Điều này rất 
có ý nghĩa vì trong đó Barrow có đề cập tới vấn đề tiếp tuyến với đường cong, một 
chủ đề của phép tính vi-tích phân. Newton và những người ủng hộ ông dùng sự 
kiện này để cho rằng Leibniz vay mượn kiến thức của Barrow. Nhưng theo Rupert 
Hall, Leibniz chỉ mua đọc cuốn sách này vì tò mò và cho rằng Leibniz không bị ảnh 
hưởng chút nào bởi cuốn sách này$. 


Khi trở về Paris, ông bắt đầu nghiên cứu Toán học, đặc biệt về chuỗi số và tổng 
của chúng, qua các tác phẩm của Pascal, Cavalieri, James Gregory, và nhiều tác giả 
khác. Trong thời gian này, ông thường liên lạc thư từ với Oldenburg, thỉnh thoảng 
với Collin, qua đó ông được biết ở Anh đã có người nghiên cứu về chủ đề chuói số 


ê Rupert Hall. Philosophers at War. Page 55. Alfred Rupert Hall (1920-2009), nhà viết sử Khoa học người Anh, 
người được cho là sở hữu rất nhiều tài liệu về Newton, kể cả những thư từ riêng của Newton khi trao đổi với các 
nhà Khoa học cùng thời. 
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(Gregory, Newton...) cho nên ông càng bị thúc đẩy nhiều hơn. Năm 1675, Leibniz 
khai triển được nhiều ý tưởng về phép toán vi-tích phân. Khi ấy chưa có một tác 
phẩm nào của Newton được xuất bản, cho nên Leibniz không thể nào biết được 
Newton đã làm được gì trong lãnh vực ấy. Năm 1676, Newton có viết một bức 
thư cho Oldenburg trong đó Newton có đề cập tới một định lý về nhị thức và áp 
dụng nó vào việc nghiên cứu chuỗi số vô hạn, độ dài đường cong và phép tính diện 
tích. Newton không đề cập tới fluents và fluxions trong bức thư này. Sau này, khi 
cuộc tranh cãi bùng nổ, Newton và phe ủng hộ cho rằng Leibniz đã “ăn cắp” ý 
tưởng của Newton qua những trao đổi thư từ với Oldenburg và Collin. Ngoài ra 
phe này còn cho rằng Leibniz đã học được Newton qua trao đổi với nhà Toán học 
Đức Ehrenfried von Tschirnhaus (1651 — 1701) khi ông này từ London về gặp 
Leibniz tại Paris”. 

Năm 1676, Leibniz qua London lần thứ hai. Collin biết Leibniz quan tâm tới chuói 
số, cho nên Collin có chuẩn bị trước một bản tóm tắt (compendium) công trình 
của James Gregory và những phép tính về chuyển động của Newton gởi tặng 
Leibniz. Về sau, từ sự kiện này dấy lên một ngờ vực rằng Leibniz đã thu được 
nhiều ý tưởng qua nghiên cứu bản tóm tắt này. Hall xác nhận Leibniz có đọc bản 
tóm tắt này, nhưng không hề “mượn” một ý tưởng nào của Newton hoặc Gregory 
bởi vì thời điểm này Leibniz đã triển khai phép tính vi-tích-phân cho riêng mình 
rồi. Hơn nữa, kiến thức trong ấy không có gì mới đối với Leibniz8. Nếu như Leibniz 
phát triển phép tính vi-tích phân sau năm 1675 thì rõ ràng là sự nghỉ ngờ này có là 
CÓ CƠ SỞ. 


4.2 Sự tranh cãi bắt đầu như thế nào? 

Từ năm 1676 đến năm 1684, không có chuyện gì xảy ra, mọi việc im äng. 

Năm 1684, Leibniz bắt đầu công bố phép tính vi-tích phân của mình trên tờ báo 
Acta Eruditorum mặc dù ông đã viết hoàn tất từ năm 1675. Nếu mà khi viết xong, 
Leibniz công bố ngay công trình của mình thì chắc chắn không có chuyện xảy ra. 


John Wallis (1616 — 1703), một giáo sĩ và cũng là một nhà Toán học người Anh, có 
nhiều đóng góp trong các lãnh vực Hình Giải tích, Lượng giác và Đại số. Ngoài ra, 
ông cũng là một trong những người đi đầu trong nghiên cứu chuổi vô tận và phép 
tính vi-tích phân. Tác phẩm của ông gồm có: Treatise on the Conic Sections (Sách 
về các thiết diện cónic), Arithmetica Infinitorum (Sách về số học vô tận),... 

Năm 1685 ông cho xuất bản cuốn Algebra, ở cuối sách có một phụ chú về lịch sử 
phát triển bộ môn với nhiều thông tin bổ ích. Năm 1695 ông cho xuất bản cuốn 
Mathematical Works (Sách tổng hợp các nghiên cứu Toán học), phần II của tác 
phẩm này chính là cuốn Algebra ông đã xuất bản 10 năm trước. Trong phần phụ 


7 Rupert Hall. Philosophers at War. Page 66. 
8 Rupert Hall. Philosophers at War. Page 73-74. 
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chú ông có viết thêm một bài tiểu luận về phép tính lượng thay đổi (calculus of 
fluxions) của Newton. Trong bài tiểu luận này Wallis đã hướng người đọc tới ý 
tưởng rằng ông có được nội dung này từ năm 1676 qua những thư từ của Newton, 
điều này cũng có nghĩa là trong thư viết cho Leibniz vào năm 1676, Newton đã 
thông báo cho Leibniz phép tính lượng thay đổi, trước khi nó được xuất bản. Và 
đây chính là lần đầu tiên người ta được hướng dẫn rằng Leibniz đã “đạo”công 
trình của Newton. Rupert Hall nói: “Bất ngờ thay, Wallis lại là người đầu tiên 
hướng dẫn sai dư luán."? 





John Wallis (1616 -1703), giáo sĩ và cũng là nhà Toán học người Anh. 


Rupert Hall giải thích tại sao Wallis lại có ý định công kích Leibniz. Wallis là một 
người theo chủ thuyết quốc gia cực đoan. Suốt đời ông, ông luôn luôn cho rằng 
người Anh hơn han những người ngoại quốc, đặc biệt là hơn han những người 
trong lục địa (Châu Âu). Khi biết được có người trong lục địa (Leibniz) có những ý 
tưởng tương tự nhu Newton, lập tức ông thể hiện tính bài ngoại của mình ngay!?. 
Dĩ nhiên Leibniz phản ứng, nhưng ông phản ứng một cách chừng mực bằng cách 
viết thư cho nhà Thiên văn học người Anh Thomas Burnet (1635 - 1715) giải thích, 
trình bày những gì mình đã làm từ năm 1675. 


4.3 Bai toán đường đoản trinh (brachistochrone) 


Johann Bernoulli (1667 - 1748) là một nhà Toán học người Thụy Sĩ. Ông thuộc 
dòng họ Bernoulli nổi tiếng vì trong hai thế kỷ 17 và 18 dòng họ này đã sản sinh ra 
ít nhất tám nhà Toán học trong đó có ba nhà Toán học hàng đầu Châu Âu thời ấy: 
Jacob Bernoulli (1654 — 1705), Johann Bernoulli (1667 — 1748) và Daniel Bernoulli 
(1700 — 1782). 


? Rupert Hall. Philosophers at War. Page 95. 
10 Rupert Hall. Philosophers at War. Page 95-96. 
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Tuy không phải là học trò trực tiếp của Leibniz (sinh sau Leibniz gần 20 năm) nhưng 
có thể nói ông nghiên cứu và am hiểu sâu sắc phép tính vi-tích phân của Leibniz 
hơn ai hết vào thời ấy. Ông là người rất tự tin và do đó tính khí hơi kiêu ngạo. 





Johann Bernoulli (1667-1748), nhà Toán học xuất sắc thuộc dòng họ 
Bernoulli, Thụy Sĩ. 


Trong số báo Acta Eruditorum tháng 6 năm 1696, Johann đăng thông báo sau đây: 


Tôi, Johann Bernoulli, gởi những lời này tới những nhà Toán học xuất sắc 
nhất thế giới. Không có gì thu hút những con người thông minh bằng bài 
toán thử thách mà lời giải của họ sẽ làm cho họ nổi tiếng và lưu danh lại cho 
đời sau. Tôi hy vọng sé thu hút được sự chú ý của giới khoa hoc trong đó có 
những nhà Toán học giỏi nhất của thời đại chúng ta như là Pascal và Fermat 
của thé hệ trước. Bài toán của tôi sẽ cho họ thể hiện phương pháp và tài 
năng của họ. Nếu họ gởi lời giải tới tôi, tôi sẽ công bố và đánh giá sự xứng 
đáng của họ. 
Và đây là bài toán của Johann Bernoulli: 


Cho hai điểm A và B nằm trong mặt phẳng thẳng đứng P (A cao hơn B). Hãy 
xdc định đường nối hai điểm A và B và nằm trong mặt phẳng P sao cho một 
điểm chỉ chịu trọng lực chạy từ A đến B trong thời gian ngắn nhất. 


Đề toán đã tới tay Newton và Wallis. Một số nhà viết Sử Toán tin rằng bài toán 
này có mục đích chứng minh rằng phương pháp tính lượng thay đổi (Newton) 
không mạnh bằng phương pháp tính vi-tích phân (Leibniz)1!. Newton cho hay rang 
thời gian này ông quá bận rộn trong nhiệm vụ mới được nhà Vua trao (Giám đốc 
nhà máy đúc tiền hoàng gia: The Royal Mint), nên ông không có thời gian quan 


1! G.V. Coyne; S.J., M. Heller; J. Zyciñski. Newton’s controversy with Leibniz over the invention of the calculus. Page 
111. 
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tâm tới bài toán!?. Rupert Hall không tin điều này vì trong thông báo những lời 
giải đúng có một lời giải tên tác giả ghi là vô danh mà Johann Bernoulli tin chắc 
rằng đó là bài giải của Newton và sau này Newton công nhận13. Các lời giải khác 
đều thuộc trường phái Leibniz, đó là lời giải của De L'Hópital, Leibniz, Jacob 
Bernoulli và Johann Bernoulli. Tuy cách giải có khác nhau nhưng tất cả các lời giải 
đúng đều dựa trên phép tính vi-tích phân của Leibniz. Không có một lời giải nào 
khác đến từ trường phái Newton của nước Anh”. 





Nicolas Fabio de Duillier (1664 — 1753), nhà Toán học Thụy Sĩ, một trong 
những người khơi mào cho cuộc tranh cãi Newton- Leibniz. 


Đến đây bi kịch được đẩy cao thêm một nấc nữa bởi Nicolas Fatio de Duillier (1664 
- 1753). Ông này là một nhà Toán học Thụy Sĩ, từng là học trò của Leibniz và 
Huygens. Vì bị Leibniz coi thường, ông tức giận bỏ qua trường phái Newton. Kể 
từ năm 1696, Fatio de Duillier trở nên người thân cận tích cực của Newton. Trong 
danh sách người giải được bài toán đường đoãn trình do phía Leibniz công bố, 
không có tên ông. Đây là điều sỉ nhục mà Fatio de Duillier không thể bỏ qua được. 


Trong khi đó, trong một thư gởi cho Leibniz, Johann Bernoulli nói rằng trong lời 
giải của người vô danh (tức của Newton), người viết đã dùng phương pháp của 
Leibniz nên mới giải được bài toán, Bernoulli nghi ngờ rằng Newton đã dùng chính 
phương pháp vi-tích phân mà Leibniz đã thông báo cho Newton trong một bức 
thư riêng gởi đi vào năm 1677. Đây là lần đầu tiên có một sự tố cáo “đạo” ý tưởng 
theo chiều ngược lại”. 


12 Sách trên. 

13 Rupert Hall. Philosophers at War. Page 106. Ghi chú thêm: Bernoulli ghi bên lề lời giải vô danh câu tiếng La 
Tỉnh: Ex ungue Leonem” (Nhận biết con sư tử qua móng vuốt của nó), có nghĩa là Bernoulli nhận biết ngay lời giải 
này của con su’ tử già London (Newton). 

14 Xem thêm bài viết về Gia đình Bernoulli của cùng tác giả bài viết này. 

15 G.V. Coyne; S.J., M. Heller; J. Zyciáski. Sách đã dẫn. Page 111. 
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Cho tới cuối năm 1696, sự tố cáo qua lại vẫn còn trong phạm vi hẹp, chính xác là 
vẫn còn trong phạm vi riêng tư (qua thư từ). Sau đó chính Fatio de Duillier đã đưa 
sự tranh cãi ra công khai. Trong một bài viết có tiêu đề là Investigation (Điều tra) 
phổ biến vào năm 1699, Fatio de Duillier công khai xác nhận rằng Newton là người 
đầu tiên phát minh ra phép tính vi-tich phân, và “nhưng Leibniz lại quá sốt säng 
nói với mọi người rằng chính mình mới là người đầu tiên phát minh ra phép tính 
ấy”1. Người ta không biết Newton có đứng dáng sau ý tưởng tấn công nay không. 
Về phía Leibniz, ông cho rằng Newton không hề biết bài báo này và hy vọng đến 
lúc nào đó, khi biết, Newton sẽ đánh tan ý tưởng của Fabio de Duillier. Nhưng 
Newton vẫn im lặng. Trong tờ Acta Eruditorum của mình, Leibniz kết tội Fabio de 
Duillier hành xử nông cạn do ghen tị của người trẻ tuổi. Fabio de Duillier phản 
biện lại nhưng tờ báo Acta Eruditorum không cho đăng ý kiến này. Sau đó vấn đề 
rơi vào im lặng được một thời gian. 

Năm 1700, sự tranh cãi bùng ra trở lại. Tuy nhiên, chúng ta phải ghi nhận rằng, 
cho tới thời điểm ấy, Newton và Leibniz chưa bao giờ trực tiếp đối đầu trong sự 
việc này. Bên phe Newton, Wallis là người khởi xướng và Fabio de Duillier là người 
đẩy cuộc tranh cãi lên cao. Newton vẫn còn đứng bên lề. Người ta không rõ thái 
độ của Newton cho tới thời điểm ấy. Một mặt ông công nhận tính cách độc lập 
của Leibniz và nói điều này trong những thư từ gởi cho Leibniz, mặt khác ông vẫn 
giữ yên lặng trước sự tấn công Leibniz của các thành viên thuộc phe nhóm ông. 
Rupert Hall có nhận định về thái độ này của Newton: “Không thể nói Newton không 
biết gi vé bài viết Investigation hồ đồ của Fabio." Nhưng cũng Rupert Hall: 
“Những gì Wallis viết trong phụ chú phía sau cuốn Algebra cứ như là những gợi ý 
của Newton.”'® Về phía Leibniz, Johann Bernoulli cương quyết cho rằng chính 
Leibniz là người phát minh ra phép tính vi-tích phân, và Leibniz cũng đồng ý như 
vậy. Nhưng Bernoulli còn đi xa hơn nữa khi cho rằng có thể Newton đã “đạo” ý 
tưởng của Leibniz (qua lời giải bài toán đường đoãn trình). Về điểm này, Rupert 
Hall cho rằng Leibniz đã không hài lòng về sự kết án của Bernoulli cho nên khuyên 
Bernoulli nên khép vấn đề ở đó.12 

Nhưng chúng ta sẽ thấy, sự việc thay đổi mau chóng trong thời gian tới. 


4.4 Leibniz thay đổi ý kiến về Newton 


Năm 1703, George Cheyne (1671 - 1743), một nhà Toán học theo trường phái 
Newton, xuất bản cuốn The Inverse Method of Fluxions. Day là cuốn sách nói về 
phép tính ngược của phép tính lượng thay đổi của Newton, nói rõ hơn, đây chính 


16 G.V. Coyne; S.J., M. Heller; J. Zyciáski. Sách dà dẫn. Page 112 và Rupert hall. Sách đã dẫn. Page 106-107. 
Y Rupert Hall. Sách đã dẫn. Page 118. 
18 Rupert Hall. Sách đã dẫn. Page 129. 
19 Rupert Hall. Sách đã dẫn. Page 130. 
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là phép tính tích phân đặt nền tảng trên phép tính vi phân theo cách của Newton. 
Ở cuối sách, Cheyne viết rằng những gì ông đã công bố trong 24 năm qua chẳng 
qua là sự lặp lại — hay nói cách khác chỉ là hệ quả - của những thành tựu của 
Newton mà Newton đã chuyển cho bạn hữu và công chúng. Cheyne cho rằng phép 
tính lượng thay đổi (tức là phép tính vi-tích phân) là sản phẩm của nước Anh, và 
không hề của bất cứ ai khác. 

Dĩ nhiên những nhận định này làm chấn động Johann Bernoulli và Leibniz. Leibniz 
phản ứng bằng cách cho rằng Cheyne là người học đòi, biết không bao nhiêu về 
bộ môn mới mẻ này. Leibniz còn nói thêm rằng có thể Cheyne không biết gì nhiều 
hơn là những gì Newton đã dạy cho ông ấy, và không biết những gì Leibniz đã 
công bố về phép tính vi-tích phân, trước cả những tài liệu công bố bởi Newton. 
Đến đây, chúng ta thấy ý kiến của Leibniz về Newton đã thay đổi. Trước đây, trong 
thư trao đổi với Newton vào năm 1677, Leibniz công nhận rằng Newton là bậc 
thầy trong lãnh vực tính vi-tích phân, sản phẩm của ông khá tương tự với những 
gi Leibniz đã sáng tao, nhưng ông là nhà sáng tạo độc lập với Leibniz’. 





Bên trái là chữ viết của Newton (tiếng La Tinh) và bên phải là bản in (tiếng Anh, 
dịch bởi John Stewart). 


Năm 1704, Newton cho xuất bản hai tập sách nói về The Quadrature of Curves và 
Equations of infinite Number of Terms. Leibniz nhận ra rằng phép tính lượng thay 
đổi (fluxional calculus) của Newton qua hai tác phẩm này khác nhiều so với những 
gì Newton đã viết trong Principia và những bài viết khác trước đó. Nó gần như là 


20 Rupert Hall. Sách đã dẫn. Page 131-132. 
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phép tính vi-tích phân của Leibniz, chỉ khác nhau ở ký hiệu mà thôi. Điều này buộc 
người ta phải hiểu rằng Newton đã điều chỉnh và bổ sung phương pháp tính lượng 
thay đổi của mình sau những biểu hiện chưa đầy đủ của nó, và nhất là sau những 
thành công vang dội của phép tính vi-phân của Leibniz?!. Leibniz hiểu ra tại sao 
những người thuộc trường phái Newton qui kết mạnh mẻ rằng Leibniz là người đi 
sau, hay chính xác hơn, Leibniz “đạo” ý tưởng của Newton. 


Sau khi hai tác phẩm trên của Newton ra đời, Leibniz không còn nghĩ rằng chỉ có 
những học trò của Newton hoặc những người theo trường phái Newton phủ định 
sự phát minh độc lập của Leibniz mà những ý tưởng ấy phát xuất ngay chính từ 
Newton. Trước năm 1704, Leibniz không nghĩ như vậy bao giờ. 

Năm 1705, trong một số báo Acta Eruditorum, dưới tên vô danh, có một bài viết 
điểm hai cuốn sách nói trên của Newton. Qua bài này tác giả nói xa nói gần rằng 
Newton đã chỉnh sửa phép tính lượng thay đổi của mình trở thành quá gần với 
phép tính vi-tích phân của Leibniz. Nói một cách khác, Newton đã “đạo” ý tưởng 
của Leinbiz. Hầu như người đọc biết ngay tác giả bài điểm sách là ai, và sau này 
một vài sử gia không hoàn toàn đồng ý với kết luận trén??, nhưng cũng có người 
chia sẻ với Leibniz về sự ngờ vực ay”?. 

Hình như Newton không quan tâm tới ý kiến của người khác về hai tác phẩm của 
mình, hay Newton không hề biết có bài điểm sách của người vô danh trên tờ Acta 
Eruditorum nói trên. 


4.5 Phe Newton tấn công và phản ứng của Leibniz 


“Hòa bình” sau “chiến tranh” kéo dài được bốn năm. 

Năm 1708, John Keill (1671 — 1721), một nhà Toán hoc Scotland, một học trò của 
Newton, một người hâm mộ Fatio de Duillier, châm ngòi cho một cuộc chiến mới 
bằng bài báo mang tên On the Laws of Centripedal Force đăng trên tờ báo 
Philosophical Transactions oƒ the Royal Society (một tờ báo của Viện Hoàng gia 
London)2. Trong bài báo này, Keill khẳng định rang Newton là người đầu tiên phát 
minh ra phép tính vi-tích phân dựa trên bằng chứng là những bức thư của Newton 
do Wallis công bố. Hơn thế nữa, Keill còn cho rằng nội dung những công bố của 
Leibniz cơ bản là giống như của Newton, chỉ “thay đổi ký hiệu”?°, nói cách khác, 
Leibniz “sao chép” phương pháp phép tính vi-tích phân của Newton. 


21 Carl B. Boyer. The History of the Calculus and its Conceptional Development. Page 208. 

22 G.V. Coyne; S.J., M. Heller; J. Zyciñski. Sách đã dẫn. Page 112. 

?3 Rupert Hall. Sách đã dẫn. Page 140. 

24 Bài được gởi tới tòa báo năm 1708, nhưng mãi đến 1710 mới xuất hiện. 

25 David Brewster. The Life of Isaac Newton. Page 187. Rupert Hall. Sách đã dẫn. Page 145. 
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Ta thử xem ý kiến của hai nhà Khoa học và cũng là hai nhà viết sử Toán quan trọng 
người Anh, Rupert Hall và David Brewster?f, về kháng định của Keill. 

Trước hết Hall cho rằng khi viết bài này Keill không hề tham khảo ý kiến của 
Newton2’. Hall coi những ý kiến của Keill là lời kết án Leibniz một cách công khai, 
thô thiển, và không khách quan. Còn Brewster thì viết: “Nếu như coi những ý kiến 
của Keill (là Leibniz “đạo” ý tưởng của Newton) hồ đồ, có ác ý, thì xin hãy đọc lại 
bài viết vé Newton của người vô danh (tức Leibniz) trên tờ Acta Eruditorum.”5 


Trước sự tấn công công khai của Keill, qua bài báo được đăng trên một cơ quan 
chính thức của Viện Hoàng gia London (tức Hàn Lâm Viện Anh) do Newton đang 
làm chủ tich??, Leibniz rất bất bình. Trước đây, đối với những ý kiến tương tự như 
vậy phát xuất từ những người thuộc phe Newton, Leibniz không phản ứng quyết 
liệt và công khai. Nay bài báo của Keill được đăng trên một cơ quan báo chí chính 
thức của Viện Hoàng gia Anh, Leibniz buộc phải nghĩ rằng Keill đã được gợi ý từ 
Newton hoặc viết theo ý muốn của Newton. Leibniz viết thư cho Hans Sloane 
(1660 — 1753), tổng thư ký Viện Hoàng gia London, yêu cầu Keill phải công khai xin 
lỗi về những cáo buộc sai trái. Sloane chuyển thư của Leibniz cho Newton, và đến 
khi ấy Newton mới được đọc bài báo của người vô danh trên tờ Acta Eruditorum. 
Đến đây thì Newton công khai ủng hộ Keill, tạo cơ hội cho Keill đọc bản báo cáo 
trước Viện Hoàng gia London, viện dẫn bài báo của Leibniz trên tờ Acta 
Eruditorum. 

Hơn thế nữa, năm 1711, Viện Hoàng gia London cho thành lập một hội đồng để 
chính thức xem xét vấn đề. Thành phần của hội đồng gồm: Edmond Halley (1656 
— 1742); William Jones (1675 — 1749); Abraham de Moivre (1667 — 1754); John 
Machin (1680 — 1751) (tất cả đều là bạn hoặc học trò của Newton); va Brook Taylor 
(1685 — 1731) (bạn của Keill)?0. 

Kết luận của hội đồng xác nhận Newton là người đi trước trong phát minh ra phép 
tính vi-tích phân. Đây chỉ là vở kịch lố bịch mà đạo diễn là ông chủ tịch Viện Hoàng 
gia London. Ngay chính Hall cũng công nhận như vậy!. 


Để phản ứng lại, ngày 29 tháng 7 năm 1713, Leibniz cho phổ biến trên tờ Charta 
Volans (hình dưới) một bài viết phủ nhận kết luận của Newton (qua hội đồng do 
Viện Hoàng gia London thành lập). Leibniz cáo buộc Newton và các học trò "dá lấy 


26 David Brewster (1781 — 1868), nhà Khoa học người Anh, người phát minh ra kính vạn hoa (kaleidoscope) và kính 
nhìn nổi hình (stereoscope). Ngoài ra ông còn là tác giả của cuốn tiểu sử Newton, xuất bản năm 1831: The Liƒe oƒ 
Isaac Newton. 

27 Rupert Hall. Sách đã dẫn. Page 144. 

28 David Brewster. Sách đã dẫn. Page 187. 

2% Isaac Newton làm chủ tịch Viện Hoàng Gia Anh từ 1703 đến 1727. 


30 Danh sách HÐ lấy từ http://www.jstor.org. 


3! Rupert Hall. Sách đã dẫn. Page 179. 
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cắp phép tính vi-tích phân của Leibniz nhưng khi úp dụng và mở rộng đã mắc nhiều 
sai lầm nghiêm trọng.”3? Hall phê phán thái độ quá đáng của Leibniz trong bài viết 
này, khác với thái độ tương đối hòa nhã trong bài báo ký tên người vô danh vài 
năm trước. 


HP Labs Carte Đếm HE c | 
Os 3 = ose 3T $05 
Se. uam SOS | 


A Anglia prepoftero gentis ftudio 
.. zoe ~~ unin communionem inventi rca fel pape. UU 
tgo CA nou vellent, & N . „ „ mire 

ili laudis amore putes 


< = m d s-i fa mo examinaturus , ex hoc ipfo proceílu 
29, Julii 1713 ITA Ere EDU 


Videtur N + M occafionem nadas férierum opus multum proe 
Extradiones Radic adhibuit, 
DÉS SRE RTE 


nunc Vienne A i inm, pea ariones Analysicas 
ising tin nh nam Léna pa e pre. Algebra 
tum, quo N ,.. . o primam Karum. = 


EE ji e uat ric tds 
Pol at ne) 3 dy, ddy, ec, nunc adabet , im ommi- 
LA ini | Cm A6 ho Coté má ergen dược 
Nature «icu N»... 6, ubi calculo fuo luxions utendi tam 








Đây là hai trang đầu của bài phản ứng của Leibniz trên tờ Charta Volans (nguồn: Special 
Collections of King's College, Cambridge.) 


Đến đây chúng ta thấy câu chuyện hoàn toàn bế tắc. Bên nào cũng cho mình là 
người phát minh ra phép tính vi-tích phân và cáo buộc bên kia là người “đạo” ý 
tưởng. Cho đến khi Leibniz qua đời năm 1716, câu chuyện vẫn chưa kết thúc, nó 
được chuyển qua tay thế hệ học trò của hai phía cho đến hơn nửa thế kỷ sau. 


KKK KK 


Ngày hôm nay chúng ta thừa nhận rang ca hai, Newton va Leibniz, đều là những 
người cùng phát minh ra phép tính vi-tích phân. 

Newton xuất phát từ phép tính lượng thay đổi và vận tốc, từ đó đưa ra được 
phương pháp giải được các bài toán về tiếp tuyến, diện tích, độ dài đường 
cong,..vân vân. 


32 G.V. Coyne; S.J., M. Heller; J. Zyciáski. Sách đã dẫn. Page 113. 
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Trong khi đó, tuy đến sau Newton khoảng 10 năm, nhưng Leibniz có lối đi riêng, 
phương pháp riêng. Leibniz khởi đi từ các hiệu số (differences), đưa đến khái niệm 
vi phân và tích phân, thông qua những ký hiệu tiện lợi cho các phép tính đại số, 
như dx, dy, và /. Từ đó hình thành phép tính vi-tích phân riêng của mình, tiện lợi 
và hữu hiệu. 


Không cần biết ai là người phát minh ra phép tính vi-tích phân trước, các nhà Toán 
học Châu Âu đương thời và sau này đều tìm thấy ở đó mảnh đất mầu mỡ cho sự 
phát triển và mở rộng nền Toán học dep dé và hữu ích trong nhiều chục năm sau. 
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Chuyện người từ chối Huy chương Fields và một triệu dollars: 


GRIGORI PERELMAN và DỰ ĐOÁN POINCARÉ 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


Dự đoán Poincaré (The Poincaré Conjecture) đã được nhà Toán học vĩ đại Henri 
Poincaré phát biểu vào năm 1904. Đó là một bài toán Topology liên quan đến mặt 
cầu 3 chiều trong không gian 4 chiều, giúp chúng ta hiểu được hình dạng của vật 
thể trong thế giới ta sống và trong thế giới của trí tưởng tượng. Ngay từ khi nó 
mới được phát biểu, dự đoán đã được rất nhiều nhà Toán học tài giỏi khắp nơi 
quan tâm giải, nhưng hầu như chưa có ai làm được. 


Sau gần đúng một thế kỷ, vào năm 2003, một nhà Toán học lập dị bí ẩn người Nga, 
Grigori Perelman, đã tìm ra được cách chứng minh dự đoán này. Ông ta được 
quyền nhận một giải thưởng lớn đầu tiên của thế kỷ 21, giá trị vật chất là một triệu 
dollars (giải Clay), và Huy chương Fields cao quý, nhưng ông đã từ chối cả hai, và 
từ bỏ luôn thế giới Toán học rồi biến mất trong nước Nga vô cùng rộng lớn. 


Qua bài này, chúng tôi sẽ tìm cách trình bày nội dung dự đoán và những nỗ lực 
giải quyết nó theo thời gian. Bài viết dành cho độc giả không chuyên về một bài 
toán đã từng là thách thức cho nhiều bộ óc thông minh nhất trong lãnh vực Toán 
học, quả thật là một công việc không dễ cho chúng tôi. Tuy nhiên chúng tôi vẫn 
cố gắng tránh những phương trình, những phép tính có tính cách chuyên môn, tìm 
cách đưa độc giả đến những hiểu biết cơ bản của vấn đề. 


Cuối bài, chúng tôi trích dịch một bài báo tương đối mới nhằm giải đáp câu hỏi của 
nhiều người: Nhà Toán học bí ẩn Perelman hiện nay ở đâu và đang làm gì?! 


1 Chúng tôi chợt nhớ tới Alexandre Grothendieck, một thiên tài Toán học khác, trước đó hơn mười năm, cũng xa 
lánh loài người giữa đỉnh cao của sự nghiệp, rồi biến mất trong rừng sâu của dãy núi Pyrénées (mời xem bài viết về 
ông của cùng tác giả trong Rosetta.vn/lequanganh). 


Một vài kiến thức cơ bản. 


Vào cuối thế kỷ 19, nhà Toán học Pháp Henri Poincaré nghiên cứu về bài toán thiên 
văn liên quan đến sự bền vững của Thái Dương Hệ. Những hành tỉnh, những vệ 
tinh của Thái Dương Hệ tiếp tục chuyển động quanh mặt trời, hay là đến một lúc 
nào đó, một số trong chúng sẽ tách ra khỏi quỹ đạo để đi xa vào trong một thiên 
hà nào khác hoặc bị hút vào mặt trời? Việc nghiên cứu vấn đề ấy đưa Poincaré 
đến một ngành Toán học mới có liên quan đến Hình học, chuyên khảo sát hình 
dạng các vật thể mà Johann Listing (1808 — 1882), một nhà Toán học người Đức, 
đất tên là Topology. 





Henri Poincaré (1854 - 1912). 


Vật thể đơn giản nhất là đường tròn, hay là những đường “méo mó” của nó, chẳng 
hạn như đường ellip. Hãy hình dung ta có một đoạn dây trên bàn, nối hai dầu sợi 
dây lại, ta được một vòng dây, rồi ta cho thay đổi hình dạng vòng dây miễn là đừng 
cho vòng dây tự tiếp xúc nhau. Ta được một vật thể đơn giản như vòng tròn. 


OUT 


Tiếp theo là mát cầu (sphere). Hình ảnh của nó là phần bên ngoài của quả cam, 
quả banh, bề mặt quả đất, hay là những mặt cong biến dạng của nó thí dụ như là 
vo quả trứng. 





Ta gọi vòng tròn là 1-mặt cầu (1-sphere), mặt cầu là 2-mặt cầu (2-sphere). Cả hai 
là tập hợp các điểm trong mặt phẳng hoặc trong không gian, cách đều một điểm 
cố định (gọi là tâm) một khoảng cách không đổi (gọi là bán kính). Chúng có thể 
được diễn tả bởi những phương trình. Cũng như thế, ta có thể nghĩ tới 3-mặt cầu, 
4-mặt cầu,...vân vân. Tuy nhiên, trong những trường hợp sau này, ta khó có thể 
hình dung được chúng và diễn tả chúng bằng hình vẽ, bởi vì thế giới ta sống có 3 
chiều, còn chúng lại thuộc không gian 4 chiều, 5 chiều,...vân van. 


Đối với các nhà Toán học (ngành Topology), đường tròn hay đường cong ellip là 
như nhau, 2-mặt cầu hay bề mặt quả trứng (vỏ) là nhu nhau, bởi vì vật thé này có 
thể biến thành vật thể kia bằng một phép biến hình liên tục (co, kéo, không được 
cắt, không được xoi lỗ, và không được dán). Có người gọi ngành Toán học này là 
Hình học cao su (Rubber Geometry) là vì thế. 


Dự đoán Poincaré được hình thành như thế nào? 


00900 


Đầu tiên Poincaré di tìm đặc điểm của 2-mặt cầu (mặt quả đất, mặt quả banh,.. 
bằng cách tạo ra nhóm cơ bản của mặt cầu (nhóm tạo nên bởi một vòng thun co 
giãn không rời mặt cầu, có thể co lại thành một điểm). Ông ta chứng minh được 
rằng nhóm cơ bản của 2-mặt cầu là nhóm tầm thường (the trivial group}? và những 
mặt 2 chiều nào có nhóm cơ bản tầm thường thì xem như là 2-mặt cầu (tương 
đương topo). Ta gọi đây là phép thử liên thông đơn giản (simple connectivity test). 
Poincaré cũng chứng minh được rằng nhóm cơ bản của các 3-mặt cầu, 4-mặt 
cầu,...vân vân cũng là những nhóm tầm thường. 





Trong một bài viết, Poincaré đặt nghi vấn: Những vật thể 3 chiều trên đó những 
vòng có thể co lại thành một điểm, có tương đương topo với một 3-mặt cầu không? 


Ông chấm dứt bài báo bằng câu: “Mais cette question nous entraînerait trop 
loin.”(Nhưng câu hỏi này sé đưa chúng ta di quá xa}. 


2 Nhóm chỉ gồm một phần tử, đó là phần tử trung hòa. 
3 Nhớ đến Fermat với câu ghi bên lề sách. Tim doc Dinh lý cuối cùng của Fermat của cùng tác giả, NXB Tổng hợp 
TP. 


Bỏ lửng ở đó và ông gởi bài viết đến tòa soạn báo Circolo Matematica ở Palermo, 
Ý, vào ngày 3 tháng 11 năm 1903. Vài tháng sau bài viết được đăng trong số báo 
ra năm 1904. 


Với ngôn ngữ Toán học chính xác, ngày nay dự đoán Poincaré được phát biểu như 
sau: 


Mọi 3-đa tạp đóng, liên thông đơn giản đều đồng phôi với 
3-mặt cầu (Every simple connected, closed 3-manifold is 


homeomorphic to the 3-sphere). Wikipedia. 





Không gian cao chiều. 


Như ta đã thấy, dự đoán Poincaré đã được chính Poincaré chứng minh là đúng với 
2-mặt cầu (mặt quả banh, mặt đất,...), những vật thể này ở trong không gian 3 
chiều (thế giới chúng ta sống). Nhưng dự đoán Poincaré thực sự nói về 3-mặt cầu 
nằm trong không gian 4 chiều thì chưa chứng minh được. 


Kể từ khi dự đoán được chính thức công bố vào năm 1904, có nhiều nhà Toán học 
có tài, nổi tiếng, tìm cách chứng minh nó, nhưng tất cả đều thất bại. Trong số 
những nhà Toán học ấy có chính Poincaré và 


e John H.C. Whitehead (1904-1960), nhà Toán học Anh. 
e RH Bing (1914 - 1986), nhà Toán hoc Mỹ. 
e Christos Papakyriakopoulos (1914-1976), nhà Toán học Hy Lạp. 
e John Robert Stallings (1935- 2008), nhà Toán học Mỹ, 
và còn nhiều nữa. 


Tình hình cho đến đầu năm 1960 vẫn còn thật ảm đạm: mọi cố gắng chứng minh 
Dự doûn Poincaré đều thất bại, mọi tìm kiếm một phản thí dụ cũng không có kết 
quả. Các nhà Toán học không còn biết bắt đầu từ đâu. Một số nhà Toán học khác 
nghĩ rằng đã đến lúc phải thay đổi “chiến lược”, không theo cách giải quyết vấn đề 
như mấy chục năm trước nữa. Họ thử du hành vào thế giới cao chiều hơn”. 


Vào giữa năm 1960, có một tin vui làm ngạc nhiên mọi người. Stephen Smale (sinh 
năm 1930, nay vẫn còn sống), khi ấy mới 30 tuổi, đang giảng dạy tại Đại Học 


* Nhiều người hay lộn với Alfred North Whitehead, nhà Triết học và Toán học nổi tiếng, đồng tác giả với Bertrand 
Russell tác phẩm Principa Mathematica. Ông này là chú ruột của John H.C. Whitehead nói ở đây. 

5 Có người vi von như là dọn vào một cán nhà nhiều tang thì dễ sắp đặt đồ đạt hơn là dọn vào căn nhà ít tầng (hoặc 
nhà trệt)! 


California, Berkeley, chứng minh được dự đoán Poincaré cho trường hợp n 2 5 
(tức là n-mặt cầu, với n > 5) bằng một công cụ toán học do chính ông tạo ra, gọi 
là định lý h-cobordism. Nhà Toán học Samuel Eilenberg, chuyên gia hàng đầu thế 
giới về Toplogy lúc bấy giờ và ban biên tập tờ Bulletin of the AMS (Tờ báo của Hội 
Toán học Mỹ, the American Mathematical Society) kiểm chứng và cho đăng ngay 
bài báo của Smale lên tờ Bulletin of the AMS số 1961. Tuy nhiên Stephen Smale 
vẫn chưa chứng minh được dự đoán Poincaré (với n = 3). Với thành quả đáng phấn 
khởi nay, Stephen Smale được tặng thưởng Huy chương Fields vào năm 1966.° 





Stephen Smale ở Brazil (1960) và 47 năm sau, thời gian ở trường Đại học Hong Kong 
(2007). (Internet). 


Sau thành công của Smale với trường hợp n 2 5, việc tìm kiếm chứng minh cho dự 
đoán Poincaré chính thức (n = 3) trở nên hấp dẫn hơn. 


Năm 1982, nhà một Toán học trẻ tuổi tên là Michael Freedman (sinh năm 1951), 
giảng dạy tại Đại học California, San Diego, tuyên bố rằng mình đã chứng minh 
được dự đoán Poincaré cho trường hợp n =4. Nội dung nghiên cứu của Freedman 
được viết thành bài báo có tính chất sáng tạo khai phá dài 97 trang có tiêu đề “The 
Topology of Four-Dimensional Manifolds” (Topology của da tạp 4 chiều) đăng trên 
tờ báo Journal of Differential Geometry. Nghiên cứu này đã đem về cho Freedman 
Huy chương Fields cao quí năm 1986. 


5 Stephen Smale còn là một nhà hoạt động chính trị nữa. Ông hoạt động tích cực cho phong trào phản chiến (chiến 
tranh Việt Nam). Năm 1966, tại Moscow, khi qua nhận Huy chương Fields, ông còn gây rắc rối cho ban tổ chức Đại 
Hội bằng cách tổ chức một cuộc họp báo ngay trước thềm tòa nhà diễn ra Đại Hội. Ông là một nhà Toán học vô 
cùng thông minh, sắc sảo, và không theo một khuôn khổ nào cả. Người ta nói ông chứng minh được dự đoán 
Poincaré cho trường hợp n > 5 ngay trên bãi biển Copacabana, Brazil. (George Szpiro. Poincaré’s Prize). 





Micheal Freedman, hình chụp năm 2010. (Internet). 


Trong buổi lễ trao tặng Huy chương Fields, nhà Toán học John Milnor thay mặt Đại 
Hội các nhà Toán học, đọc bản công trạng của Freedman, trong đó có đoạn: 


Michael Freedman không những chứng minh được Dự đoán Poincaré cho da 
tạp topo 4 chiều, mà ông còn cho chúng ta những định lý phân loại rất dễ 
phát biểu và rất dễ ứng dụng nhưng rất khó chứng minh mà những phương 
pháp của những người di trước không đem lại kết quá. 


Bây giờ thì chỉ còn trường hợp n = 3, tức là dự đoán Poincaré chính thức. Đây vẫn 
còn là bài toán khó nhất mà rất nhiều nỗ lực của nhiều nhà Toán hoc từ trước tới 
nay chưa vượt qua được. Tuy nhiên, sự nghiên cứu của họ, mặc dù là chưa thành 
công, cũng đã đưa tới nhiều khám phá bất ngờ. Đó chính là cách mà Khoa học nói 
chung và Toán học nói riêng phát triển. 


Dự đoán Hình-học-hóa Thurston. 


William Thurston (1946 — 2012), là một trong những học trò xuất sắc nhất của 
Stephen Smale tại Đại học California, Berkeley. Tài năng của ông mau chóng được 
biết đến qua rất nhiều nghiên cứu, ngay trong thời gian còn đang học Cao học. 
Tốt nghiệp Tiến sĩ, ông được nhận về Đại học Princeton. Năm 28 tuổi được phong 
Giáo sư (Full Professor). Năm 1982, ông được tặng thưởng Huy chương Fields với 
những thành quả về Topology thấp chiều (Low-dimensional Topology). 


Trong lời vinh danh nhân dịp trao Huy chương Fields cho William Thurston có 
đoạn: 
Những tư tưởng của Thurston là một cuộc cách mạng trong việc nghiên cứu 
Topology trong không gian 2 và 3 chiều, và ông đã mang đến cho liên ngành 
Giải tích, Topology và Hình học những kết quả mới và hữu ích. 





William Thurston (1946 — 2012). Hình chụp tại DH Berkeley năm 1991. 
(Courtesy of Archives of the Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach) 


Khi nghiên cứu về đa tap 3 chiều (trong khoảng 1978 — 1981), ông cho rằng mỗi 
đa tạp 3 chiều được tạo nên bởi các đa tạp nguyên tố, các đa tạp nguyên tố này 
được lấy từ tập hợp có không quá 8 hình được xác định. Ý tưởng này tạo nên điều 
mà người ta gọi là Dự đoán Hình-học-hóa Thurston (Thurston’s geometrization 
conjecture)’. 

Điều quan trọng của Dự đoán Hình-học-hóa Thurston là nó sẽ gây ra Dự đoán 
Poincaré. Nói một cách khác, chứng minh được Dự đoán Hình-học-hóa là xem như 
chứng minh được Dự đoán Poincaré. 


Richard Hamilton và luồng Ricci. 


Richard Hamilton sinh năm 1943 tại Cincinnati, Mỹ. Tốt nghiệp Đại học Yale năm 
20 tuổi, Hamilton chuyển tiếp lên Cao học tại Đại học Princeton. Năm 1966 (23 
tuổi) Hamilton lấy bằng Tiến sĩ. Chàng Tiến sĩ trẻ trở thành giáo sư lần lượt tại 
nhiều trường Đại học thuộc hệ thống UC (University of California): Irvine, San 
Diego, và Berkeley. Hamilton cũng đã từng giảng dạy và nghiên cứu tại các viện 
Toán nổi tiếng: Viện Courant thuộc Đại học New York, Viện Nghiên cứu Cao cấp 
Princeton. 


7 Thời điểm mà Thurston phát biểu dự đoán của minh thì các vấn đề về n-da tạp với n = 1, n = 2, n 2 5 dá được 
biết rồi (với Smale, Stallings, Zeeman, và Wallace), nhưng với trường hợp n = 4 thì sau này Freedman mới tìm 
ra, còn trường hợp n = 3 (ứng với Dự đoán Poincaré) phải còn đợi một thời gian nữa. (L.Q.A) 





Richard Hamilton (1943 - ), nhà Toán học Mỹ, người thiết lập ra luồng Ricci. 


Để nối tiếp công việc của Thurston, đầu những năm 1980, Hamilton giới thiệu khái 
niệm Ricci flow (luồng Ricci hoặc dòng Ricci)®. Đó là một phương trình vi phân do 
Hamilton thiết lập, bắt chước theo phương trình dòng nhiệt lan tỏa trong vật thể 
của Fourier trong tác phẩm Théorie analytique de la chaleur. Chính khái niệm 
luồng Ricci sẽ đóng vai trò trung tâm trong việc tìm kiếm chứng minh cho Dự đoán 
Poincaré sau này. 


Thật ra Hamilton bắt đầu nghĩ đến vấn đề này từ năm 1979. Rồi 3 năm sau đó, 
năm 1982, ông mới giới thiệu cho thế giới Toán học khái niệm về luồng Ricci trong 
một bài báo có tiêu đề là "Three - manifolds with positive Ricci curvature" (Da tap 
3 chiều với độ cong Ricci dương) đăng trên tờ báo Journal of Differential Geometry. 
Bài báo được mọi người chú ý ngay. Trong nghiên cứu này, Hamilton chứng minh 
được rằng, dưới tác dụng của luồng Ricci, những đa tạp với độ cong dương sẽ tiến 
hóa tới những đa tạp mà độ cong không đổi ở khắp mọi hướng. 














Several stages of Ricci flow on a 2D manifold. 
(Một số giai đoạn của luồng Ricci tác động lên một đa tạp 2 chiều). 


8 Đặt tên Ricci để tưởng nhớ nhà Toán học người Ý tên là Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925), người phát minh 
ra phép tính tensor (Tensor Calculus) được sử dụng trong các phương trình vi phan. 


Trong khi nghiên cứu những đa tạp dưới tác dụng của luồng Ricci, Hamilton gặp 
phải một vấn nạn. Đó là những hiện tượng kỳ dị (singularites) có thể xuất hiện. 
Chúng xuất hiện khi độ cong phát triển trong nhiều hướng khác nhau với vận tốc 
khác nhau. Suốt gần 20 năm, Hamilton vẫn không giải quyết được hiện tượng kì 
dị này. 


Grigori Perelman và Dự đoán Poincaré. 





LÊ ¿ 
agi 


Grigori Perelman (1966 - ), râu rậm, mày rậm, móng tay dài, hình ảnh của một người 
như bước ra từ sách Cựu Ước. 


Grigori Perelman sinh năm 1966 tại Saint Petersburg (Nga), trong một gia đình có 
nguồn gốc Do thái. Một tháng sau ngày sinh nhật thứ 16, Perelman đã làm giới 
Toán học chú ý khi chàng đoạt Huy chương Vàng trong kỳ thi Toán quốc tế dành 
cho học sinh trung học tổ chức tại Budapest năm 1982. Chàng đã trả lời 6 bài toán 
không một chút sai sót và đạt điểm tối đa là 42 điểm. Năm 1990, Perelman lấy 
bằng Tiến sĩ với đề tài luận án là Saddle Surfaces in Euclidean Spaces (Các mat yên 
ngựa trong không gian Euclid). Chàng tân Tiến sĩ có được một việc làm tại Viện 
Toán Steklov ở ngay tại thành phố quê hương của chàng. 


Một vài năm sau Perelman xin được học bổng đi học tập và nghiên cứu ở Mỹ. Ông 
đến Mỹ vào mùa Thu năm 1992, rồi xin ngay được một chỗ trong viện Toán học 
Courant, thuộc Đại học New York. Ở đây Perelman có một đồng nghiệp và cũng 
là bạn người Mỹ gốc Trung hoa tên là Gang Tian’. Tian va Perelman thường tham 
dự các seminars tổ chức tại Viện Nghiên cứu Cao cấp Princeton (Tian lái xe chở 
Perelman). Một hôm Richard Hamilton được mời tới nói chuyện về vấn đề đang 


? Gang Tian, âm Hán Việt đọc là Điền Cương (1958 - ), hiện là giáo su ĐH Princeton, chuyên gia về Giải tích-Hinh 
(Geometric Analysis). 
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“nóng”: Luồng Ricci. Mặc dù không phải vấn đề mình đang nghiên cứu, nhưng 
Perelman đã từng đọc nhiều bài báo của Hamilton, nên khi nghe Hamilton nói, 
Perelman bị lôi cuốn ngay. 

Mùa Thu năm 1993, Perelman nhận được học bổng Miller Fellowship 2 năm tai 
Đại học California, Berkeley. Thời gian này Perelman đã có nhiều thành quả đáng 
ngạc nhiên trong lãnh vực Hình học. Ông đã có một lời giải ngắn và đẹp cho một 
bài toán chưa có lời giải trong 20 năm nay: Cheeger and Gromoll's soul conjecture. 
Trong giới Toán học ở đây, ông được xem là một siêu sao mới xuất hiện. Phải công 
nhận là người ta khó nhận ra “hạt ngọc” này vì ông không bận tâm đến việc viết 
và công bố những kết quả làm được. Có thể ông nghĩ rằng những việc làm này 
chẳng có gì quan trọng và không cần thiết phải công bố, ông chỉ báo cho các đồng 
nghiệp biết thôi. Trong môi trường mà khẩu hiệu “công bố hay là bị đào thải” 
(publish or perish) đang lưu hành trong trường Đại học Mỹ, người ta đã phải chừa 
Perelman ra như một trường hợp ngoại lệ hiếm hoi. 


Năm 1994, Perelman được mời đến nói chuyện tại Đại Hội các nhà Toán học Thế 
giới tại Zurich??. Bài nói của ông nhận được sự chú ý của các chuyên gia. Hai năm 
sau, hội Toán học Châu Âu tặng ông một giải thưởng như một cách giúp đỡ ông về 
tài chánh. Cứ bốn năm một lần, hội này vinh danh một nhà Toán học trẻ tuổi có 
nhiều hứa hẹn đi kèm một giải thưởng lớn. Anatoly Vershik, một đồng nghiệp lớn 
tuổi của Perelman ở viện Steklov, gợi ý với ủy ban tuyển chọn nên chọn Perelman 
vì ông là người xứng đáng nhất được nhận giải thưởng này. Vershik nghĩ rằng 
mình đã có một cơ hội giúp đỡ Perelman. Nhưng ông ta đã lầm, Perelman đã từ 
chối giải thưởng ấy!!. 

Về lai Berkeley, Perelman bắt đầu quan tâm đến Dự đoán Poincaré. Hamilton có 
qua bờ Tây Hoa kỳ (chủ yếu là ở California) diễn thuyết nhiều lần về luồng Ricci. 
Trong những lần thuyết trình ấy, Hamilton có nhấn mạnh rằng các phương trình 
vi phân của ông có thể dẫn đường tới chứng minh Dự đoán Poincaré. Cái điều cần 
phải giải quyết là hiện tượng ky dị điếu xi gà (cigar singularity), nhưng chướng ngại 
vật này quá khó Hamilton chưa vượt qua được. 


Thời gian được hưởng học bổng ở Mỹ sắp kết thúc, Perelman phải nói lời tạm biệt 
với các bạn và đồng nghiệp. Trước đó có nhiều trường Đại học vào hàng đầu nước 
Mỹ mời đón, thí dụ như BH Stanford, DH Princeton, nhưng Perelman từ chối tất 
cả. Perelman trở về quê nhà, Perelman trở về với Viện Sketlov, và ông ra khỏi tầm 


10 Được mời nói chuyện trước Đại Hội các nhà Toán học Thế giới (ICM) là một vinh dự rất lớn dành cho một số it 
nhà Toán học đã thành danh trên thế giới. 

11 Vershik giải thích cho Perelman rằng hội Toán học Châu Âu chọn Perelman tặng giải thưởng vì những nghiên cứu 
của Perelman đã và đang làm. Khi biết được ai là người trong ban tuyển chọn, Perelman từ chối giải thưởng vì 
“những vị này hiểu gì về những việc tôi đang làm.” (George Szpiro. Poincaré’s Prize). 
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nhìn của thế giới Toán học. Gần như đơn độc, Perelman âm thầm làm việc với Dự 
đoán Poincaré. 


Tám năm sau, một hôm Perelman cho rằng thời gian đã tới. Không trao đổi với ai, 
không tham khảo với ai, Perelman tự xác định rằng ông đã giải được bài toán 
Poincaré. Ông bắt đầu viết một loạt ba bài báo, không những cung cấp lời giải cho 
Dự đoán Poincaré mà còn lời giải cho dự đoán nhiều tham vọng hơn: Dự đoán 
Hinh-hoc-hóa Thurston. Ca ba bài đều cho đăng lén arXiv.org!2. 


Bài báo thứ nhất của Perelman xuất hiện vào ngày 11 tháng 11 năm 2002, dài 39 
trang (và là bài dài nhất trong 3 bài) với nhan đề “The entropy formula for the Ricci 
flow and its geometric applications.” Cuối trang thứ nhất ở phần ghi chú, 
Perelman viết nhiệm sở là chỉ nhánh Viện Sketlov tại Saint Pertersburg. Phần tài 
trợ viết: “Tiền tôi dành dụm trong thời gian làm việc ở Viện Courant trong mùa 
Thu 1992, ở SUNY?müa Xuân 1993, và ở UC Berkeley 1993-1995. Tôi xin được 
cám ơn những ai đã tạo điều kiện cho tôi để có những cơ hội này." Trong phần 
tham khảo, Perelman có liệt kê 10 bài báo của Hamilton. 


Vào tháng 3 năm 2003, tức là 4 tháng sau, Perelman cho công bố bài báo tiếp theo 
với tựa đề “Ricci flow with surgery on three-manifolds.” Bài báo dai 22 trang với 
nội dung gồm những kỹ thuật chuyên môn, một số đính chính, và một số chỉ tiết 
nối tiếp bài báo trước. Một lần nữa, 5 bài báo của Hamilton được ghi ra trong 
phần tài liệu tham khảo. 


Ngày 17 tháng 7 năm 2003, Perelman cho công bố bài báo thứ ba (bài báo cuối 
cùng) chỉ dài có 7 trang với tựa đề “Finite extinction times ƒor the solutions to the 
Ricci flow on certain three-manifolds.” Day mới là trận chiến với “con quái vật”. 
Nội dung bài này đưa ra những chỉ dẫn để chứng minh Dự đoán Poincaré cụ thể, 
(còn chứng minh Dự đoán Hình-học-hóa Thurston đã được trình bày trong bài báo 
thứ nhất rồi). 


Perelman đã kết thúc một thành tựu to lớn của lịch sử Toán học. Perelman không 
nói thêm một lời nào có tính hả hê thỏa mãn gì cả, làm như là ông chỉ liệt kê một 
cách bình thản các sự kiện đã có sẵn. 

Qua email, Perelman gởi tới một số bạn đồng nghiệp thông báo về các công bố 
của mình. 


12 arXiv.org là một trang trên Internet dành đăng những bài viết về Toán, Vật lý, Khoa học máy tính,...không phải là 
một tờ báo chuyên ngành bậc cao. 
13 State University of New York. 


12 


Kỳ công của Perelman được loan truyền rất nhanh ra khắp thế giới. Hãy điểm qua 

vài tiêu đề trên các phương tiện truyền thông báo chí thời đó: 

e Mót người Nga thông báo đã giải được bài toán nổi tiếng nhất (The New York 
Times). 

e Bài Toán lớn nhất đã được giải xong (The Wall Street Journal). 

e Thé giới xôn xao vi bài toán Poincaré đã được giỏi xong (Science). 

e Bai todn lớn nhất dá được giỏi xong (BBC). 

e Mót người Nga có thể dà giải xong bi ẩn lớn nhất của Toán hoc (CNN). 

e Du doûn Poincaré đã được giải — lần này là thực (Math World). 


Ngay cá Hamilton (người tao ra luồng Ricci) cũng phải chú y. Mới đầu, ông bỏ 
ngoài tai tin tức về những bài báo của Perelman. Trong gần 100 năm lịch sử của 
bài toán Poincaré, có không ít lần người ta cũng đã loan tin rầm rộ trên báo chí là 
bài toán Poincaré đã được giải xong, kể cả những thông tin chắc nịch và đơn giản 
như kiểu của Perelman. Nhưng một thời gian ngắn sau đó, người ta phát hiện ra 
lỗi, hoặc do tính toán hoặc do lý thuyết. Trước sự háo hức quá mức của nhiều 
người, Perelman được mời qua Mỹ để tự mình trình bày chứng minh của mình. 
Và ông ta nhận lời. 





Grigori Perelman đang giải Dự đoán Poincaré tại giảng đường Weaver Hall vào ngày 25 tháng 4 
năm 2003 (Photo: FRANCES M. ROBERTS). 


Ở đâu Perelman cũng được đón chào mỗi một khi ông xuất hiện. Có người đến từ 
nơi rất xa. Nhưng có một sự vắng mặt rất đáng ghi nhận, đó là sự vắng mặt của 
Richard Hamilton. Ông chưa đến dự bất cứ một cuộc thuyết trình nào của 
Perelman, ngay cả ở MIT, ở Princeton hay là ở Stony Brook, những nơi mà 
Hamilton đã từng làm việc. Điều này làm Perelman thất vọng, vì lúc nào Perelman 
cũng coi mình như là học trò của Hamilton, hơn nữa trong các bài báo của 
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Perelman, danh sách tài liệu tham khảo bao giờ cũng có ghi sách vở và các bài báo 
của Hamilton. 

Sau thời gian đi thuyết trình ở một số trường Đại học nổi tiếng ở Mỹ, Perelman 
trở về lại quê nhà, từ chối mọi lời mời cộng tác với quyền lợi vật chất rất hậu hỷ. 


Suốt 3 năm sau đó chưa ai tìm thấy một lỗi nghiêm trọng nào trong ba bài báo của 
Perelman được công bố trên arXiv.org, có thể có nhiều chỗ tối tam do thiếu dẫn 
giải, cần phải có thêm giải thích, nhưng chắc chắn là không có lý luận hoặc phương 
pháp nào sai cả. 


KK K K K K 


Chuyên hâu Perelman. 


Sau khi tạo nên môt cơn lốc trên nước Mỹ rồi biến mất trong muôn trùng người 

Nga ở Saint Persterburg, Perelman đã để lại sau lưng một kho kiến thức với những 

phương pháp và công cụ mới làm cho bao nhiêu nhà Toán học trên thế giới phải 

bận rộn trong nhiều năm. 

Đã có không dưới ba nhóm, mỗi nhóm gồm 2 nhà Toán học đầy tài năng, làm việc 

tận lực trên cái di sản của Perelman. Ta có thể kể ra sau đây: 

e John Morgan thuộc Dai hoc Columbia va Tian Gang (Điền Cương) thuộc Viện 
MIT. 

e Bruce Kleiner và John Lott cả hai thuộc Đại học Michigan. 

e Cao Huai-Dong (Tào Hoài Đồng) thuộc Đại hoc Lehigh Pennsylvania và Zhu Xi- 
Ping (Chu Hi Bình) thuộc Đại học Sun Yat-Sen (Tôn Dật Tiên), Trung Hoa. 

Ngoài ra, Richard Hamilton, người khai sinh ra luồng Ricci, cũng xắn tay áo lên để 

góp công vào việc nghiên cứu trên. Ông thành lập một nhóm gồm thêm hai nhà 

Toán học khác: Gerhard Huisken thuộc Viện Vật lý-Thiên văn Max Planck, Berlin 

và Tom Ilmanen thuộc Viện Kỹ thuật ETH (Eidgenössische Technische Hochschule) 

Zũrich, Thụy sĩ. 


Cả 4 nhóm đều tích cực đọc, nghiên cứu, tính toán lại từng trang của công trình 
của Perelman công bố trên Internet bởi vì các bài viết của Perelman quá cô đọng. 
Nó chỉ chứa tinh chất, thiếu một số bước dẫn giải và có nhiều điều Perelman không 
nói ra. 


Tất cả các nhà Toán học nói trên làm việc tận lực trong 3 năm, cho đến mùa Hè 
năm 2006 thì một số kết quả bắt đầu được trình với công chúng. 
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Gang Tian (sinh năm 1958), nhà Toán học Mỹ gốc Trung Hoa, GS Viện MIT 
và John Morgan (sinh năm 1946), nhà Toán học Mỹ, GS Viện MIT. 





American Matematica! Society = (if) =< M = 


Sách Luồng Ricci và Dự đoán Poincaré của John Morgan va Gang Tian. 


Sách dày 473 trang nhằm trả lời câu hỏi: Có phải Perelman đã chứng minh được 
Dự đoán Poincaré không? Nếu phải thì chứng minh như thế nào? 





Còn đây là trang đầu của bài báo dài 159 trang của Kleiner và Lott tập trung giải 
thích, kiểm chứng những gì Perelman đã viết về Dự đoán Hình-học-hóa Thurston. 
Bài báo xuất hiện trên arXiv.org vào tháng 5 năm 2006, trước sách của Morgan và 


Tian hai tháng. 
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John Lott (sinh năm 1959), nhà Toán học Mỹ, GS ĐH Michigan 
và Bruce Kleiner, nhà Toán học Mỹ, GS ĐH Michigan. 


mo 


Notes on Perelman’s papers 


BRUCE KLEINER 
JOHN LOTT 


These are detailed notes on Perelman’s papers “The entropy formula for the Ricci flow 
and its geometric applications” [46] and “Ricci flow with surgery on three-manifolds” 
[47]. 


57M40, 57M50; 53C21, 53C44 


1 Introduction 


These are notes on Perelman’s papers “The Entropy Formula for the Ricci Flow and its 
Geometric Applications” [46] and “Ricci Flow with Surgery on Three-Manifolds' [47]. 
In these two remarkable preprints, which were posted on the arXiv in 2002 and 2003, 
Grisha Perelman announced a proof of the Poincaré Conjecture, and more generally 
Thurston’s Geometrization Conjecture, using the Ricci flow approach of Hamilton. 
Perelman’s proofs are concise and, at times, sketchy. The purpose of these notes is 
to provide the details that are missing in [46] and [47], which contain Perelman’s 
arguments for the Geometrization Conjecture. 


Among other things, we cover the construction of the Ricci flow with surgery of [47]. 
We also discuss the long-time behavior of the Ricci flow with surgery, which is needed 
for the full Geometrization Conjecture. The papers of Colding and Minicozzi [23; 
24] and Perelman [48], which are not covered in these notes, each provide a shortcut 
in the case of the Poincaré Conjecture. Namely, these papers show that if the initial 
manifold is simply-connected then the Ricci flow with surgery becomes extinct in a 
finite time, thereby removing the issue of the long-time behavior. Combining this claim 
with the proof of existence of Ricci flow with surgery gives the shortened proof in the 
simply-connected case. 


These notes are intended for readers with a solid background in geometric analysis. 
Good sources for background material on Ricci flow are Chow and Knopf [21], Chow, 
Lu and Ni [22], Hamilton [30] and Topping [60]. The notes are self-contained but are 
designed to be read along with [46; 47]. For the most part we follow the format of [46; 
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Có một âm mưu? 





Yau Shing-Tung (Khâu Thành Đồng) (sinh năm 1949), nhà Toán học Mỹ, gốc Trung hoa. 


Yau Shing-Tung là một nhà Toán học gốc Trung hoa. Ông tốt nghiệp Đại học Hong 
Kong năm 1966, rồi qua Mỹ làm Tiến sĩ ở Đại học California, Berkeley, dưới sự 
hướng dẫn của giáo su Chern Shiing-Shen (Trần Tỉnh Thân). Sau khi tốt nghiệp, 
ông về làm việc tại Viện Nghiên cứu Cao cấp Princeton và giảng dạy tại nhiều 
trường Đại học nổi tiếng khác. 

Trong thời gian này (1977-1978), Yau bắt đầu “tấn công” vào một số bài Toán quan 
trọng, thí dụ như dự đoán nổi tiếng của Calabi 14, Lý thuyết dây (String Theory), 
một lý thuyết rất mới của Vật lý hiện đại. Rồi ông chứng minh được Dự đoán khối 
lượng dương (Positive Mass Conjecture), dự đoán này có một ý nghĩa lớn trong lý 
thuyết tương đối tổng quát, và nhiều kết quả khác nữa. 

Với nhiều đóng góp cho Toán học, Yau nhận được rất nhiều phần thưởng cao quý. 
Ngoài Huy chương Fields năm 1982 (cùng với Thurston), ông nhận được giải 
thưởng Oswald Veblen cho Hình học năm 1981, giải thưởng của Hàn Lâm Viện 
Khoa học năm 1993 (và sau đó được tuyển chọn làm thành viên của Viện), giải 
thưởng Crafoord của Viện Hàn Lâm Khoa học Thụy Điển năm 1994. 


KK KK 


Cao Huai-Dong sinh năm 1959 tai Jiangsu, tốt nghiệp tai Dai hoc Tsinghua, Bắc kinh 
năm 1981 và Tiến sĩ tại Đại học Princeton năm 1986. 


14 Eugenio Calabi (1923 - ), nhá Toán học người Mỹ, góc Y, giáo su danh dự tại DH Princeton và M.LT., chuyên về 
Hình Vi phân và Phương trình Vi phân. Dự đoán Calabi nói về sự tồn tại của một loại không gian metric Riemann 
trên một đa tạp phức nào đó. 
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Zhu Xi-Ping thì không được biết tới nhiều ở ngoài nước Trung Hoa. Ông tốt nghiệp 
Đại học Sun Yat-Sen năm 1982, rồi lấy bằng Thạc sĩ cũng tại trường Đại học ấy. 
Năm 1989, ông lấy bằng Tiến sĩ tại Viện Nghiên cứu Wuhan (thuộc Hàn Lâm Viện 
Khoa học Trung Hoa). Cả hai nhà Toán học Trung hoa này đều là học trò của Yau 
và được Yau yêu cầu viết lại các bài báo của Perelman như nhóm bốn nhà Toán 
học Mỹ (nói ở trên) đã và đang làm. 


Tờ báo The Asian Journal of Mathematics - tổng biên tập là Yau Shing-Tung - số 
ra tháng 6 năm 2006 cho ra bài báo của Cao Huai-Dong và Zhu Xi-Ping với tiêu 
đề: “A complete proof of the Poincaré and Geometrization conjectures — 
Application of the Hamilton-Perelman theory of the Ricci flow.” (Một chứng minh 
đầy đủ cho các dự đoán Poincaré và Hình-học-hóa — Áp dụng lý thuyết luồng Ricci 
của Hamilton và Perelman). Bài báo dài 326 trang chiếm toàn bộ số báo ấy. 

Tân Hoa Xã mau chóng nhảy vào cuộc với câu chuyện như sau: 


Bắc Kinh ngày 4 théng 6. Một nhà Toán học hàng đầu Trung Hoa, gido sư 
Yang Le, hôm chúa nhật có nói rằng hai nhà Toán học Trung Hoa đã làm 
được một việc thế gian hi hữu là giải được bài toán khó nhất thế giới: bài 
Toán Poincaré. Tên hai nhà Toán hoc này là Zhu Xi-Ping va Cao Huai-Dong. 
Họ đã kết thúc bài toán đã làm bận trí nhiều nhà Toán học trên thế giới trong 
suốt 100 năm qua. Perelman chi đưa ra vài chỉ hướng nhưng không đưa ra 
lời giải cụ thể. 


Tiếp theo là tờ Nhân Dân Nhật Báo phụ hoa: Các nhà Toán hoc hàng đầu Trung 
Hoa đã giải xong Dự đoán Poincaré. 


Trong khi đó các Tòa Đại sứ Trung Hoa trên khắp thế giới đều đồng loạt đưa tin 
trên các Website của mình: Các nhà Toán hoc Trung Hoa đã giải được bài toán 
toàn cầu. 


KK KK KK 


Đại hội các nhà Vật ly thế giới diễn ra tại Bắc Kinh từ ngày 19 tháng 6 đến ngày 24 
tháng 6 năm 2006. Chủ đề Đại hội này là Lý thuyết về dây (String Theory). Lấy lý 
do Yau là người có nghiên cứu về mặt lý thuyết vấn đề này nên người ta đã đưa 
Yau vào ban tổ chức Đại hội. Đại hội được khai mạc tại Nhân Dân Đại Lễ Đường 
một cách rầm rộ, với kèn trống tưng bừng. Nhà Vật lý huyền thoại Stephen 
Hawking được mời đọc diễn văn khai mạc trước 6 ngàn người tham dự. 


Chiều ngày thứ hai của Đại hội, một bài nói chuyện được quảng cáo rất rộng rãi là 
“Bai nói chuyện đặc biệt của Giáo su Yau. Trong dịp này Giáo sư Yau sẽ trình bay 
thành tựu của một nghiên cứu mới.” Sắp tới giờ nói chuyện, đại lễ đường đông 
kín khách mời gồm một số quan chức nhà nước và chừng 6 ngàn người tham dự. 
Giáo sư Yau trịnh trong bước lên diễn đàng và bắt đầu: 
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“Kính thưa quí bà, kính thưa quí ông, hôm nay tôi sẽ tường trình cho quí vị 
câu chuyện làm thế nào để khép lại một thời kỳ và mở ra một thời kỳ mới 
của Toán học. Nhưng trước hết cho phép tôi bắt đầu bằng một vài quan 
sát đơn giản.” 


Ông bắt đầu giới thiệu một cách “phổ thông” Dự đoán Poincaré. Rồi Yau nói tới 
Hamilton và luồng Ricci. Yau nói về đặc điểm của sự đóng góp của Perelman là rất 
quan trọng, và rằng chứng minh được Dự đoán Poincaré và Dự đoán Hình-học- 
hóa là nhờ công trình của Hamilton và sự bổ sung công trình này của Perelman. 
Yau kết thúc phần trình bày của mình, và đây mới là ý chính xuyên suốt mà Yau 
muốn nói: 


Trong các bài báo của Perelman, có rất nhiều ý then chốt chỉ được phác tháo, 
hoặc nói sơ qua, chứng minh không đầy đủ chi tiết hoặc thiếu sót. Bài báo 
mới đây của Cao và Zhu, đăng trong The Asian Journal of Mathematics 2006, 
là công trình đầu tiên đã đưa ra một chứng minh đầy đủ với mọi chỉ tiết cho 
Dự đoán Poincaré và Dự đoán Hinh-hoc-hóa. Hai tác gid đã thay thế một số 
chỗ tối nghĩa của Perelman bằng phương pháp riêng của mình. 


Bây giờ thì ý đồ đã rõ rồi. Yau muốn lấy chiếc Huy chương Fields từ cổ của 
Perelman! 


Buc minh vi những tiêu chuẩn thông thường đạo đức bị pha vỡ, Joan Birman, một 
nữ giáo sư ở Đại học Columbia, trút sự tức giận lên tờ báo của Hội Toán Học Mỹ, 
tờ Notices of the AMS, số tháng 1 năm 2007: 


“Những nhà Toán học thường thường rất rộng lượng với những sai trái cho 
dù hoi quá dáng, nhưng nếu đó là thái độ đen tối trong hành vi đạo đức thi 
không thé tha thứ được, đặc biệt là khi nó xuất phat từ những người rất có 
tài. Trong vấn đề bài bdo của Cao và Zhu, sự bình duyệt (peer review)!5 là 
một động thái trung thực của nghề nghiệp, đã bị ném qua cửa sổ.” 


Bà kết luận: 


“Cả cộng đồng chúng ta đã nhận từ công chúng một vết đen rất đáng buồn.” 


Trong khi mọi việc đang diễn ra như thé, thì tờ The New Yorker, sõ ra ngày 22 
tháng 8 năm 2006, cho đăng một bài báo nói về Poincaré và Perelman của Sylvia 
Nasar?¢ va David Gruber. Ngoài phần phỏng vấn đặc biệt với Perelman, bài báo kể 


15 Sự bình duyệt (peer review) là cách thông thường dùng để đánh giá một công trình nào đó để bảo đảm tính đúng 
đắn, tính trung thực, và độ tin cậy của công trình. Sự bình duyệt do một tập thể những người có chuyên môn cao 
của lãnh vực chuyên môn của công trình thực hiện. (L.Q.A) 

16 Sylvia Nasar là tác giả cuốn sách nổi tiếng (đã được dựng thành phim): The Beautiful Mind. 
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lại sự tham gia của Yau vào câu chuyện cùng những động cơ đen tối có thể có. Các 
tác giả bài báo mô tả Yau là một con người đứng tuổi kiêu ngạo, rất có khả năng 
chuyên môn, chiến đấu cho vị trí và danh tiếng của mình. Bài báo dài 14 trang đi 
kèm với một hình hí họa (caricature) môt tả Yau cố kéo cái Huy chương Fields đeo 
ở cổ Perelman. Bài báo ra đúng vào ngày khai mạc Đại Hội các nhà Toán học Thế 
giới (ICM), ngày 22 tháng 8 năm 2006. 


tapon 


A, se) Lo 





Đại Hội các nhà Toán hoc Thé giới tại Madrid, Tây Ban Nha. 


Đại Hội các nhà Toán học Thế giới (International Congress of Mathematicians viết 
tắt là ICM) được tổ chức dưới sự bảo trợ của hội Toán học Thế giới (Internatinal 
Mathematical Union viết tắt là IMU). Đại Hội lần thứ nhất được tổ chức tại Zurich, 
Thụy Sĩ, năm 1897, lần thứ hai tại Paris, năm 1900. Rồi từ đó trở đi, Đại Hội diễn 
ra cứ 4 năm một lần, trừ thời gian gián đoạn giữa hai cuộc Thế Chiến. Trái với 
hàng trăm hội nghị chuyên đề Toán học diễn ra mọi nơi trên thế giới với quy mô 
nhỏ giữa những nhà Toán học cùng chuyên ngành với nhau, Đại Hội ICM rất quy 
mô, quy tụ hàng nghìn nhà Toán học với đủ các chuyên ngành. Đây là cơ hội để 
các nhà Toán học khác chuyên ngành có dịp gặp gỡ và trao đổi kiến thức, và cũng 
có thể hòa nhịp với nhau. Đại Hội đầu tiên hơn một thế kỷ trước tại Zurich có 204 
nhà Toán học nam và 4 nhà Toán học nữ gặp nhau, nay sau một thế kỷ, con số trở 
nên to lớn hơn nhiều. 


Đại Hội lần này được tổ chức tại Madrid, thủ đô Tây Ban Nha, vào ngày 22 tháng 
8 năm 2006. Sự kiện chính yếu của Đại Hội là buổi lễ khai mạc, ở đó vua Juan 
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Carlos |, vua nước Tây Ban Nha, sé trao Huy chương Fields cho 4 nhà Toán học. 
Huy chương Fields được thế giới xem như giải Nobel của Toán học, giải thưởng 
cao quý nhất của Toán học dành cho những nhà Toán học xuất sắc nhất không quá 
40 tuổi. Mặc dù số tiền thưởng không là bao nhiêu so với số tiền thưởng của giải 
Nobel, nhưng việc chọn lựa người được giải - tối đa là 4 người cho mỗi Đại Hội 4 
năm một lần - khó khăn hơn nhiều. Tên tuổi những người được giải được giữ kín 
cho đến phút chót. Việc giới hạn tuổi không quá 40 được ICM giải thích là nhằm 
khuyến khích các tài năng trẻ. 


Nhiều tháng trước khi Đại Hội diễn ra, một ủy ban — mà tên các thành viên được 

giữ kín - gồm 9 nhà Toán học giỏi nhất thế giới đại diện đủ các ngành của Toán 
học, đã đọc kỹ các công trình của khoảng hơn 10 ứng viên sáng giá nhất. Cuối 
cùng, vào cuối tháng 5, họ đã chọn được 4 người nổi trội nhất trong số những 
người được đề cử ấy. 


Trách nhiệm đứng đầu Đại Hội ICM lần này được giao cho Sir John Ball, giáo sư Đại 
học Oxford, chủ tịch hội Toán học Thế giới. Ông cũng là người đứng đầu ủy ban 
tuyển chọn người được trao tặng Huy chương. Ủy ban của Sir John Ball đã chọn 
được các nhà Toán học sau đây: 


1. Terence Tao từ trường Đại học California, Los Angeles (Mỹ), 31 tuổi, người 
Úc gốc Trung hoa, đã từng là thần đồng. 

2. Andrei Okounkov, từ trường Đại hoc Princeton (Mỹ), người Nga. 

3. Wendelin Werner từ Đại học Paris-Sud, người Pháp, sinh đẻ tại Đức. 

4. Grigori Perelman, người Nga, không có nhiệm sở, trước đây làm việc tại Viện 
Toán học Steklov, thuộc Viện Hàn Lâm Khoa học Saint Petersburg, đã từ 
nhiệm nhiều tháng trước. 


Được báo trước tính khí đặc biệt của Perelman và lo sợ chương trình kế hoạch 
buổi lễ trao Huy chương Fields có thể bị trở ngại, đích thân Sir John Ball phải bay 
qua Saint Pertersburg tìm gặp Perelman trước một tháng để bàn bạc. 

Một cuộc gặp công khai giữa Perelman và Sir John Ball, chủ tịch hội Toán học Thế 
giới, sẽ làm mất đi sự bí mật về tấm Huy chương Fields (trước khi khai mạc buổi 
lễ), cho nên cả hai sẽ gặp nhau ở một nơi vắng vẻ ít người biết, để nói chuyện. Sir 
Ball nhận ra rằng chuyện mình lo ngại trước đây nay đã thành sự thực. Suốt trong 
hai ngày, Perelman vui vẻ đưa ông chủ tịch đi dạo khắp mọi nơi ở miền quê nơi 
chàng sinh trưởng, nhưng khi đụng đến ý chính của Sir Ball, chàng vẫn giữ thái độ 
cứng rắn. Chàng không muốn nhận Huy chương Fields, kể cả nhận danh dự nhưng 
vắng mặt trong buổi lễ, theo đề nghị cuối cùng của Sir Ball. 


Nếu ông ta không cần danh tiếng, không cần ai công nhận, thì có thể tiền lôi kéo 
được ông? Có thể có động cơ này chăng? Viện Toán học Clay ở Boston, được một 
doanh nhân giàu có tên là Landon T. Clay sáng lập và bảo trợ, có mục đích "phát 
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triển và phổ biến Toán học”. Viện sẽ tặng giải thưởng một triệu dollars cho ai giải 
được một trong 7 bài toán của Thiên Niên kỷ!”. Dự đoán Poincaré là một trong 
những bài toán ấy. Đối với Perelman, giải thưởng này đã dành sẵn và vẫn còn đó, 
chỉ chờ ông đem về. Những gì ông cần làm theo thủ tục là làm cố một chút nữa để 
nhận nó, đó là cho đăng bài viết của mình lên một tờ báo có tiếng và được giới 
Toán học công nhận. Thật là hết sức ngạc nhiên, nhà Toán học người Nga này 
không muốn làm theo yêu cầu trên. Ông ta chỉ “ném” ba bài báo của mình lên 
Internet và chỉ làm có vậy thôi, một triệu dollars hay không một triệu dollars không 
thành vấn dé. 

Sau những ngày tháng 8 năm 2006, người ta không tìm ra Perelman nữa. Trước 
đây ông sống cùng mẹ trong một khu tập thể bình dân ở ngoại ô thành phố Saint 
Petersburg. Nay người ta không biết ông rời căn hộ từ lúc nào và đi ẩn nơi đâu. 
Cư dân Saint Petersburg có hàng triệu, nước Nga thì rộng mênh mông.... 





| know how to control the Universe. 
Why would I run to get a million, tell 
me? 


= Grigoni Perelman — 


AZ QUOTES 





Tôi biết cách kiểm soát vũ tru. Tai sao tôi lai phái tranh dua để kiếm một triệu, nói di? 


California, mùa Xuân năm 2018. 


©lequanganh 2018. 


V 1. P versus NP 


NOM > &w MN 


. The Hodge conjecture 

. The Poincaré conjecture (solved) 

. The Riemann hypothesis 

. Yang-Mills existence and mass gap 

. Navier-Stokes existence and smoothness 

. The Birch and Swinnerton-Dyer conjecture. 
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Đi tìm thiên tai Toán học bí ẩn người Nga: 
Grigori Perelman 


Bài viết của Brett Forrest 
(The Telegraph 22 tháng 8 năm 2012) 


Tôi chưa bao giờ là một thám tử, nhưng tôi biết phải làm gì. Chỉ cần có một cuốn sách, 
mua vài miếng bánh mì kẹp thịt, mở radio, và tỉnh táo ngồi chờ mục tiêu của mình: Grigori 
Yakovlevich Perelman. 

Tôi đến đây để phỏng vấn ông ấy, nhưng tôi biết là không dễ: Perelman sống ẩn dật xa 
lánh mọi người và nhất là rất ghét báo giới. 

Đó là một người đàn ông 46 tuổi, hơn sáu năm về trước nổi tiếng khắp thế giới vì đã giải 
được một bài toán mà 100 năm trước đó chưa ai giải được: Dự đoán Poincaré. Dự đoán 
này liên quan đến Hình học trong không gian đa chiều, giải thích phần nào đó hình dạng 
vật thể trong vũ trụ, có ít nhiều liên hệ đến Vật lý lượng tử và Thuyết tương đối. 

Sau năm 2006, Perelman cắt đứt liên lạc với bạn bè, đồng nghiệp và ngưng làm Toán. Ông 
không buồn cắt tóc, tỉa râu và cắt móng tay. Ông là người đầu tiên từ chối Huy chương 
Fields cao quý mà người ta tặng thưởng cho ông vì giải được bài Toán thế kỷ. Và thế giới 
cũng vô cùng ngạc nhiên khi ông từ chối tiền thưởng 1 triệu dollars của Viện Toán học 
Clay, Boston. Ông đã từng nói với vài người bạn thân: “Tôi đã có được cái tôi cần.” Qua 
khung cửa sổ, ông đã từng nói với một phóng viên Nga: “Tôi không muốn người ta xem 
tôi như con thú trong sở thú.” 

Còn tôi thì tôi rất muốn được gặp ông, chia sẻ sự vinh quang của ông. Điều tôi biết phải 
làm gì là bay sang Nga, tìm cho ra chỗ ở của ông ấy và đợi cho tới khi ông ấy xuất hiện. 
Trước khi bay, tôi đã điện thoại cho Sergei Kislyakov, đang là giám đốc Viện Toán học 
Steklov, nơi mà trước đây Perelman đã từng làm việc, nhờ giúp đỡ. Kislyakov nói: “Anh 
sẽ thất vọng vì Perelman không muốn nói chuyện với ai cả. Đặc biệt là ông ấy rất ghét 
báo giới.” Không biết vì sao khi nghe thế ý muốn của tôi lại càng tăng thêm mãnh liệt 
hơn. 

Tôi đến đây vào mùa Xuân. Trạm Kupchino là trạm cuối của tuyến xe điện màu xanh. Kế 
hoạch của tôi là mướn một căn phòng đâu đó trong khu vực này để dễ quan sat cái chung 
cư mà Perelman ở. Tôi hỏi nhân viên nhà nghỉ: “Trong khu này có một nhà Khoa học nổi 
tiếng nào không?” Ông trả lời một cách lơ đểnh: “Ông ấy sống đâu đó bên kia.” Tôi hỏi 
tiếp: “Thế ông có thấy ông ấy lần nào chưa?” Trả lời: “Có, tôi thấy trên TV, ông ấy đi cùng 
vớiPutin.” : . 
Tôi thuê một chiếc Hyundai, đậu bên đường rồi nhìn người lên xuống xe điện. Xóm này 
cư dân nghèo, rất nghèo. Câu hỏi cứ lón vôn trong đầu tôi rằng tại sao ông ấy không nhận 
Huy chương Fields và quay lưng đi với 1 triệu dollars? Tại sao ông ấy lại không trả lời câu 
nào với báo chí? 

Rồi tôi đã nhìn ra ông ấy. Kia, đúng là Perelman. Rau đó, tóc đó, đi bên cạnh ba Lyubov, 
mẹ của ông ấy. Là Perelman, không thể sai được. Họ đi xuống xe, băng qua một cái sân 
rộng để vào căn chung cư bên trong. 
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Khóa xe, tôi vội đi theo. Tôi biết Perelman nói tiếng Anh giỏi, nhưng tôi sẽ nói tiếng Nga 
cho tự nhiên hơn. Khi đi tới ngang tầm Perelman, tôi nói: “Grigori Yakovlevich, phải anh 
đó không?” Anh quay mặt nhìn tôi. Tôi nói tiếp: “Xin lỗi, tôi không muốn làm phiền anh, 
nhưng tôi đến từ Mỹ và muốn nói chuyện với anh.” Nhìn gần thấy Perelman cao khoảng 5 
ft 10 in và trông không dữ như tôi tưởng tượng. Perelman nói, âm sắc hơi cao: “Ông là 
nhà báo?” Tôi lắc đầu. Ông ta nói tiếp: “Tôi không trả lời phỏng vấn.” Tôi nói: “Tôi biết.” 
Perelman và mẹ dừng lại, cả hai nhìn tôi từ đầu đến chân. Tôi nói đúng sách vở: “Trời 
hôm nay đẹp quá.” Cả hai phá lên cười, tôi cũng cười theo. Có vẻ như sự việc bắt đầu dễ 
dàng hơn. 

Ba Lyubov mang mắt kiến dày, đội mũ trùm tai. Bà hỏi tôi : "Sao ông biết chúng tôi sóng 
ở đây?” Tôi trả lời: “Tôi ngồi trên xe, bên kia đường, quan sát và đợi.” Bà vui vẻ nói: “Thật 
sao?” Perelman thận trọng hỏi: “Ông là người Nga?” Tôi lắc đầu: “Không, Mỹ.” 

Tôi biết đã đến lúc tôi phải hỏi những gì cần hỏi. Tôi nói: “Anh có phiền không nếu chúng 
ta đi bộ lanh quanh một chút?” Perelman nhìn trời, nhìn xuống, rồi nhún vai không trả lời. 
Bà mẹ vội vàng nói: “Nếu là bắt đầu cuộc phỏng vấn thì thôi đi.” Perelman vòng tay qua 
vai bà và nói: “Không sao, mẹ. Minh đi bộ chút xíu nữa.” Tôi nghĩ rằng tôi có thể hỏi câu 
gì đó dự trù trước được rồi. Tôi hỏi: “Tôi có nghe nói bây giờ anh không còn làm Toán 
nữa, vậy anh đang làm gì?” Perelman nói: “Tôi rời bỏ Toán rồi. Bây giờ tôi làm gi thì tôi 
sẽ không nói với ông.” Tôi sắp hỏi tiếp một câu nữa thì Perelman đánh trống lãng: “Ông 
không phải người Nga thật sao? Ông nói tiếng Nga cứ như là ông sinh đẻ ở Nga.” Tôi cố 
gắng hỏi một câu nghiêm túc bởi vì chúng tôi sắp tới cửa chung cư rồi. “Anh rất có tời, lại 
còn trẻ, anh có ý định trở lại với Khoa học không?” Ông la làu bàu cái gì đó và nhún vai. 
Trước khi hai mẹ con bước vào cửa tòa nhà, tôi hỏi nhanh bằng tiếng Anh: “Rồi giai đoạn 
tiếp theo cuộc sống của anh sẽ thế nào?” Perelman dừng lại va nói: “Cái gì?” Tôi lặp lại 
câu hỏi. Ông ta làu bàu: “Tôi không biết.” Đến đó hai mẹ con bước vào trong bóng tối của 
hành lang chung cư. 
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Người xây nền Hình học cho lý thuyết tương đối của Einstein: 


Bernhard Riemann 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 





Bernhard Riemann (1826 — 1866). 


Ngày 10 tháng 6 năm 1854, một số các giáo sư Toán của trường Dai hoc Göttingen, 
dưới sự chủ trì của Friedrich Gauss, nhà Toán học hàng đầu của Đức, tụ họp lại để 
nghe một giảng viên trẻ tên là Riemamn trình bày bài Habilitation lecture! của 
mình. Tiêu đề của bài nói chuyện là Über die Hypothesen, welche der Geometrie 
zu Grunde liegen (Về những giá thuyết làm nền tảng cho Hình học). Hầu hết đều 
không hiểu nhiều những gì nhà Toán học trẻ tuổi nói, trừ Gauss tỏ ra rất ấn tượng 
và thích thú. Và một điều bất thường nữa là bài thuyết trình chỉ toàn bằng lời, 
không có một hình vẽ, không có một phương trình nào trên bảng cả. Một năm 
sau đó, Gauss qua đời. Mười năm sau giới Toán học mới bắt đầu hiểu dần ra nội 
dung của bài nói chuyện và cũng chính nội dung bài nói chuyện ấy sẽ mở ra một 
ngành Hình học mới — Hình hoc Riemann - làm nền tảng cho Lý Thuyết Tương đối 
của Einstein sau này. 


t Trước Thế chiến thứ nhất, ở Dai hoc Đức, một Tiến sĩ phải làm một công trình nghiên cứu dé có thể lấy chứng chi 
“Habilitation”, sau đó mới được tuyển vào làm “Privatdozent”, tức là giảng viên tập sự không lương. Tuy nhiên 
giảng viên này có thể được phép thu học phí (không nhiều) của sinh viên trong lớp của mình. Một thời gian sau, 
khi được xác nhận khả năng, giảng viên này được chính thức tuyển dụng làm “Extraordinarius” (phó giáo sư), rồi 
sau cùng là “Ordinarius” (giáo sư). 


Tên đầy đủ của người giảng viên trẻ ấy là Georg Friedrich Bernhard Riemann. Ông 
sinh ngày 17 tháng 9 năm 1826 tại Dannenberg thuộc vương quốc Hanover (ngày 
nay thuộc Liên Bang Đức). Bernhard Riemann là con thứ hai trong sáu người con 
của gia đình một mục sư Tin Lành nghèo thuộc nhánh Lutheran ở địa phận 
Breselenz. Bệnh lao lan quan trong dòng ho Riemann chuc chờ mang tai họa đến 
cho gia đình này. Mẹ của Bernhard chết sớm, ba chị em gái cũng lần lượt qua đời 
khi còn rất trẻ. Bernhard không có sức khỏe tốt như những đứa trẻ cùng trang 
lứa, có thể do vậy nên cậu rụt rè nhút nhát và ít hòa nhập với những người xung 
quanh. 


Ông Friedrich Riemann dạy các con ở nhà với sự trợ giúp của một giáo viên địa 
phương tên là Schulz. Năm 1840, 14 tuổi, Bernhard Riemann mới được gởi tới 
trường Lyceum ở Hanover. Thời gian này, Bernhard sống với bà nội, rồi hai năm 
sau - năm 1842 - bà mất, Bernhard được chuyển về trường Johanneum 
Gymnasium ở Lũneburg. Ở Trung học, Bernhard là một học sinh chăm học, giỏi 
các môn cổ ngữ (tiếng Hebrew) và Thần học, nhưng chưa tỏ ra xuất sắc ở môn nào 
cả. Tuy nhiên, Bernhard đặc biệt ưa thích Toán. Ông Hiệu trưởng nhận ra điều 
này và cho phép cậu học trò được đặc cách sử dụng sách trong thư viện riêng của 
ông. Có lần ông cho Bernhard mượn trọn bộ sách về Lý thuyết số của Legendre? 
và Bernhard đã đọc hết 900 trang sách ấy trong sáu ngày! ? 


Mùa Xuân năm 1846, Bernhard Riemann vào Đại học Göttingen. Mục sư Friedrich 
Riemann khuyến kích con trai học Thần học và Bernhard nghe lời cha. Tuy nhiên, 
chàng cũng có ghi tên tham dự thêm một vài lớp Toán. Bernhard thích thú đến 
nổi — trái với bản tính rut ré nhút nhát — xin cha cho đổi hẳn sang khoa Toán. Ong 
Friedrich Riemann bằng lòng, và mùa sau Bernhard trở thành học trò của Moritz 
Stern và Gauss. 


Thời ấy, Göttingen chưa phải là trung tâm Toán nổi tiếng nhất mặc dù ở đó có 
Gauss. Hơn nữa, ở đây Gauss cũng chỉ giảng dạy các lớp Toán căn bản và Gauss 
cũng chưa nhận biết Riemann là ai. Mùa Xuân năm 1847, Riemann chuyển về Đại 
học Berlin, ở đó có rất nhiều giáo sư nổi tiếng giảng dạy, như Jacob Steiner (1796 
— 1863), Carl Gustave Jacobi (1804 — 1851), Peter Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), 
Gotthold Eisenstein (1823 - 1852),...Những nhà Toán học này không những hấp 
dẫn sinh viên Đức mà họ còn thu hút nhiều sinh viên giỏi khắp Châu Âu. 


Đây là thời gian quan trọng nhất trong quá trình học tập của Riemann. Ông học 
được nhiều vấn đề mới về hàm phức nhiều biến và lý thuyết về hàm elliptic từ 


? Andrien-Marie Legendre (1752 — 1833) là một nhà Toán học Pháp, có nhiều đóng góp trong lãnh vực đa thức, các 
phép biến đổi, và lý thuyết số. Công trình của ông có nhiều ảnh hưởng lên Galois, Abel và cả Gauss nữa. 

3 Theo J. J. O'Connor and E. F. Robertson. 

^ Moritz Stern (1807 — 1894), nhà Toán học Đức, giáo sư tại DH Gottingen. Ông kế vi Gauss trong chức vụ trưởng 
khoa khi Gauss qua đời. 


Eisenstein, nhưng người có ảnh hưởng đậm nét nhất lên sự nghiệp của Riemann 
chính là nhà Toán học Lejeune Dirichlet do cách diễn đạt, cách suy nghĩ và cách 
đặt vấn đề mang phong cách Pháp rất phù hợp với Riemann’. 





Gotthold Eisenstein (1823 - 1852) và Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), hai nhà Toán 
học có ảnh hưởng trên sự nghiệp của Riemamn. 


Năm 1849 Riemamn trở về lại Göttingen để làm Tiến sĩ dưới sự hướng dẫn của 
Gauss. Thật ra tại Göttingen để giúp Riemann không chỉ có Gauss, mà còn có 
Wilhelm Eduard Weber$, Johann Listing’, hai giáo sư này cũng có ảnh hưởng nhất 
định trên luận án của Riemann nữa. Đề tài của Riemann liên quan đến lý thuyết 
hàm phức nhiều biến, và đặc biệt là các mặt mà nay ta gọi là mặt Riemann 
(Riemann surfaces). Qua đề tài này Riemann cũng giới thiệu phương pháp topo 
cho lý thuyết hàm phức. Công trình của Riemann được xây dựng trên những gì 
Cauchy đã làm nhiều năm trước. Tuy nhiên, Riemann có những nghiên cứu riêng, 
độc đáo hơn, về tính chất hình học của các hàm giải tích (analytic functions), các 
phép biến đổi bảo giác (conformal mappings) và sự liên thông giữa các mặt 
(connectivity of surfaces). 


Trong khi chứng minh một số kết quả, Riemann đã dùng nguyên lý biến phân 
(variational principal) mà ông ta gọi là nguyên lý Dirichlet (Dirichlet principle) bởi 
vì Riemann đã học được nó từ Dirichlet những ngày ở Berlin. Thật ra, nguyên lý 
này đã được Gauss, Green và Thomson dùng từ trước rồi. Luận án của Riemann 


5 Trong khoảng thời gian 1822-1826, Lejeune Dirichlet qua Paris, bấy giờ là trung tâm của Khoa học nói chung và 
Toán học nói riêng. Ông có dịp học tập và làm việc với các tên tuổi lớn của Pháp như Legendre, Fourier, 
Poisson,... Tháng 6 năm 1825, chỉ mới có 20 tuổi, ông được mời đến Viện Han Lâm Khoa học Paris để trình bay 
chứng minh định lý cuối cùng của Fermat với trường hợp n = 5 (Wikipedia). 

$ Wilhelm Eduard Weber (1804 —1891), nhà Toán-Vật ly Đức, nghiên cứu về Từ và Điện từ hoc. 

7 Johann Listing (1808 - 1882), nhà Toán học Đức, người đầu tiên dùng chữ Topology để chỉ một ngành của Hình 
học có từ trước Euler. 


được trình vào 16 tháng 12 năm 1851 và được Gauss cho là “phong phú một cách 
độc đáo.” (Theo J. J. O'Connor and E. F. Robertson). 
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Gauss muốn bổ nhiệm Riemann làm giảng viên tại Dai hoc Göttingen, và nhu vay 
Riemann cần phải hoàn tất thêm một số vấn đề khác để có được chứng chỉ 
Habilitation, điều kiện cần cho một giảng viên tại các Đại học Đức thời đó. (Xem 
ghi chú ở đoạn trước). Riemann đã mất 30 tháng để soạn ra ba đề tài theo điều 
lệ cho chứng chỉ này. Hai đề tài đầu liên quan đến những vấn đề về Giải tích mà 
Riemann rất tâm đắc, cụ thể là hàm số có thể biểu diễn bằng chuỗi lượng giác 
Fourier và điều kiện cho một hàm số có tích phân. Đề tài thứ ba liên quan đến 
Hình học. Riemann đệ trình cả ba bài viết cho Gauss để ông quyết định xem bài 
sẽ được chọn trình bày công khai trước Khoa và công chúng. Thông thường vị 
giám khảo chủ trì sẽ chọn bài thứ nhất, nhưng Gauss lại chọn bài thứ ba liên quan 
đến Hình học, trái với mong đợi của mọi người và của chính Riemann. Bài thuyết 
trình có tiêu đề là Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen 
(Về những giả thuyết làm nền tang cho Hinh hoc). Riemann thuyết trình bài này 
trước công chúng vào ngày 10 tháng 6 năm 1854. Đây là một trong những biến cố 
quan trọng trong Lịch sử Toán học. 


die Hypothesen, 


Welche der Geometrie zu Grunde liegen. 


| Über die 
UT Hypothesen, welche 


der Geometrie 
zu Grunde liegen 


vài Springer 





Ấn bản 1867 (DH Göttingen) và ấn bản 2013 (NXB Springer). 


Tại sao Gauss lại chọn bài thứ ba (thứ yếu) trong ba bài Riemann đệ trình? Làm 
sao ai biết được Gauss nghĩ gì. Dedekind, bạn và cũng là đồng nghiệp của 
Riemann, viết: “Gauss đã phá vỡ truyền thống xưa nay là chủ khảo chon bài thứ 
nhất của thí sinh. Có thé Gauss muốn biết xem nhà Toán học trẻ tuổi đối phó với 


8 Có thể xem nguyên bản tiếng Đức (dạng pdf) tại đây: 
https://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Riemann/Geom/Geom.pdf. 


vấn đề khó khăn này đến mức nào.” (Bernhard Riemann’s gesammelt Werke und 
swissenschlaftlicher Nachlass. 2" ed. 1892. Trích lại trong The Poincaré 
Conjecture by Donald O’shea, p 82). Thời gian Gauss tiếp xúc với Riemann không 
nhiều, nhưng Gauss rất ấn tượng về luận án Tiến sĩ của Riemann. Còn Riemann 
chắc chắn biết quá rõ Gauss và biết Gauss có nhiều ham thích về Hình học cũng 
như đã có nhiều khám phá độc đáo trong lãnh vực này. Ngoài ra Gauss còn tin 
tưởng ở Weber (một trong ba giáo sư cố vấn của Riemann), người đồng nghiệp tài 
năng trong lãnh vực Vật lý và Toán học, đã cùng Gauss nghiên cứu Hình học phi- 
Euclid. Có thể Gauss muốn biết Riemann chịu ảnh hưởng Weber đến mức nào 
chăng? 


Bài thuyết trình của Riemann là một mở rộng của những loại Hình học mà người 
ta biết được cho tới thời ấy - Euclid và phi-Euclid — được trình bày hầu hết bằng 
chữ, không có một kỹ thuật tính toán chuyên biệt nào cả. Nội dung này chính là 
phác thảo cho bộ môn mà ngày nay chúng ta gọi là Hình học Riemann, và 60 năm 
sau trở thành khung sườn cho lý thuyết tương đối tổng quát của Einstein. (Chúng 
tôi có một phụ bản ở cuối bài viết, trình bày những nét chính yếu của nội dung 
Hình học Riemann dành cho độc giả không chuyên.) 


Ở đây chúng tôi xin mượn lời của H. Freudenthal trong Dictionary of Scientific 
Biography để nói so lược về những gì Riemann đã trình bày trong bài nói chuyện 
ấy: 

Bài nói chuyện gồm có hai phần. 


Trong phần đầu Riemann đặt vấn đề định nghĩa không gian n-chiều (nay chúng ta 
gọi là không gian Riemann), trong ấy có những đường ngắn nhất gọi là đường trắc 
địa (geodesic lines), giống như những đường thẳng trong không gian Euclid. Từ 
đó định ra hệ tọa độ trắc địa và một metric cho những mặt cong nhiều chiều, theo 
cách mà chúng ta hình dung những mặt phẳng tiếp xúc với mặt cong trong không 
gian Euclid. Rồi thì trên những mặt cong ấy sẽ xác định những độ cong, dương, 
âm, hoặc bằng không. 


Trong phần thứ hơi, Riemann đặt vấn đề về sự liên hệ giữa hình học và thế giới 
chúng ta sống. Ông ta hỏi rằng chiều của thế giới thật sự trong đó chúng ta sống 
là bao nhiêu và hình học nào có thể dùng để mô tả thế giới ấy? 


Nội dung bài nói chuyện quá xa so với kiến thức của các nhà Khoa học đương thời. 
M. Monastyrsky trong Riemamn, Topology and Physics viết: “Trong số thính giả ở 
dưới, chỉ có một minh Gauss là có khá năng hiểu thấu và tán thưởng những ý nghĩ 
sâu sắc của Riemamn. Bài nói chuyện của Riemann vượt xa mong đợi của Gauss 
và làm cho Gauss hết sức nhạc nhiên.” 


Năm 1855, một năm sau khi Riemann trình bày bài Habilitation Lecture này, Gauss 
qua đời. 


H. Freudenthal trong Dictionary of Scientific Biography viết: “Sáu mươi năm sau 
người ta mới thực sự hiểu hết những gì Riemann đã trình bày. Lý thuyết tương 
đối tổng quát của Einstein đã kiểm chứng những gì Riemann đã nghĩ ra, một cách 
rực rỡ.” 
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Theorie der Abel'schen Functionen (1857). 


Một công trình đáng kể tiếp theo của Riemann là bài báo xuất hiện năm 1857 có 
tiêu đề là Theorie der Abel'schen Functionen (Lý thuyết hàm Abel). Đây là kết quả 
những bài giảng của Riemann trong những năm 1856-1857. Nội dung của bài viết 
này là những nghiên cứu về các hàm Abel và các hàm theta trên các mặt Riemann, 
nối dài nội dung đã được Riemann nghiên cứu trong luận án Tiến sĩ của mình. 
Riemann xem xét các hàm đa trị nhưng xem nó như là hàm đơn trị trên những 
mặt Riemann đặc biệt. Ông cũng giải bài toán ngược một cách tổng quát, bài toán 
này đã được Abel và Jacobi giải cho các tích phân elliptic. 


Thời gian ấy không phải chỉ một mình Riemann làm việc trên các hàm Abel như đã 
nói ở trên mà còn có Karl Weierstrass (1815 - 1897), một người được mệnh danh 
là “cha đẻ” của Giải tích hiện đại, cũng nghiên cứu vấn đề này. 


“Năm 1857, Weierstrass trình cho Han Lâm Viện Berlin bài nghiên cứu về ham 
Abel, thì bài báo của Riemann cũng vừa xuất hiện trên tờ La Crelle số 54. Bài báo 
chứa nhiều điều rất mới, rất bất ngờ đến nỗi mà Weierstrass sau khi đọc xong, đã 
rút bài nghiên cứu của mình lại và sau này không thấy cho đăng ở đâu cả.” (F. 
Klein, Development of mathematics in the 19th century). 
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Khi Gauss qua đời năm 1855, Đại học Göttingen trao trọng trách Trưởng Khoa 
Toán lại cho Lejeune Dirichlet. Bốn năm sau, năm 1859, Dirichlet mất, Riemann 
được bầu vào vị trí cao quí đó thay thế. Chỉ sau vài tuần, Riemann lại được vinh 
dự trở thành thành viên của Hàn Lâm Viện Khoa hoc Berlin. Riemann đã được ba 
nhà Toán học tên tuổi lúc bấy giờ giới thiệu, đó là Ernst Kummer (1810 - 1893), 
Karl Wilhelm Borchardt (1817 - 1880), và Karl Weierstrass. 


Dưới đây là trích đoạn bài diễn văn giới thiệu: 


“Trước khi xuất hiện công trình nghiên cứu mới nhất của ông (Lý thuyết về hàm 
Abel), hầu như giới Toán học chúng ta không được biết tên ông (Riemann). Nhờ 
dịp này mà chúng ta mới xem lại toàn bộ công trình nghiên cứu của ông và trên cơ 
sở đó mới có sự giới thiệu cho Hàn Lâm Viện hôm nay. Chúng tôi có bón phận phái 
luu ý quí vị hãy chú ý tới, không phái là một tài năng trẻ nhiều triển vong, mà là 
một nhà nghiên cứu độc lập, sâu sắc, với nhiều đóng góp hữu hiệu cho sự phát 
triển lãnh vực Toán học của chúng ta.” 


Vil. 


Ueber die Anzahl der Primzablon unter einer 
gegebenen Grösse, 
(MowatvberkAte der Berliner Aksdessie, November t552) 


Meimen Dank für die Auszekheung, welche mir die Akademie 
darth die Aufnahme unter ihre Correspendesten hat zu Theil werden 
lessen, glaube ich am besten dadurch za erkennen xa geben, dass ich 
wen der hierdurch erhaltenen Erimnubeiss baldigxt Gebrauch mache 
darch Mittheilumg eiser Untersachumg über die HuSgkeit der Prim- 
zahlen; ein Gegenstand, welcher durch das Interesse, welches Gauss 
und Dirichlet demselben Ulngere Zeit geschenkt haben, einer solchem 
Mitteilung vielleicht nicht gana unwerth erscheint. 

Bei dieser Unterencheng diente mir als Acegangepenkt die von 
Euler gemachte Wemerkung, dass das Product 
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Die Function der complexen Veründerlichem s, welche durch diese 
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Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse (1859). 


Như thông lệ, thành viên mới phải trình cho Hàn Lâm Viện công trình nghiên cứu 
mới nhất của mình. Và Riemann đã giới thiệu công trình về Lý thuyết số - bài duy 
nhất thuộc lãnh vực này của Riemann — mang tựa dé Ueber die Anzahl der 


Primzahlen unter einer gegebenen Grösse (Về số những số nguyên tố nhỏ hơn một 
gió trị cho sẵn). Đây là một tuyệt tác của Riemann, chỉ dài chưa tới 10 trang nhưng 
nó đã làm thay đổi một cách có ý nghĩa hướng nghiên cứu Toán học thời kỳ tiếp 
sau đó và ảnh hưởng của nó vẫn còn cho tới ngày nay. Nó như một cơn sóng đập 
vào nhiều ngành của Toán học thuần lý (pure mathematics), thúc đẩy chúng phát 
triển. 

Điểm xuất phát của Rieman là một khám phá của Euler gần một thế kỷ trước, hằng 
đẳng thức: 
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(s là số thực lớn hon 1, p là tất cả những số nguyên tối). 
Riemann nhìn vấn đề xa hơn thế nữa. 


Ông nhìn & (s) như là một hàm phức (s = o + it) chứ không phải một ham thực. Trừ 
một số ít trường hợp tầm thường, Riemann phát biểu rằng ham Z (s) có vô số 
nghiệm không tầm thường mà phần thực là o = =, Phát biểu này được gọi là giå 
thuyết Riemann. Cho tới ngày nay, dự đoán này là bài toán chưa giải được quan 
trọng nhất của Toán học”. Trong bài viết này, Riemann cũng nghiên cứu sự hội tụ 
của chuỗi số biểu diễn bởi hàm & (s) và tim ra được phương trinh hàm cho hàm số 
này. Nhưng mục đích chính của bài báo là đưa ra những ước tính (estimates) về 
số các số nguyên tố nhỏ hơn một số cho sẵn. Một số kết quả mà Riemann đã đưa 
ra (không chứng minh) sau này được Jacque Hadamard (1865 — 1963) và Charles 
de la Poussin (1866 - 1962) chứng minh. 
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Tháng 6 năm 1862, Riemann kết hôn với cô Elise Koch, một cô ban gái của cô em 
Riemann. Họ có với nhau một đứa con gái. 


Như đã nói trong phần đầu, bệnh lao lẩn quan trong gia đình Riemann và nó đã 
cướp đi bà mẹ và ba cô em gái của Riemann khi họ còn quá trẻ. Và nó vẫn còn 
tiếp tục gieo tai họa cho gia đình này. Cuối Thu năm ấy, năm 1862, khi vừa mới 
lập gia đình, Riemann biết mình đã nhuốm căn bệnh hiểm nghèo ấy. Thật ra, ông 
chưa bao giờ thoải mái với sức khỏe của mình, ngay từ khi còn tuổi thơ, có thể 
mầm bệnh đã nhiễm vào ông từ thuở ấy. 

Mùa Đông năm 1862-1863, để tránh cái lạnh gay gắt ở quê nhà, Riemann qua tĩnh 
dưỡng ở Silicy, miền Nam nước Ý, ở đó ông có một số bạn cũng là những nhà Toán 
học từng làm việc với ông ở Göttingen. Khí hậu ấm áp làm cho ông cảm thấy khá 


? Đây là một trong 23 bài toán của Hilbert đưa ra năm 1900 và cũng là một trong 7 bài toán thiên niên ky mà viện 
Toán học Clay sẽ trao giải thưởng 1 triệu dollars cho bất cứ ai giải được. 


hơn. Cứ như thế, ông qua lại Đức-Ý nhiều lần, cho tới tháng 6 năm 1866, ông trở 
lại Selasca (Ý) nghỉ dưỡng bên bờ hồ Maggiore thơ mộng. Nhưng rồi “sức khỏe 
ông xuống một cách nhanh chóng và tại đây ông đã ra đi mãi mãi. Khi ra đi, ông 
hãy còn đang làm dở dang công việc dưới gốc một cây sung ngọt (cây fig).” (R. 
Dedekind, Biography of Riemann, in The Collected Works of Riemamn). 


Riemann mất ngày 20 tháng 7 năm 1866, khi ấy ông chưa tròn tuổi 40. 





Bia mộ của Bernhard Riemann ở Selasca, Ý. 


K K K KK KK 
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Phụ bản 


Hình học Riemamn là gì? 
(Bài viết dành cho độc giả không chuyên). 


Hình học Euclid nghiên cứu không gian phẳng. Với hai điểm, có một đoạn 
thẳng duy nhất, ngắn nhất, nối hai điểm ấy. Kéo dài hai đầu của đoạn thẳng 
ta được một đường thẳng. Đường thẳng vô tận ở hai đầu. Với hai điểm 
trên đường thẳng thì đoạn thẳng giữa hai điểm ấy là đoạn ngắn nhất mà 
ta có thể vẽ được giữa chúng. Hơn nữa, nếu ta có một đường thẳng và 
một điểm không nằm trên đường thẳng thì qua điểm này có một đường 
thẳng thứ hai (và chỉ một) song song với đường thẳng kia. Tất cả những 
điều ấy có thể mô tả được bằng hình vẽ trên một tờ giấy phẳng. Từ những 
qui luật của Hình học Euclid, người ta có được định lý Pitago nổi tiếng và 
tất cả những công thức lượng giác. Hình học Euclid cũng cho phép ta tìm 
được chu vi và diện tích hình tròn. 


Bây giờ thay vì có một tờ giấy phẳng, ta có một mẩu giấy cong, có thể nghĩ 
tới một mặt trụ hoặc một mặt cầu (quả banh) để dễ hình dung. Đoạn cong 
ngắn nhất nối hai điểm trên mặt cong ấy được gọi là đoạn trắc địa 
(geodesic segment). Nhận xét đầu tiên của chúng ta là đôi khi có nhiều 
hơn một đoạn trắc địa giữa hai điểm ấy, chẳng hạn như khi hai điểm ấy là 
hai cực của quả cầu thì sẽ có vô số đoạn trắc địa. Bây giờ ta nghĩ tới đường 
trắc địa (geodesic lines) trên mặt cong (như đường thẳng qua hai điểm 
trong mặt phẳng) sao cho đoạn nối hai điểm trên đường ấy là đoạn trắc 
địa. Trên mặt cầu sẽ không có những đường như vậy! Thật vậy, mỗi khi ta 
kéo dài một đoạn trắc địa, nó sẽ quấn quanh mặt cầu và do đó không là 
một đường trắc địa được nữa. Trên mặt trụ thì có một số đoạn trắc địa có 
thể kéo dài thành đường trắc địa, còn thì hầu hết sẽ quấn quanh mặt trụ, 
do đó không thể là đường trắc địa. Mặt cong thì khó nghiên cứu hơn mặt 
phẳng, tuy nhiên vẫn có những công thức cho phép tính chiều dài cạnh 
huyền của một tam giác, chu vi và diện tích hình tròn. Những kết quả này 
tùy thuộc vào độ cong của mặt cong. Một trong những đối tượng của Hình 
học Riemamn là nghiên cứu mặt cong. 


Một công cụ thường được dùng để xem xét mặt nào cong nhiều mặt nào 
cong ít là độ cong thiết diện (sectional curvature) hay độ cong Gauss 
(Gaussian curvature). Giải tích vecto (Vector calculus) sẽ cho phép tính 
được những độ cong ấy. Công thức để tính độ cong có liên quan đến đạo 
hàm cấp hai của hàm dùng để xác định mặt cong (hàm vectơ). Để xem xét 
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độ cong của một mặt tại một điểm của nó ta phải tìm mặt phẳng tiếp xúc 
với mặt cong tại điểm đó. Tùy theo vị trí của phần mặt cong quanh điểm 
đó so với mặt phẳng tiếp xúc mà ta xác định được độ cong dương, âm hoặc 
bằng không. 







Sphere 
(positive 
Gaussian 


Cylinder curvature) 





Hyperboloid (zero 
(negative Gaussian 
Gaussian curvature) 


curvature) 


Trong Giải tích vecto, để tìm diện tích phần mặt cong người ta thường sử 
dụng tích phân kép (double integrals). Trong cách tính tích phân kép đôi 
khi ta phải dùng tới cách đổi biến số thông qua một Jacobian. Các nhà Hình 
học Riemann thường dùng kỹ thuật tính toán này. 


Các nhà Hình học Riemann cũng nghiên cứu các không gian cao chiều. 
Phần vũ trụ chung quanh qủa đất được xem như không gian Euclid 3 chiều. 
Gần những ngôi sao rất nặng hay gần những lỗ đen, không gian bị uốn 
cong. Có những cặp điểm trong vũ trụ qua đó có nhiều hơn một đoạn cong 
trắc địa. Kính thiên văn Hubble đã khám phá ra những điểm mà từ đó đến 
vị trí của kính có nhiều hơn một đoạn cong trắc địa. Hiện tượng này được 
gọi là thấu kính hấp dẫn (gravitational lensing). Các nhà Thiên văn vũ trụ 
có thể tính toán trong những không gian cong nhờ Hình học Riemann. Các 
nhà Vật lý vũ trụ cho rằng độ cong của không gian có liên quan đến trường 
hấp dẫn của một ngôi sao thông qua một phương trình đạo hàm riêng gọi 
là phương trình Einstein. Dùng các kết quả của các định lý trong Hình học 
Riemann, các nhà Vật lý vũ trụ có thể ước tính được khối lượng của một 
ngôi sao hay một lỗ đen gây ta hiện tượng thấu kính hấp dẫn. 


Cũng như các nhà Toán học, các nhà Hình học Riemann nghiên cứu, tìm tòi 
ra những kết quả, những định lý đôi khi chẳng thấy có áp dụng gì cho thực 
tế. Nhưng biết đâu trong tương lai có thể các nhà Khoa học cần đến nó. 
Thí dụ như các định lý dùng để nghiên cứu hiện tượng thấu kính hấp dẫn 
có trước phương trình Einstein và kính thiên văn Hubble. Nếu không có 
các kết quả, các định lý các nhà Toán học làm ra sẵn, các nhà Khoa học sẽ 
lúng túng như thế nào khi cần giải thích hoặc phát triển những lý thuyết 
mới. Einstein nghiên cứu Hình học Riemamn trước khi phát triển Lý Thuyết 
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Tương Đối. Phương trình Einstein liên quan đến một độ cong đặc biệt gọi 
là độ cong Ricci. Độ cong này do nhà toán học Ricci tìm ra và khi ấy chỉ 
dùng trong lý thuyết của ông mà thôi. Trong Đại số tuyến tính, sinh viên 
được học thế nào là vết của một ma trận (trace of a matrix). Một cách thô 
sơ, ta có thể nói độ cong Ricci là vết của một ma trận tạo thành bởi các độ 
cong Gauss. 


KK K KKK 
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Chuyện về những nhà Toán học trẻ được tặng thưởng 


Huy chương Fields năm 2018 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 





Cứ bốn năm một lần, các nhà Toán học thế giới họp lại với nhau. Cuộc họp được gọi 
là Đại Hội Các Nhà Toán học Thế giới (International Congress of Mathematicians). 
Một trong những mục đích của Đại Hội là công bố tên của các nhà Toán học trẻ dưới 
40 tuổi, giỏi nhất, triển vọng nhất để trao tặng Huy chương Fields, một loại phần 
thưởng danh giá thường được gọi là Nobel Toán học, kèm một số tiền thưởng không 
lớn lắm (độ 15 ngàn dollars). Số người được giải mỗi kỳ không quá bốn. Năm nay, 
năm 2018, Đại Hội được tổ chức tại Rio de Janeiro, Brazil. Ngày 1 tháng 8 năm 2018 
vừa qua tên của bốn nhà Toán học trẻ xuất sắc đã được công bó, đó là: 


Caucher Birkar, Alessio Figalli, Peter Scholze, và Akshay Venkatesh. 


(theo thứ tự abc của họ - family name) 


Caucher Birkar1 





Caucher Birkar (40 tuổi). 


Sinh ra và lớn lên ở một vùng quê miền Tây nước Iran, thuộc khu vực của người 
Kurd, Caucher Birkar có con đường riêng thật gian nan mới tìm tới được vinh 
quang. Trong câu lạc bộ Toán của sinh viên ở đại học Tehran, Caucher Birkar 
thường ngắm hình những nhà Toán học trẻ được Huy chương Fields treo trên 
tường và tự hỏi: “Có bao giờ mình được gặp những người này không nhỉ ?” Thời 
ấy Birkar cũng chưa hình dung ra được một ngày nào đó mình được sang một 
nước Tây phương, nói gì đến chuyện gặp được những người cao sang kia. Chuyện 
thật viễn vông. 


Trong một căn nhà nhỏ ở ngoại ô Cambridge, nước Anh, mẹ của Birkar tâm sự. 
Gia đình bà được đưa đến đây hơn 20 năm trước trong chương trình nước Anh 
cu'u mang những người ty nạn chiến tranh Iran-Iraq. Qué hương của gia đình ba 
ở Marivan, một làng nhỏ trong vùng núi non tận miền biên giới Iran-Iraq. 


Caucher Birkar sinh năm 1978, là đứa con thứ ba trong gia đình có sáu con. Gia 
đình Birkar sống nhờ đám ruộng trồng lúa mì, chăn nuôi vài con bò sữa và một con 
ngựa. Tiếng súng của cuộc cách mạng Hồi giáo 1979 đã vang vọng về tới làng, 
nhưng khốc liệt và chết chóc nhất là cuộc chiến Iran-Iraq tiếp sau đó. 


Cha của Birkar biết chút ít chữ nghĩa nhưng mẹ của ông thì không một chữ nào cả. 


Mấy anh chị em Birkar được đi học trường làng. Đâu khoảng lớp năm, Birkar bắt 
đầu chú ý tới Toán. Birkar kể: “Tôi cảm thấy có một cói gì đó là lạ trong tôi. Tôi 


1 Phát âm theo tiếng Kurd thì tên của ông có nghĩa là người ty nạn. 


có cám giác tôi thích Toán và khá môn nay hơn các bạn cùng lớp. Haidar, người 
anh lớn của tôi chính là người giới thiệu môn Calculus với tôi qua sách vở anh ấy 


mang về.” Birkar còn nói thêm rằng cũng chính Haidar dạy rằng kiến thức rất quan 
trọng cho cuộc sống tương lai. 


Lên đến Trung học thì kiến thức Toán của Birkar đã vượt qua anh mình, chàng đã 
tự học Toán theo cách riêng của mình. Birkar đã mượn từ thư viện nhà trường 
hai cuốn sách nổi tiếng Men of mathematics và What is Mathematics? và đọc suốt 
đêm này sang đêm khác, vừa đọc vừa nghe nhac — thói quen mà Birkar vẫn còn 
giữ cho tới nay. Birkar nghĩ rằng sách hay và các nhà Toán học thật đáng ngưỡng 
mộ, nhưng đọc không thì chưa đủ, phải làm một cái gì mới hơn những gì các nhà 
Toán học đã làm. 


Những năm cuối cấp ba, Birkar bắt đầu giải những bài Toán khó và viết chứng minh 
theo cách của mình rồi gởi đăng ở những tạp chí giáo dục Toán. Sau này chàng 
biết rằng những lời giải và chứng minh của chàng không có gì mới, nhiều người đi 
trước đã làm rồi. Phải học và làm cái gì khác hơn. 


Đang học năm cuối ở Đại học Tehran, gia đình Birkar được cho qua Anh ty nạn 
chiến tranh, theo chính sách dành cho những dân tộc thiểu số mà chính phủ Anh 
bảo trợ. Birkar ghi tên học tiếp tại Đại học Nottingham. 


Ở Đại học Nottingham, không có giáo sư chuyên về Hình-Đại số (Algebraic 
Geometry), bộ môn chàng rất thích theo đuổi. Giáo sư cố vấn của chàng, giáo sư 
lvan Fesenko, khuyên chàng cứ tiếp tục học ở đây cho đến khi tốt nghiệp, trong 
khi đó vẫn có thể ghi tên học thêm bộ môn này ở một trường ngoài. Năm 2002, 
trong một cuộc hội thao tại Dai hoc Cambridge, Birkar gap Vyacheslav Shokurov?, 
hiện nay là giáo sư Toán ở Đại học Johns Hopkins, Hoa kỳ. Thời gian ấy, Shokurov 
đang nghiên cứu về Hình học lưỡng hữu tỷ (birational geometry), một ngành nhỏ 
của Hình-Đại số mà ít người quan tâm tới vì vài chục năm nay ngành này hầu như 
đứng yên, không có gì mới được phát hiện. Nhiều người đã bỏ nó tìm sang ngành 
khác. Shokurov là một trong số ít người còn lại, và ông đã phát hiện ra Birkar là 
một tài năng rất hiếm, có nhiều triển vọng trong ngành. Ông hy vọng, cùng với 
Birkar, ông sẽ làm sống lại ngành này. Năm 2004, tốt nghiệp Tiến sĩ xong, Birkar 
về Đại học Cambridge. 


2 Men of Mathematics là cuốn Lịch sử toán nổi tiếng của Eric Temple Bell, còn What is mathematics là cuốn sách 
nói về quá trình phát triển Toán học cùng là những nội dung chính của Toán học, của Richard Courant và Herbert 
Robbins. 

3 Vyacheslav Shokurov (sinh năm1950), nhà Toán học người Nga, hiện là giáo sư Đại học Johns Hopkins, Hoa kỳ. 
Ông được biết như là một nhà Hình-Đại số có nhiều đóng góp cho việc chứng minh định lý Noether-Enriques-Petri 
và phát hiện ra nhiều tính chất mới của đa tạp Fano. 


Trong phòng làm việc, Birkar treo trên tường hai tấm hình của Alexandre 
Grothendieck, nhà Toán học thần tượng của mình. Ông này cũng là một người ty 
nạn — ty nan Đức Quốc Xã - và là nhà Toán học kiệt xuất của hậu bán thé kỷ 20, có 
ảnh hưởng rất lớn trong việc phát triển nhiều ngành của Toán học hiện đại, trong 
đó có ngành Hình-Đại số. Cha của Grothendieck là người Nga, mẹ người Đức còn 
Grothendieck lớn lên và làm việc trên đất Pháp. Cũng như Grothendieck, cha của 
Birkar là người Kurd, mẹ người Thái, hiện ông sinh sống và làm việc trên nước Anh. 


Đại số nghiên cứu về phương trình, còn Hình học nghiên cứu về hình dạng vật thể 
toán học. Hai lãnh vực tuy khác nhau nhưng đôi khi lại cùng xem xét chung về một 
vấn đề. Thí dụ như nếu ta vẽ tập hợp nghiệm của phương trình đại số y = 2x - 3 
trong một mặt phẳng ta sẽ được một đường thẳng, một vật thể hình học. Nếu ta 
muốn xác định nghiệm chung của hai phương trinh đại số y = 2x — 3 và y = 3x + 5, 
ta có thể tìm qua cách giải đại số hoặc cũng có thể vẽ tập hợp nghiệm của chúng 
rồi xem xét giao điểm. Phương trình tuyến tính là trường hợp đơn giản nhất của 
phương trình đại số. Còn rất nhiều loại phương trình khác nữa. Chúng có thể 
chứa một ẩn số (biến số) hoặc nhiều ẩn số, chúng cũng có thể có bậc cao hơn bậc 
nhất. Ta có thể nghĩ đến tập hợp nghiệm của một hệ phương trình. Tập hợp này 
sẽ được gọi là một đa tạp đại số (algebraic variety). 

Có vô số đa tạp đại số, chúng tạo thành một hỗn tạp vật thể toán học. Các nhà 
Toán học muốn thiết lập một trật tự nào đó trên tập hợp ấy, cũng giống như trong 
Sinh vật học người ta phân loại các sinh vật theo lớp, theo ngành để dễ nghiên cứu 
vậy. 


Trong Hình học lưỡng hữu tỷ người ta biến đổi các đa tạp đại số sao cho người ta 
có thể phân loại được chúng. Một cách hình tượng, đó là một cuộc “phẫu thuật” 
(a type of surgery). Ta bắt đầu bằng một đa tạp đại số với một thuộc tính riêng 
của nó. Ta cắt bỏ phần này, làm cho trơn phần kia, rồi cuối cùng nó sẽ có một 
dạng chung nào đó (a generic form). Các việc làm trên dĩ nhiên phải tuân thủ một 
số qui định để không làm biến mất bản chất của đa tạp đại số ban đầu. Sau khi 
chịu “giải phẫu” xong, các đa tạp trước đây khác nhau, giờ xem như giống nhau: 
chúng được xếp cùng một lớp gọi là lớp lưỡng hữu tỷ tương đương. 

Đại khái có ba lớp lưỡng hữu tỷ tương đương: lớp đa tap Fano’, lớp da tạp Calabi”- 
Yau®, và lớp đa tạp tổng quát, mỗi lớp có một độ cong riêng: dương, zero, và âm 


4 Gino Fano (1871 — 1952), nhà Toán học người Ý, cha đẻ của Hình học hữu hạn. 
5 Eugenio Calabi (sinh năm 1923), nhà Toán hoc Mỹ, góc Y, giáo su DH Pennsylvania, Mỹ, chuyên gia về Hình vi 
phân, phương trình đạo hàm riêng và áp dụng. 


€ Shing-Tung Yau (sinh năm 1949), nhà Toán học Mỹ, góc Trung Hoa, Huy chương Fields 1982, giáo su DH Harvard, 
chuyên gia về Hình vi phân, Toán-Vật lý. 


theo thứ tự. Các nhà Toán học hy vọng rằng có thể xếp bất cứ một đa tạp đại số 
nào vào một trong các lớp trên thông qua các phép biến đổi lưỡng hữu tỷ. 


Thường Birkar làm những bài toán quan trọng trên bàn ăn, làm việc một mình. 
Thỉnh thoảng ông đi qua đi lại suy nghĩ, rồi lại ngồi vào bàn uống hớp trà, trong khi 
tiếng nhạc cổ điển hoặc lời ca thời thượng của một ca sĩ người Kurd vẫn vang lên 
nhè nhẹ trong phòng. Sau vài giờ như thế, ông lấy xe đạp chạy vòng vòng, vẫy tay 
chào vài người hàng xóm gặp trên đường. 

Nếu nhìn bề ngoài, ta thấy cuộc sống của Birkar có vẻ nhàn nhạ. Năm ngoái ông 
và gia đình về Thái Lan thăm quê vợ (mẹ ruột và vợ của Birkar đều là người Thái). 
Một bữa trưa, bà mẹ vợ kêu vợ Birkar lại hỏi: “Chồng mày nó làm cái nghề gì mà 
tao thấy nó cứ nhìn chăm chăm vào cây xoài ngoài vườn suốt vậy?” 


Christopher Hacon”, người đọc bài diễn văn giới thiệu Birkar trước Đại Hội Các Nhà 
Toán học Thế Giới nói: “Birkar có sức làm việc mãnh liệt khi ông tấn công vào các 
vấn đề khó nhất. Ông đã sáng tạo và chế ngự được một số kỹ thuật để đạt được 
nhiều kết quả cao trong lãnh vực Hình học lưỡng hữu tỷ.” Trong lãnh vực đa tạp 
đại số, Birkar đang đi vào nghiên cứu cái được biết dưới tên gọi là chương trình 
mẫu cực tiểu (the minimal model program). Mục đích của công việc là, thông qua 
các phép biến đổi lưỡng hữu tỷ, đưa bất cứ một đa tạp đại số nào vào một trong 
ba lớp tương đương lưỡng hữu tỷ như đã nói ở đoạn trên. 


Thực ra chương trình mẫu cực tiểu đã có từ hơn 100 năm trước khi một nhóm các 
nhà Toán học người Ý phân loại được, trong không gian 2 chiều, các đa tạp đại số 
với 3 biến số. Mới đây, vào thập niên 1980, Shigefumi MoriŠ đã làm được việc như 
các nhà Toán học Ý nhưng trong không gian 3 chiều với các đa tạp đại số 4 biến 
số. Sau Mori, lãnh vực nghiên cứu Hình học lưỡng hữu tỷ dừng lại hơn mười năm 
vì không có thêm một kết quả nào mới cả. Thật là một thử thách quá gian nan khi 
bước lên không gian cao chiều hơn với đa tạp nhiều biến số hơn. 


Shokurov là một trong những người bị bế tắc trong lãnh vực nói trên suốt trong 
những năm 1990. Tuy nhiên ông không bỏ cuộc. Nhờ những nỗ lực phi thường 
của Shokurov và một vài cộng sự viên mà Hình học lưỡng hữu tỷ sống lại đầu thập 
niên 2000. Rồi nhiều thành quả mới xuất hiện trong việc phân loại bất cứ da tap 
đại số nào, trong không gian có chiều tùy ý. Chính Birkar có vai trò trung tâm trong 
giai đoạn nghiên cứu này, chung quanh là các ngôi sao sáng như Christopher 


7 Christopher Hacon (sinh năm 1970), nhà Toán học có quốc tịch Anh, Ý, và Mỹ, trưởng khoa Toán ĐH Utah, chuyên 
gia về Hình-Đại số. 

8 Shigefumi Mori (sinh năm 1951), nhà Toán học người Nhật, Huy chương Fields 1990, giáo sư DH Kyoto, chuyên 
gia về Hình-Đại số. Hiện ông đang là Chủ tịch Hội Toán học Thế giới (The International Mathematical Union). 


Hacon, James Mc Kernan thuộc Đại học California, San Diego, Paolo Cascini thuộc 
Đại học Imperial College London. 


Đóng góp lớn nhất của Birkar là hai bài nghiên cứu công bố vào năm 2016 liên 
quan đến bản chất đặc biệt của đa tạp Fano. Qua đó Birkar đã chứng minh được, 
thông qua một quá trình biến đổi lưỡng hữu tỷ, các đa tạp Fano tạo thành một họ 
được xác định bởi một số rất hữu hạn đặc tính. 


Có thể nói một cách đơn giản rằng vô số những đa tạp đại số có thể được xác định 
bởi một tập hợp hữu hạn các đặc tính. Birkar nói: “Sự hữu hạn ở đây thật là quan 
trọng vi ta có thể dùng sự hữu hạn để nói về bất cứ cdi gì vô hạn.” Đó quả thực 
đó là bước tiến vô cùng lớn trong lãnh vực phân loại đa tạp đại số. Birkar còn nói 
thêm rằng ít ra ông đã đem lại cho dân tộc Kurd thiểu số khốn khó của ông một 
nụ cười. 
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Chuyên bên lê: 

Chiếc huy chương mà Birkar nhận được vài tiếng đồng hồ trước, đã bị mất cắp. 
Ban tổ chức Đại Hội đã có băng ghi hình và hứa sẽ dùng mọi cách để thu hồi chiếc 
Huy chương Fields trả lại cho Birkar. Báo chí có dịp làm ồn ào tin này, nhất là 
những tờ báo đại chúng. Trong khi đó họ ít quan tâm tới những thành tựu Toán 


học của những người đạt giải. 
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Dưới đây là lược đồ được đơn giản hóa giúp độc giả hình dung những gì Birkar đã 
làm (xin không dịch): 





Sorting Algebraic Curves Into Families 


Seemingly dissimilar algebraic equations can be organized into neat families 


(with a little nudge from birational geometry). 


Algebraic Geometry 
Algebra, the study of equations, 


can be translated into geometry, 





the study of shapes, and vice-versa. 





Algebraic Families 

An algebraic family consists of equations A family 
of equations 

that can be defined by a small number 

of common characteristics. Here, lines 

passing through the origin can be 


parameterized by the points on a circle. 





Birational Transformation 

Algebraic equations don't always form neat families on their own. A slight 
modification called “birational transformation” can show that seemingly 
unrelated MEE belong to the same family. 


Transformed Original Transformed 


BH 0-0 


A birational transformation 


A curve close to the origin but not exactly is a form of minor surgery in which 
running through it might be unknotted curves are smoothed in order 
in order to fit into the family. to sort equations into classes. 





Seeking Fano Varieties 
Caucher Birkar used birational transformations to show that geometric objects 


called Fano varieties create neat families in every dimension. 


00-000 -0 iQ 


@ Start with Q Tweak them Q The resulting @ These Fano 
many distinct with birational shapes all have varieties form an 
shapes. transformation. positive curvature — orderly family, like the 
a defining characteristic family of lines passing 
of Fano varieties. through the origin. 


In addition to Fano varieties, algebraic varieties come in two other flavors: 
Calabi-Yaus (which all have flat curvature) and varieties of general type 


(which all have negative curvature). 
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Alessio Figalli 





Alessio Figalli (34 tuổi). 


Đó là một thanh niên đẹp trai, cao lớn, ăn mặc rất thời trang, thích đi đây đi đó, 
ăn nói hoạt bát, giọng nói đặc sệt âm điệu La Mã với chữ R rung lên ở đầu lưỡi. 
Người ta không nghĩ là đang đứng trước một trong bốn nhà Toán học trẻ xuất sắc 
nhất vừa được trao tặng Huy chương Fields cao quý trong kỳ Đại Hội Các Nhà Toán 
Học Thế Giới tổ chức tai Rio de Janeiro, Brazil, ngày 1 tháng 8 năm 2018 vừa qua, 
mà là đứng trước một diễn viên điện ảnh Hollywood. 
Alessio Figalli, 34 tuổi, hiện là giáo sư tại Viện Công Nghệ Liên Bang Zurich, Thụy 
Sĩ (Swiss Federal Institute of Technology Zurich). Cho tới nay, Huy Chương Fields 
là đỉnh cao nhất trong một chuỗi giải thưởng mà nhà Alessio Figalli đã đạt được: 

e Giải Peccot 2012 

e Giải EMS 2012 

e Huy Chương Stampacchia 2015 

e  Giai Feltrinelli 2017 

e Huy Chuong Fields 2018 


Figalli sinh ở La Ma năm 1984, cha la giáo su Kỹ thuật, mẹ là cô giáo dạy Van 
chương cổ điển. Cũng như đa số trẻ con, hồi còn nhỏ Figalli thích chơi đá banh, 
coi phim hoạt hình, bạn bè đàn đúm. Châm ngôn của chàng là hoàn tất bài ở nhà 
nhanh nhất và tốt nhất, để dành nhiều thời gian nhất để chơi. Chàng nói: “Phải 
tối ưu hóa, nghĩa là làm được cdi tốt nhất mà ít tốn kém nhất (thời gian, năng 
lượng).” 


Figalli thích Toán từ khi là học sinh Tiểu học, nhưng chàng chỉ coi Toán ở trường 
như trò chơi, làm bài không cần phải tốn nhiều công sức và thời gian. 

Học sinh Trung học cấp ba ở Ý được chọn ghi danh vào lớp Khoa học (Toán, Lý, 
Hóa, Công nghệ) hoặc lớp Cổ điển (Văn chương, Nghệ thuật, Xã hội). Figalli thích 
Khoa học nhưng cha mẹ chàng thích chàng học Cổ điển. Chàng xin phép nhà 
trường ghi tên vào cả hai (đặc cách). Chàng nói với các bạn: “Tại sao không? Bên 
Cổ điển nhiều bạn gái hơn.” Figalli thực sự thích học Toán và học nghiêm túc ở 
năm cuối bậc Trung học. Theo lời khuyên của một giáo viên Toán trong trường, 
Figalli ghi tên vào câu lạc bộ Toán để luyện thi Olympiad, một kỳ thi toán đố dành 
cho học sinh trung học trên toàn thế giới. Chàng thích thú vì ở đây có nhiều bài 
toán đầy thách thức không có trong lớp học. 


Hết Trung học, Figalli thi đậu vào trường Scuola Normale Superiore of Pisa (Trường 
Sư phạm Cao cấp Pisa), một loại trường Đại học Khoa học chọn lọc dành cho sinh 
viên có năng khiếu. Vào đây chàng mới thấy những năm vừa học vừa chơi ở Trung 
học đã dé lại cho chàng nhiều lỗ hổng trong kiến thức, thậm chí dao ham một ham 
số chàng còn chưa tính được rành rẽ. Nhưng không hề gì, Figalli lấy lại kiến thức 
cũ và tiếp thu kiến thức mới rất nhanh. 


Tốt nghiệp Master năm 2005, năm sau - năm 2006 - Figalli được chấp nhận sang 
École Normale Supérieure de Lyon (Trường Sư phạm Cao cấp Lyon) làm Tiến sĩ, 
dưới sự hướng dẫn của Giáo sư Luigi Ambrosio và nhà Toán học tài năng Cédric 
Villani?. Chỉ trong một thời gian ngắn, tháng 10 năm 2007, Figalli đã bảo vệ thành 
công luận án Tiến sĩ của mình!?, Ngay cả khi chưa có bằng Tiến sĩ (tháng 9 năm 
2007), ông cũng đã được nhận vào Trung tâm Nghiên cứu Khoa học Pháp (CNRS). 
Tháng 10 năm 2008, ông là giảng viên tại Trung tâm Toán học Laurent Schwartz 
(trường Bách Khoa Paris). Từ tháng 9 năm 2009 đến tháng 8 năm 2016, ông là giáo 
sư tại Đại học Austin, Texas. Hiện nay ông là giáo sư tại Viện Công Nghệ Liên Bang 
Zurich, Thụy Sĩ. 


Trích lời khen của Ủy Ban Tuyển chọn Đại Hội Toán học Thế giới: “Tặng Huy chương 
Fields cho Alessio Figalli vì những đóng góp vào lý thuyết vận chuyển tối ưu và 
những áp dụng của nó vào lãnh vực phương trình đạo hàm riêng, Hình hoc metric, 
va lý thuyết xác suất.” 


? Năm 2010, Cédric Villani được tặng thưởng Huy chương Fields (cùng đợt với Ngô Bảo Châu, Việt Nam). Xem dây 
chuyền sau: Figalli (Fields Medal 2018, học trò của Villani), Villani (Fields Medal 2010, học trò của Pierre-Louis 
Lions), Lions (Fields Medal 1994). 

10 Nhớ lại câu châm ngôn từ khi còn nhỏ của Figalli: “Làm được cái tốt nhất với ít tốn kém nhất (thời gian, năng 
lượng).” 
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Lý thuyết vận chuyển tối ưu - như tên của nó - là tìm ra cách tốt nhất để di chuyển 
phân phối một số đồ vật từ nơi này sang nơi khác. 

Lấy một thí dụ dễ hiểu như sau. Ta có một số mỏ vàng và một số ngân hàng (để 
cho dễ, số mỏ vàng bằng số ngân hàng). Ta muốn vận chuyển vàng khai thác được 
đưa về cất an toàn tại các ngân hàng. Vấn đề của chúng ta là vẽ ra đường đi từ 
mỏ về ngân hang sao cho công việc có kết quả tốt nhất (lập một bản đồ). 

Rõ ràng cách nào là cách tốt nhất còn tùy thuộc vào mục đích của anh. Nếu anh 
muốn lợi đường đi nhất thì anh chỉ cần tìm cách vẽ đường đi từ mỏ vàng về ngân 
hàng sao cho tổng khoảng cách ngắn nhất. Nhưng nếu anh muốn lợi về thời gian 
thì chưa chắc bản đồ với tổng đường đi ngắn nhất sẽ tương ứng với giải đáp lợi 
nhất về thời gian (tùy vào chất lượng đường đoạn này đoạn khác). Một cách tổng 
quát, không phải là bài toán đơn giản khi các biến số tham gia nhiều lên. 


Người đầu tiên nghiên cứu bài toán vận chuyển một cách có hệ thống là Gaspard 
Monge (1746 - 1816), nhà Toán học và cũng là người cố vấn thân cận của danh 
tướng Bonaparte Napoléon. Dau những năm 1790, Monge và một số nha Khoa 
học có mặt trong đoàn quân viễn chinh Bắc Phi của tướng Napoléon. Monge chịu 
trách nhiệm việc xây dựng đồn, thành lũy ở những vùng đất mới. Ông đứng trước 
bài toán vận chuyển tối ưu: Làm thế nào để chi phí, thời gian, và công sức lao 
động trong việc vận chuyển vật liệu xây dựng từ nơi này đến nơi khác tốt nhất. 
Công việc của Monge chưa hoàn tất về mặt lý thuyết thì chiến dịch chuyển hướng 
(lý do chính trị). 


Bài toán vận chuyển tối ưu này chìm trong quên lãng trong khoảng thời gian chừng 
150 năm. Vào những năm 1940, Leonid Kantorovich (1912 - 1986), nhà Toán-Kinh 
tế người Nga, nghiên cứu lại bài toán này với những công cụ toán học mới: Lý 
thuyết độ đo và Giải tích hàm. Ông giải được bài toán tổng quát hơn, phức tạp 
hơn. Kantorovich được tặng thưởng Nobel Kinh tế năm 1975 về công trình này. 
Sau đó ông rút về ngành Kinh tế, không còn nghiên cứu thêm về bài toán vận 
chuyển tối ưu nữa. 

Trong thập niên 1980, các nhà Toán học có một số tiến bộ quan trọng về mặt lý 
thuyết cho bài toán vận chuyển tối ưu. Từ đó bùng nổ những áp dụng vào nhiều 
lãnh vực khác nhau: Thiết kế đô thị, thiết kế kỹ thuật, thủy động học 
(hydrodynamics), xử lý ảnh (image processing), nhận dạng hình thể (shape 
recognition), và Sinh vật học. Những tiến bộ này cũng kích thích ngược lại là dùng 
lý thuyết vận chuyển tối ưu vào Toán học, đặc biệt là Hình học Riemann và phương 
trình đạo hàm riêng. 


Hai trong những sắc thái của bài toán vận chuyển tối ưu mà Alessio Figalli và các 
cộng sự viên của ông quan tâm là: 
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1. Bài toán dạng bền vững của vật thể với mức năng lượng tối thiểu (the 
stability of energy-minimizing shapes) 

2. Tính đều đặn (regularity) của phương trình Monge-Ampère và cdc dp 
dụng. 





Về bài toán thứ nhất: Dạng bền vững. 


Bài toán mặt cực tiểu, thí dụ bong bóng xà phòng, đã được nhiều nhà Toán học 
của thế kỷ 19 nghiên cứu. Những bong bóng ra khỏi cây que của em bé có dạng 
mặt cầu. Mặt cầu ấy là dạng bền vững ứng với một năng lượng tối thiểu cung cấp 
cho nó và giữ nó ở trạng thái ấy. Mặt tinh thể (crystals) là một thí dụ khác của mặt 
cực tiểu. Mỗi loại tinh thể có một dạng bền vững riêng tùy theo vật chất tạo nên 
loại tinh thể ấy. Hình dạng (mặt ngoài) của mỗi loại tinh thể phản ảnh mức năng 
lượng tối thiểu cho loại tinh thể đó. 

Hiện tượng bền vững được các nhà Vật lý biết tới từ lâu. Chẳng hạn khi ta đụng 
nhẹ vào bong bóng xà phòng, nó chỉ hơi biến dạng một chút, đi ra xa, và rồi lấy lại 
dạng cũ. Tương tự như vậy, nếu ta cung cấp một lượng năng lượng khá nhỏ (hơ 
nóng sơ qua), dang tinh thể không thay đổi mấy so với dạng ban đầu. Các nhà 
Toán học muốn biết chính xác mức độ năng lượng để giữ được tính bền vững đó. 


Figalli và nhóm của óng!! hoàn thành nghiên cứu vé bài toán này từ năm 2007 và 
chỉ công bố vào 2010. Dùng sự chuyển vận tối ưu, ông đã đưa ra được một chứng 
minh có tính định lượng chính xác, diễn tả bởi một bất đẳng thức qua đó ta có thể 
xác định được mức năng lượng tối ưu. Nói một cách khác, dưới mức năng lượng 
xác định bởi công thức Figalli thì tinh thể vẫn ở dạng bền vững, còn nếu vượt qua 
mức năng lượng ấy thì tinh thể biến dạng. 


Luis Caffarelli, nhà Toán học Ý, người đọc lời giới thiệu Alessio Figalli trước Đại Hội 
trao Huy chương Fields, có nói: “Lãnh vực ma Figalli đóng góp that là rộng. Cái 


11 Nhóm của Figalli làm việc trên bài toán này gồm có Francesco Maggi, giáo sư Dai học Austin, Texas va Aldo 
Pratelli, giáo sư Dai hoc Erlangen, Đức. 
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độc đáo của Figalli là, trước một hiện tượng thiên nhiên chưa được giải thích thấu 
đáo, ông đã dùng một lý thuyết Toán học tưởng chừng không có gì liên quan giải 
được bài toán một cách hoàn hảo.” 


Chúng ta sẽ thấy nhận xét này của Caffarelli được Figalli lặp lại thêm một lần nữa 
ở bài toán sau. 


Về bài toán thứ hai: Tính đều đặn của phương trình Monge-Ampère. 


Bài toán thứ hai của Figalli có “hơi hám” tương tự như bài toán trước vì cũng dính 
liu tới tên nhà Toán hoc Monge. Giữa những nam 2011 và 2012, cùng với Guido 
De Philippis?? và một vài cộng sự viên, Figalli công bố rất nhiều bài báo liên quan 
đến tính đều đặn của phương trình Monge-Ampère. 


Đầu tiên, tính đều đặn thường thấy trong các hiện tượng Vật lý. Một hệ thống 
thay đổi đều đặn có nghĩa là hệ thống ấy thay đổi “trơn tru” (smooth). Nếu ta 
quan sát một đám mây trên trời, ta sẽ thấy nó thay đổi hình dạng chầm chậm, 
từng tí một. Nó không thay đổi đột ngột (vỡ ra, xé ra) để có một hình thể mới. Ta 
nói đó là một sự thay đổi đều đặn. Toán học sẽ có phương trình ứng với từng 
trạng thái của hệ thống. Khi hệ thống thay đổi đều đặn thì phương trình được nói 
là thay đổi đều dan. 


Phương trình Monge-Ampère là một phương trình toán học, đặc biệt được nghiên 
cứu trong Hình học vi phân. Bằng phương pháp lý thuyết vận chuyển tối ưu, Figalli 
chứng minh được tính đều đặn của phương trình ấy và áp dụng vào Khí tượng học 
để chứng minh được tính đều đặn của những phương trình liên quan đến gió xoáy, 
gọi là phương trình semi-geostrophic. 


Một lần nữa, như Caffarelli đã nói, Figalli đã dùng phương pháp vận chuyển tối ưu 
để giải một bài toán hoàn toàn cách biệt, rồi đem áp dụng nó vào một lãnh vực 
cũng hoàn toán khác. 


KK k KK 


12 Guido De Philippis (sinh năm 1985), nhà Toán học trẻ xuất sắc người Ý, hiện là giáo su Trường Nghiên Cứu Cao 
Cấp Quốc tế, Trieste, Ý (International School for Advanced Studies). 
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Peter Scholze 





Peter Scholze (sinh tháng 12 năm 1987). 


Thông thường thì tên của người được chọn tặng Huy chương Fields cao quý được 
giữ kín đối với công chúng cho tới giờ chót. Trường hợp Peter Scholze thì khác. 
Tin nhà Toán học trẻ tuổi này sẽ được trao tặng Huy chương Fields loan ra ở khắp 
mọi nơi, trong giảng đường Đại học, trên mạng Internet, thậm chí ngay trong 
những chốn trang nghiêm như các hội đoàn Khoa học, trước khi Đại Hội diễn ra, 
không phải một vài tháng mà là một vài năm. 

Nay tin đồn ấy là sự thật: Peter Scholze, 30 tuổi, thuộc trường Đại học Bonn, Đức, 
là nhà Toán học trẻ nhất13 trong số bốn nhà Toán học được nhận lãnh Huy chương 
Fields 2018. 


Trích lời khen chính thức của Đại Hội Các Nhà Toán học Thế Giới: 

“Peter Scholze đã khởi xướng cho một cuộc cách mạng trong ngành Hình-Số học 
(Arithmetic Geometry).” 

Micheal Rapoport, giáo sư cố vấn Tiến sĩ của Scholze tại Đại học Bonn, người sẽ 
đọc diễn văn chính thức giới thiệu Scholze trước Đai Hội, thì nói rằng: 

“Những lý thuyết và khái niệm của Scholze đưa vào dá làm thay đổi thực sự bó 
mặt của ngành Hình-Số học. Tôi tin rằng đây chỉ là bước đầu của Scholze, anh ấy 
sẽ còn có nhiều đóng góp mới khác mà chúng ta không thể dự đoán được.” 


KK KK 


13 Nhà Toán học trẻ nhất trong lich sử Toán hoc, cho tới nay, được tang thưởng Huy chương Fields là Jean-Pierre 
Serre (sinh năm 1926), nhà Toán học Pháp, thuộc nhóm Bourbaki, Huy chương Fields 1954, khi ấy ông chưa đủ 28 
tuổi. Hiện nay ông vẫn còn sống. 
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Cuốn sách The Geometry and Cohomology of Some Simple Shimura Varieties của 
hai nhà Toán học nổi tiếng là Michael Harris và Richard Taylor1 dày 288 trang, 
nhằm mục đích là chứng minh một vấn đề hóc búa của Lý thuyết số, xuất bản năm 
2001. Sách được giới Toán học đánh giá rất cao từ sau khi ra đời. Bỗng nhiên, vào 
năm 2010, có một cái tin loan truyền trong giới Toán học trên thế giới, làm cho 
mọi người giật mình, nhất là các nhà Lý thuyết số: Có một sinh viên Cao học đã 
viết lại chứng minh 280 trang của Harris và Taylor còn lại 37 trang. Chàng sinh viên 
ấy mới hơn 22 tuổi thuộc trường Đại học Bonn tên là Peter Scholze. Jared 
Weinstein, giáo sư Lý thuyết số và Hình-Đại số tại trường Đại học Boston, kêu lên: 
“Thật không tưởng tượng được, một người trẻ như vậy có thể làm được một việc 
kinh khủng như vậy! Anh ta có thể nhìn thấy khai triển một lý thuyết ngay cỏ khi lý 
thuyết ấy mới bắt đầu.” 

Hai năm sau, năm 2012, sau khi có bằng Tiến sĩ, trường Đại học Bonn phong Giáo 
sư thực thụ cho Scholze, một giáo sư thực thụ trẻ nhất trong lịch sử sủa trường 
này. 


Lời biểu dương chính thức của Đại Hội về Scholze còn có câu: 

“Peter Scholze đã là nhà Toán học có ảnh hưởng nhất trên toàn thế giới. Đó là 
một tài năng mà trong nhiều thập niên chúng ta mới thấy có một.” 

Eugen Hellmann, một cộng sự viên của Scholze, giáo sư tại Đại học Bonn, nói: “Khi 
ai đó làm việc chung với Scholze, anh ấy làm cho ta cảm thấy hai người ngang 
hang với nhau, thậm chí anh ấy còn kém hơn ta.” 


14 Richard Taylor chính là người đã giúp thầy mình là Andrew Wiles hoàn chỉnh lại chứng minh Định lý cuối cùng 
của Fermat. Tìm xem cuốn sách cùng tên của tác giả Lê Quang Ánh. 
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Scholze bắt đầu tự học Toán trình độ đại học năm 14 tuổi, khi đang còn ngồi ghế 
trường trung học Heinrich Hertz Gymnasium, một trường trung học chuyên Toán 
và Khoa học ở Berlin. 

Năm 16 tuổi, Scholze biết rằng 10 năm trước Andrew Wiles đã chứng minh được 
định lý cuối cùng của Fermat, một định lý có từ thế kỷ 17 chưa ai chứng minh 
được. Định lý nói rằng phương trình x" + y = z" không có nghiệm nguyên khi số 
nguyên n lớn hơn 2. Định lý coi đơn giản, nhưng khi đọc chứng minh của Wiles, 
Scholze nói: “Tôi chẳng hiểu gì cả bởi vì Wiles sử dụng những công cụ Toán học 
quá hiện đại.” Scholze bắt đầu làm ngược. Chỗ nào không hiểu, tìm học ngay cái 
lý thuyết ấy. “Tôi thậm chí không học cả Đại số tuyến tính nữa. Tôi sẽ hiểu nó 
thông qua việc học cái mới,” Scholze nói. 

Trong khi đào bới chứng minh của Wiles, chàng bị hấp dẫn bởi những phương tiện 
Toán học mới, chẳng hạn như dạng modula và đường cong elliptic, chúng kết nối 
huyền diệu những ngành Toán học khác nhau và rất xa nhau: Lý thuyết số, Đại số, 
Hình học và Giải tích. Scholze nói: “Đọc và học những cái mới này thú vị hơn là 
chính cái chứng minh định lý Fermat của Wiles.” 

Hết Trung học, Scholze tiếp tục theo đuổi học Lý thuyết số và Hình học ở Đại học 
Bonn theo cách của chàng. Hellmann, bạn học và sau này là đồng nghiệp của 
Scholze, kể lại rằng ở lớp chàng không ghi chép gì cả, chỉ lắng nghe, nhưng chàng 
hiểu vấn đề thật sâu cho nên không bao giờ quên. 


KKK 


Cuộc cách mang trong ngành Đại số và ngành Hình-Số học bat đầu từ một cuộc 
hội thảo vào năm 2011, khi Peter Scholze giới thiệu và mô tả khái niệm về một cấu 
trúc không gian mà ông đặt tên là perfectoid spaces. Khi ấy Scholze vẫn còn là sinh 
viên Tiến sĩ. Khái niệm này nhanh chóng được các nhà Toán học cùng ngành trên 
toàn thế giới quan tâm và nghiên cứu. Nó rọi ánh sáng vào nhiều vấn đề toán học 
cả chục năm nay bị bế tắc. Chúng ta sẽ không tìm hiểu định nghĩa hoặc cấu tạo 
của nó ở đây vì nó đòi hỏi nhiều ý tưởng mới và nhiều kỹ thuật phức tạp. 


Để đại chúng có thể hiểu được khái niệm phức tạp này, ta mượn ý tưởng của Kevin 
Buzzard, giáo sư Imperial College London, giải thích như sau: 

Một kỹ thuật các nhà Hình học hay làm khi nghiên cứu những không gian phức tạp 
tìm một không gian đơn giản hơn rồi thiết lập một toàn ánh (surjective map) từ 
không gian đơn giản lên không gian phức tạp kia. Thí dụ vòng tròn thì đơn giản 
hơn hình xoắn lò xo (a spring). Ta có thể nén lò xo lại (phép chiếu) để biến nó thành 
vòng tròn. Các nhà Toán học có thể phân tích vấn đề trên vòng tròn, rồi từ đó có 
thể tìm ra cách giải quyết vấn đề trên đường lò xo xoắn. 
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Từ thập niên 1970, các nhà Toán học quan tâm rất nhiều đến những vấn đề liên 
quan đến tập hợp các số p-adic (p là số nguyên tố). Đây là hệ thống số tạo ra để 
lấp đầy khoảng trống giữa số nguyên và số hữu tỷ (mà không phải là số vô tỷ). Và 
họ còn nhiều vấn đề với cấu trúc này. Scholze đã tạo được một không gian 
perfectoid space từ các cấu trúc ấy, giúp giải quyết được nhiều bế tắc của các nhà 


Toán học nói trên. 
K kK k kK 


Một thành tựu nổi bật khác của Scholze có liên quan đến tính đối đồng điều của 
những không gian đối xứng địa phương (the cohomology oƒ locally symmetric 
spaces). Một lần nữa, ở đây người ta thấy rõ tính hữu hiệu của không gian 
perfectoid space mà Scholze đã sáng tạo. Một trong những định lý rất sâu và gây 
nhiều ấn tượng của Scholze trong nghiên cứu là ông đã chứng minh được tồn tại 
những biểu diễn Galois gắn liền với tính đối đồng điều của những không gian đối 
xứng địa phương. Điều đáng chú ý là Scholze đã xử lý các lớp xoắn (torsion classes) 
và từ đó có được những lớp đối đồng điều cổ điển (classical cohomology classes). 


Kết quả này cho thấy ý tưởng rất tiên phong và rất rộng của chương trình 
Langlands. Đó là một mạng lưới vươn rất sâu và rất xa, bao gồm nhiều dự đoán, 
hướng dẫn cho nhiều nghiên cứu Toán học ngày nay. 


Scholze không chỉ là một chuyên gia trên các cấu trúc p-adic với p nguyên tố cố 
định. Vừa mới đây, ông có viễn kiến về một không gian đối đồng điều phổ quát, 
có thể áp dụng cho bất cứ trường nào trên bất cứ không gian nào. Ta nhắc lại rằng 
trong thập niên 1960, Alexandre Grothendieck, một trong những nhà Toán học 
thiên tài của thế kỷ 20, đã dưa ra lý thuyết motives, nhằm mục đích xây dựng lý 
thuyết đối đồng điều phổ quát (a universal cohomology theory). Sau đó Vladimir 
Veovodsky (Huy chương Fields 2002) đã phát triển được nhiều kết quả trên công 
trình mà Grothendieck bỏ dở. Nay Scholze lại đến với vấn đề này từ một phía 
khác, (với lý thuyết của mình), giải quyết được hầu hết mọi trở ngại. Thế giới Toán 


học ngưỡng mộ và phấn khởi. 
K kK k k 


Để kết luận bài viết này, ta hãy nghe Jared Weinstein, giáo sư Đại học Boston, nói 
về Peter Scholze: 

“Ban luận Toán học với Scholze như đang hỏi chuyện với một nha tiên tri. Khi anh 
ta nói được thì hãy tin là được và ta hãy cố tim ra lời giải. Nếu gặp may thi anh ta 
sẽ giúp mình cùng làm. Khi anh ta nói không thì điều ấy không đúng, hãy từ bỏ 
hướng ấy.” 


Liệu Weinstein có nói quá không? 
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Akshay Venkatesh 


? 
» 


Akshay Venkatesh (36 tuổi). 





Người ta thường nói thói nay không còn những nhà Toán hoc thông thái nữa 
(universal mathematician}). Nhưng trường hợp Venkatesh mai sau có thể chúng 
ta phải xem lại chăng. 

Emmanuel Kowalski, giáo sư Viện Kỹ thuật Liên bang Zurich, Thụy sĩ. 


Akshay Venkatesh sinh tại New Delhi năm 1981. Khi lên 2, ông cùng gia đình qua 
sinh sống tại Perth, Úc. Ông từng là thần đồng với thành tích đáng nể: Giải 
Olympiads Vật lý năm 11 tuổi và giải Olympiads Toán năm 12 tuổi. Sau này ai có 
nhắc tới điều này, ông nói: “Hãy làm ơn quên chuyện này di. Đó chỉ là những trò 
chơi thể thao mà thôi. Nếu để trở thành nhà Toán học mà phải học như thế thì tôi 
thà không là nhà Toán học thì hơn.” Ông vào Đại học Western, Úc, năm 13 tuổi và 
tốt nghiệp năm 16 tuổi. Từ đó ông qua Đại học Princeton, Mỹ, tiếp tục học Cao 
học. Ông nói: “Tôi không có chọn lựa nào khác, cứ như là đường thẳng tôi phải đi 
đến Princeton học Toán, chứ tôi không thích mấy. Tôi còn có quá nhiều điều cần 
phải học thú vị biết mấy.” 


Tai Princeton giáo sư cố vấn của Venkatesh là Peter Sarnak?°. Lần đầu tiên gặp 
anh sinh viên nổi tiếng nhưng còn quá trẻ của mình, giáo sư Sarnak đưa ngay cho 
chàng cuốn sách liên quan đến lý thuyết biểu diễn của bán nhóm (Representation 
theory oƒ semi-groups) để về nhà đọc. Vì nội dung cuốn sách này ở trên trình độ 
của sinh viên Cao học, cho nên giáo sư Sarnak nghĩ chỉ rằng vài ngày sau chàng sẽ 


15 Xem các bài liên quan đến Henri Poincaré và David Hilbert của cùng người viết trong trang này: 
Rosetta.vn/lequanganh. Hai nhà Toán học nói trên được mệnh danh là hai nhà Toán học thông thái cuối cùng (của 
thế kỷ 20). 

16 Peter Sarnak, hơn 20 năm trước, đã từng là một trong vài người phụ giúp Andrew Wiles trong việc kiểm tra 
chứng minh định lý cuối cùng của Fermat. Hiện nay Peter Sarnak đang làm việc tại IAS (Viện Nghiên cứu Cao cấp 
Princeton). 
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quay lai xin đổi cuốn khác don giản hơn. Giáo su Sarnak kể lại: "Sau vài tuần, 
Venkatesh quay lại văn phòng tôi để trình bày những gì chàng thu được. Không 
những chàng hiểu rõ mà còn tỏ ra có trực giác mạnh kinh khủng về nội dung lý 
thuyết nói trong sách.” Nhưng Venkatesh thì nói: “Tôi không thích làm sinh viên 
Cao học theo kiểu này.” Tâm sự với bạn, chàng nói rằng làm nghiên cứu mà bắt 
phải theo những gợi ý của giáo sư cố vấn. “Tôi chỉ thích làm theo cdi mình thích 
thôi,” chàng nói với bạn. Đôi lúc tỏ ra chán nản với những cuốn sách giáo khoa 
được chỉ định, chàng tạm gác ngang chúng, tìm đọc những tài liệu sách vở khác 
chàng ưa thích. “Thật thích thú, thật tuyệt vời,” chàng nói. Cứ như thế Venkatesh 
học được rất nhiều chỉ trong vài năm Cao học, trong khi đó chàng vẫn phải dành 
thời gian làm luận án. Chàng có rất nhiều kiến thức Toán học ngoài phạm vi luận 
án đang nghiên cứu, nhờ đó chàng có một bức tranh bao quát rộng lớn của Toán 
học, nó giúp chàng có nhiều phương tiện liên kết lãnh vực này với lãnh vực khác 
trong những khám phá sau này. 


Năm 2002, năm 21 tuổi, Venkatesh tốt nghiệp Tiến sĩ tại Đại học Princeton, rồi tiếp 
tục làm Hậu-Tiến sĩ (Post-Doctor) tai Đại học MIT. Hiện nay Akshay Venkatesh là 


giáo sư Đại học Stanford, Mỹ. 
2 kK KK 


Công trình của Venkatesh đóng góp cho Toán học quá nhiều và quá đa dạng, bao 
gồm nhiều ngành khác nhau, trong đó có Lý thuyết số, Lý thuyết về các tự đẳng 
cấu (Theory qutomorphic forms), Lý thuyết biểu diễn (Representation theory), 
Không gian đối xứng địa phương (Locally symmetric spaces), Lý thuyết ergodic 
(Ergodic theory),...vv. Trong bài viết ngắn này chúng tôi chọn giới thiệu với độc giả 
ba thành tựu chính của Venkatesh: một thuộc lãnh vực Lý thuyết số, một thuộc 
lãnh vực Topo-Đợại số, và một dự đoán nằm trong chương trinh Langlands. 


Chúng tôi quan tâm đến các sự kiện lịch sử liên quan nhiều hơn là nội dung của 
các vấn đề vì tính phức tạp của chúng. 


Về dạng toàn phương (quadratic forms). 


Để bắt đầu, chúng ta thử xem biểu thức: 
Xˆ†+Xxy+5y2+yz + 12z?. 

Đó là một dạng toàn phương, nghĩa là một đa thức gồm một hoặc nhiều biến số 
mà bậc cao nhất của các số hạng là 2 và các hệ số là các số nguyên. Vấn đề ta quan 
tâm là khi thay các biến số bằng những giá trị nguyên thì ta được một giá trị nguyên 
như thế nào? Năm 1770, Joseph-Louis Lagrange chứng minh được rằng dạng toàn 
phuong x? + y? + z? + w? sẽ cho ta tất cả các số nguyên khi ta thay các biến số bằng 
các giá trị nguyên. 
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Trong tác phẩm nổi tiếng Disquisitiones Arithmeticae xuất bản năm 1801, Carl 
Gauss chứng minh được rằng ta có thể biến đổi dạng toàn phương này sang một 
dạng toàn phương khác đơn giản hơn bằng cách thay thế biến số (substitutions of 
variables) và số nguyên sinh ra bởi dạng đơn giản cũng là chính là số nguyên sinh 
ra bởi dạng ban đầu (nhưng ngược lại không đúng). 
Bằng cách trên, nếu ta có thể biến đổi dạng toàn phương P với m biến số thành 
dạng toàn phương Q với n biến số (m 2 n) thì ta nói P đại diện Q. Câu hỏi được đặt 
ra là: Khi nào thì P đại diện Q? Đây chính là một hình thức khác (another version) 
của bài toán số 11 trong số 23 bài toán mà David Hilbert đã phát biểu vào năm 
1900. Nam 1987, Yoshiyuki Kitaoka, thuộc Dai hoc Meijo, Nagoya va Martin 
Kneser (1928 - 2004), thuộc Đại hoc Gottingen, đã tìm ra được câu tra lời là: 

m 2 2n +3. 
Ba mươi năm sau, có người đưa ra được một bát đẳng thức tốt hon nhưng không 
đưa ra chứng minh, đó la: 

m 2 2n + 2. 
Giới Toán học vẫn thắc mắc rằng liệu có một điều kiện tốt hơn không? 
Năm 2008, Akshay Venkatesh và công tác viên Jordan Ellenberg làm thế giới Toán 
học ngạc nhiên khi đưa ra được một điều kiện tốt hơn để giải đáp câu hỏi khi nào 
P đại diện Q. Câu trả lời là: 

m»n+5. 
Thật ra Venkatesh cùng với Ellenberg đã giải xong vấn đề này vào năm 2005 và 
cho công bố lần thứ nhất vào năm 2008. Sau này, với sự cộng tác của Philippe 
Michel, chứng minh được tổng quát hơn lên và được công bố vào năm 2010. 


Nét chính cần nói ở đây là Venkatesh và các cộng tác viên đã dùng một kỹ thuật 
thuộc lãnh vực lý thuyết hệ thống động lực (dynamical systems theory) để giải bài 
toán này. Kỹ thuật này lại phải sử dụng tới bài toán sub-convexity. Venkatesh đã 
liên kết hai ngành Toán học hoàn toàn cách biệt để giải bài toán của mình một 
cách sáng tạo không ai ngờ tới. 


Class number. 


(Chúng tôi cáo lỗi không dịch được sang tiếng Việt thuật ngữ này. Ý nghĩa của nó 
sẽ được định nghĩa trong đoạn sau.) 

Điều căn bản dễ thấy là bất cứ số nguyên nào cũng có thể phân tích được thành 
thừa số nguyên tố, và chỉ có một cách phân tích mà thôi (không quan tâm tới thứ 
tự trước sau). 

Tập hợp các số nguyên (dương, âm, bằng không) với hai phép toán cộng và nhân 
tạo thành một cấu trúc vành. Đây là vành (ring) thông thường nhất. Tập hợp A 
các số dạng a + bV—5 , trong đó a,b là những số nguyên, cũng tạo nên một vành. 
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Chú ý là V—5 là một số (phần tử) của vành A và là số nguyên tố trong A (theo 
nghĩa là không phan tích được nữa). Số 9 cũng là một số của vành A (a = 9, b =0), 
nhưng số 9 có thể phân tích thành hai cách: 
9=3x3=(2+V—5) x(2 — /—5). 

Ta nói số 9 là một class number của vành A. Như vậy một class number của một 
vành là một số có thể phân tích thành số nguyên tố bằng nhiều cách. Những con 
số này xuất hiện như thế nào, theo một qui luật nào trong một vành vẫn còn là 
một bí ẩn. Bằng thực hành người ta tìm cách tính ra các số ấy, từ đó hy vọng tìm 
ta qui luật mà chúng xuất hiện. 


Năm 1984, Henri Cohen (sinh năm 1947), một nhà Toán học người Pháp, và 
Hendrik Lenstra (sinh năm 1949), một nhà Toán học người Ha Lan, đã tìm ra được 
một kinh nghiệm thực hành để tính ta các số này trong vành các số nguyên, nhưng 
vẫn chưa tìm ra được qui luật phân phối của chúng (patterns). Điều đáng ngạc 
nhiên là, cũng theo hai nhà Toán học này, một phần ba các số này đều là bội số 
của số 3. Kể từ đó, suốt 30 năm sau, vấn đề các class numbers trong vành các số 
nguyên vẫn còn bỏ ngỏ. Chưa thể nói gì đến những số ấy trong vành khác. 


Năm 2016, cùng với hai nhà Toán học Jordan Ellenberg và Craig Westerland, 
Venkatesh đã có một bước tiến kinh ngạc trong việc tìm hiểu kỹ thuật xác định các 
class numbers của Cohen-Lenstra. Để tìm ra kết quả, họ đã chuyển bài toán sang 
một vấn đề khác nằm trong lãnh vực Topology, một ngành của Toán học nghiên 
cứu về hình dạng vật thể. Nhưng Topology là lãnh vực quá rộng, vậy họ đã dùng 
công cụ nào của ngành này? Đây là sáng kiến của nhóm, dẫn đầu là Venkatesh, mà 
ta không hiểu được do đâu: họ đã sử dụng khái niệm sự bền vững đồng điều 
(homological stability) trong Topology, một khái niệm rất mới đang còn là đối 
tượng nghiên cứu của các nhà Toán học hiện nay. 

Một lần nữa, ta lại thấy Akshay Venkatesh đã phối hợp hai ngành không có gì liên 
quan với nhau để vượt qua bài toán bị bế tắc suốt trong vài chục năm trước. 


Một dự đoán trong chương trình Langlands. 


Như chúng tôi đã trình bày trong bài viết về Peter Scholze, chương trình Langlands 
là một “mạng lưới” liên quan rất nhiều hiện tượng đến từ nhiều lãnh vực Toán học 
rất khác nhau, trong đó có Topology, Giải tích, Đại số, và Lý thuyết số. Nhiều dự 
đoán nằm trong chương trình này đã thúc đẩy Toán học phát triển trong thời gian 
qua và còn tiếp tục phát triển nữa trong tương lai. 

Có lẽ thí dụ tốt nhất là chứng minh định lý cuối cùng của Fermat vào đầu những 
năm 1990 do Andrew Wiles thực hiện, với sự đóng góp có tính quyết định vào thời 
gian cuối của Richard Taylor. Phương pháp Wiles-Taylor đã sử dụng công cụ 
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đường cong elliptic (Hình học) nối kết với dạng modula (Giải tích). Đây là loại kết 
nối đã được dự trù trong chương trình Langlands. Cho dù phương pháp Wiles- 
Taylor là rất mạnh nhưng nó lại có gốc rễ từ một công cụ Hình học có tên gọi là da 
tap Shimura. 

Trong một số hội thảo diễn ra trong thời gian mới day giữa năm 2017 - 2018, 
Venkatesh đã làm cho thế giới Toán học ngạc nhiên khi ông ta đã tổng quát hóa 
phương pháp Wiles-Taylor mà không dựa trên những đa tạp Shimura. Công cụ 
chính mà Venkatesh và các cộng sự của ông đã sử dụng đến từ sự đối xứng của 
những nhóm đồng điều (homology groups) trong những không gian Topo có tên 
là không gian đối xứng địa phương (locally symmetric spaces). 

Công việc của Venkatesh kết nối nhiều lãnh vực Toán học lại với nhau tuy chưa 
hoàn tất, nhưng người ta vẫn mong chờ nó sẽ cung cấp thêm nhiều kết quả tích 
cực, làm cho người ta hiểu thêm tính vĩ đại của chương trình Langlands. 


Hầu hết những nhà Toán học đều được xếp vào một trong hai loại: những người 
giải toán (problem-solvers) hoặc những người lập thuyết (theory-builders). 
Akshay Venkatesh là trường hợp ngoại lệ: ông thuộc về cả hai loại trên. Hiện nay 
ông chỉ mới hơn 36 tuổi, người ta nghĩ rằng ông còn đem lại cho Toán học nhiều 
khám phá mới mà chúng ta không thể dự đoán trước được. 


Tài liệu tham khảo 


1. http://www.icm2018.org/portal/en/about-icm-prizes 
Đây là trang web chính thức của Đại Hội Các Nhà Toán học Thế Giới (ICM). 
2. https://www.mathunion.org/imu-awards/fields-medal/fields-medals- 
2018. 
Đây là trang web chính thức của Hội Toán học Thế giới (IMU). 
3. Những bài viết của Allyn Jackson trong trang web nói trên. 
4. https://news.cnrs.fr/articles/alessio-figalli-fields-medal-2018 
Đây là trang web tin tức của Trung Tâm Nghiên Cứu Khoa học Pháp (CNRS). 
5. https://www.quantamagazine.org/tag/2018-fields-medal-and- 
nevanlinna-prize-winners/ 
Đây la trang web của tap chi Quanta Magazine. 
6. https://plus.maths.org/content/test-1-0 
Những bài viết liên quan đến Fields Medal 2018 trong trang web nay. 





Và nhiều tài liệu hình ảnh trên Internet. 
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Nhà Toán học nữ vĩ đại nhất của Lịch sử: 


EMMY NOETHER 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


Đây là một nhà nữ Toán học thiên tài. Tôi sé không ngần ngợi nói rằng 
Emmy Noether là nhà nữ Toán học vĩ đại nhất của Lịch sử cho tới nay. 


Hermann Weyl 





Emmy Noether (1882 — 1935). 


Năm 1915, hai nhà Toán học hang đầu của nước Đức và cũng là hang đầu của thế 
giới thời ấy là David Hilbert và Felix Klein, mời một nhà nữ Toán học tên là Emmy 
Noether về trường Đại học nổi tiếng Göttingen của mình, trước là để cộng tác với 
Khoa Toán, sau là — một cách kín đáo - “vấn kế” về một vấn đề rất “thời sự” và 
nóng bỏng thuộc lãnh vực Vật lý lý thuyết. Trong Thuyết tương đối tổng quát mà 
nhà Vật lý thiên tài Albert Einstein mới công bố, có một sự việc xem ra không phù 
hợp với nguyên lý bảo toàn năng lượng mà xưa nay ai cũng biết và công nhận. 
Hilbert và Klein đã thử tìm cách giải thích nhưng chưa có lời giải thích đáng. 


Tại sao hai nhà Toán học hàng đầu này lại đặt tin tưởng vào một nhà nữ Toán học 
chưa có tên tuổi, hơn nữa, thời ấy ở Đức người ta rất coi thường phụ nữ chứ đừng 
nói kính nể hoặc trọng dụng trong môi trường hàn lâm? 


1 Hermann Weyl (1885 — 1955), nhà Toán học Mỹ gốc Đức, một trong những người sáng lập ra Viện Nghiên Cứu 
Cao Cấp Princeton (IAS). 


Tên đầy đủ của người phụ nữ ấy là Amalie Emmy Noether. Bà sinh năm 1882 
trong một gia đình có nguồn gốc Do Thái tại thành phố Erlangen, Bavaria, Đức. 
Cha của bà, ông Max Noether, là giáo sư Toán (tự học) tại Đại học Erlangen. Ông 
chuyên về lý thuyết hàm đại số, một ngành Toán mới tại Châu Au2, sau này phat 
triển thành Hình-Đại số. Mẹ bà, bà Ida Amalia Kaufmann, thuộc gia đình khá giả 
ở Cologne. 


Những năm học Tiểu học, Emmy thích âm nhạc, thích nhảy múa nhưng không thích 
học đàn piano mặc dù mẹ bà là một người chơi đàn piano có tiếng. Thời ấy, con 
gái không được ghi danh vào các trường gymnasium, một loại trường Trung hoc 
tốt dành cho con trai, chuẩn bị cho học sinh vào Đại học sau khi tốt nghiệp. Emmy 
ghi danh vào học trường Städtischen Hóheren Töchterschule, một loại trường 
Trung học dành cho con gái. Bà tỏ ra có năng khiếu ngoại ngữ (Anh văn và Pháp 
văn). 


Sau Trung học, bà theo học trường sư phạm để được đào tạo thành cô giáo dạy 
ngoại ngữ trong những trường nữ. Năm 1900, vừa 18 tuổi, bà tốt nghiệp. 


Chưa bắt đầu vào nghề dạy học, bà đã thay đổi ý định. Thời ấy, các trường Đại 
học ở Đức không nhận nữ sinh. Bà xin phép đặc cách ghi tên vào Đại học Erlangen 
với tư cách dự thính để học Toán. Năm 1903, bà qua được kỳ thi tuyển để được 
vào Đại học danh tiếng Göttingen học dự thính một học kỳ. Ở đó bà được sự 
khuyến khích của một số giáo sư Toán nổi tiếng như Hermann Minkowski, Felix 
Klein, và nhất là David Hilbert. Năm 1904, bà trở về Erlangen hoàn tất chương 
trình Đại học. 


Năm 1904, bà được giáo sư Paul Gordan, người được mệnh danh là “vua của lý 
thuyết bất biến” nhận làm giáo sư cố vấn (advisor) cho việc nghiên cứu học trình 
Tiến sĩ. Nhờ vậy sau này lý thuyết bất biến đã giúp bà có nhiều khám phá quan 
trọng trong lãnh vực Vật lý lý thuyết. Năm 1907, Emmy Noether 25 tuổi, tốt 
nghiệp Tiến sĩ loại xuất sắc (summa cum laude). 


Năm 1908, Tiến sĩ Noether được tuyển làm giảng viên không có lương tại trường 
Đại học Erlangen. (Điều này không có gì đặc biệt vì qui chế ấy áp dụng cho mọi 
Tiến sĩ mới được tuyển vào). Mặc dù cha bà có trợ giúp tiền bạc, nhưng cuộc sống 
của bà khá chật vật. 


Trong khi làm công việc giảng dạy, Noether không ngừng nghiên cứu những bài 
giảng và những công trình của Hilbert về Đại số và Lý thuyết số. Chính những 
phương pháp của Hilbert đã ảnh hưởng sâu đậm trên sự nghiệp của bà, và nhờ đó 
bà trở thành nhà Toán học đi tiên phong trong lãnh vực Đại số trừu tượng sau này. 


2 Vào thập niên 1960, ngành nay được nhà Toán học xuất sắc và độc đáo Grothendieck làm mới va phát triển thêm 
lên. (Xem về nhà Toán học này trong trang Rosetta.vn/lequanganh). 


Còn Hilbert thì ông biết khả năng của bà, ngay từ năm 1903 khi bà còn ngồi dự 
thính lớp của ông ở Göttingen, ông tận tình khuyến khích và giúp đỡ. 
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Physics is much too hard for 
physicists. 


== David Hilbert E 





David Hilbert (1862 - 1943), nhà Toán học thông thái cuối cùng của thé kỷ 20. 
Vật lý khó quá đối với các nhà Vật lý. 
(Câu nói của David Hilbert có nhiều ý nghĩa và cũng gây nhiều tranh cãi). 


Năm 1905, thế giới Khoa học bị choáng váng khi một người thư ký 26 tuổi phụ 
trách bằng sáng chế ở thành phố Bern, Thụy Sĩ, tên là Albert Einstein, chứng minh 
được rằng không gian và thời gian quyện vào nhau để trở thành một cái gọi tên là 
không-thời-gian (space-time). Tương tự như vậy, các nhà Toán học Klein, Hilbert 
và Minkowski cũng giật mình khi nghe nói rằng thời gian bị chậm lại đối với vật thể 
di chuyển quá nhanh và rằng vận tốc ánh sáng là điều duy nhất “bất biến” trong lý 
thuyết của Einstein, Thuyết tương đối đặc biệt (the special theory of relativity), 
vừa mới được công bó. Trong một nỗ lực nhằm giải thích những khám phá cách 
mạng của Einstein bằng Toán học thay vì bằng ngôn ngữ Vật lý lý thuyết, 


Minkowski — thay cũ của Einstein ở ETC Zürich? — đã viết một bài báo về khóng- 
thời-gian 4 chiều. 


Ba nhà Toán học vĩ đại của Đại học Göttingen cũng nhận ra rằng Vật lý mới của 
Einstein “bất biến” dưới tác dụng của nhóm. Như vậy cả Galois và Lie đều bước 
vào câu chuyện về thuyết tương đối. Nhóm Lorentz - đặt tên theo tên nhà Vật lý 
Hòa Lan Hendrik Lorentz (1853 — 1928) - dà được xác định là nhóm tất cả các 
phép biến đổi làm cho không-thời-gian 4 chiều Minkowski bất biến, trong đó 
chúng ta được phép chỉnh sửa hệ thống tọa độ cho phù hợp với những gì các quan 
sát viên khác nhau nhìn thấy. Các phép biến đổi này nằm trong một nhóm rộng 
lớn hơn gọi tên là nhóm Poincaré — đặt tên theo tên nhà Toán học Pháp Henri 
Poincaré (1854 — 1912). 


Sự cần thiết những công cụ Toán học mới cho Vật lý trở nên cấp thiết sau 10 năm 
thuyết tương đối đặc biệt ra đời. Năm 1915, Einstein lại làm cho thế giới bị choáng 
váng thêm một lần nữa khi ông trình bày Thuyết tương đối tổng quát (the general 
theory oƒ relativity), thuyết này bao gồm cả vấn đề lực hấp dẫn (gravity) và như 
vậy làm thay đổi sự hiểu biết của chúng ta về công trình của Newton, đưa chúng 
ta ra khỏi thế giới của Newton để đi tới thế giới cực biên của tốc độ và lực hấp dẫn 
vũ trụ, ở đó cơ học Newton không hoạt động được nữa. Ngay cả từ khi hoàn tất 
thuyết tương đối đặc biệt vào năm 1905, Einstein vẫn tiếp tục làm việc nhiều để 
áp dụng nguyên lý tương đối vào lý thuyết về lực hấp dẫn của Newton. Vào năm 
1907, ông cố gắng tiếp cận thêm nữa nhưng không được, ông nhận ra rằng cần 
phải có thêm công cụ Toán mới. Marcel Grossman, bạn của Einstein từ thời cùng 
học chung tại ETH Zürich, cho ông mượn tập ghi chép (Einstein hình như rất kém 
trong việc ghi chép bài). Qua đó tài liệu đó, Einstein hướng tới Hình học phi-Euclid 
do Riemann sáng lập, rồi cuối cùng tới những kết quả hãy còn mù mờ của nhà 
Toán học Ý Gregorio Ricci- Curbastro (1853 — 1925), và cộng sự viên là Tullio Levi- 
Civita (1873 — 1941), cả hai người đã có thời gian cùng nghiên cứu với Felix Klein. 
Hai nhà Toán học nói trên phát triển “phép tính vi phân tuyệt đối” (absolute 
differential calculus)— một phương pháp giải tích dùng ten-xơ, một dạng tổng quát 
của ma trận (do Cayley phát minh). 


Ở Thụy Sĩ và Prague, Einstein nỗ lực làm việc trên các ten-xơ, cố gắng đưa chúng 
vào một hệ thống Toán học nhằm giải thích cơ học Newton trong nội dung thuyết 
tương đối. Rồi Einstein được mời về làm việc tại Hàn Lâm Viện Berlin, trở về Đức, 
quê nhà của ông. Thời gian ấy, ông nhận ra rằng lực hấp dẫn uốn cong không-thời- 
gian, và năm 1914 ông phái một nhà Thiên văn ở Berlin tên là Erwin Freundlich, đi 
qua Crimea (thuộc Nga) để chứng minh giá trị của thuyết tương đối mới mẻ bằng 
cách quan sát những vì sao trong quá trình nhật thực xảy ra. Einstein đã tiên đoán 


3 ETC: Eidgenössische Technische Hochschule Zürich (Viện Kỹ Thuật Liên Bang Zürich, Thụy si). 


rằng ánh sáng của các vì sao khi đi qua gần mặt trời sẽ bị cong quanh mặt trời và 
làm cho vị trí các vì sao bị lệch đi. Nhật thực tai Crimea sẽ cung cấp cơ hội chứng 
tỏ sự uốn cong ấy. Nhưng Thế Chiến thứ nhất đã can dự vào vì Freundlich bị quân 
Nga bat do nghi ngờ ông này làm gián điệp cho Đức. Khi Freundlich được thả ra 
thì nhật thực đã đi qua mất rồi. 


Năm 1915, Einstein nhận lời mời đến thăm trường Đại học Göttingen và sẽ có buổi 
nói chuyện tại khoa Toán về những gì ông đang nghiên cứu trên các phương trình 
ten-xơ cho thuyết tương đối tổng quát, trong đó các phần tử là những mảng 
(arrays) các biến số. David Hilbert có mặt trong thành phần thính giả. Ông ghi 
chép rất cẩn thận những gì Einstein viết trên bảng. Rồi ông về phòng và làm một 
việc có lẽ ông không thích chút nào: từ công trình của Einstein ông cố tìm ra 
phương trình đúng của thuyết tương đối tổng quát. Khi ông nghĩ là ông đã tìm ra 
được nó rồi, ông liền gởi kết quả - phương trình ten-xơ 14 chiều (tức là 14 hàng 
biến số) - cho một tờ báo để công bố. 


Trong cùng thời gian ấy, Einstein cũng đang tìm phương trình cho thuyết tương 
đối tổng quát của mình và ông đã có một cú đột phá: Ông đã tìm ra phương trình 
ten-xơ 10 chiều (tức là 10 hàng biến số) và gởi nó cho một tờ báo khác. Nghiên 
cứu của Jũrgen Renn ở viện Max Planck cho thấy cả hai bài báo đều gởi đi cùng 
một thời điểm trong tháng 11 năm 1915 và việc Hilbert tìm cách đánh bại Einstein 
trong sự việc này đã kết thúc. Phương trình của nhà Toán học sai, trong khi 
phương trình của nhà Vật lý đúng! 


Thì ra phương trình rườm rà 14 chiều của Hilbert thiếu tính chất quan trọng: tính 
bất biến. Thuyết tương đối đòi hỏi một loại bất biến gọi là hiệp phương sai tổng 
quát (general covariance), trong Vật lý tương đối nó có nghĩa là phương trình 
không tùy thuộc vào hệ thống tọa độ quy chiếu từ đó nó được quan sát. Cho dù 
khi quan sát một cái hỏa tiễn được phóng lên anh đang đứng ở đâu, phía Bắc hay 
phía Nam, anh sẽ thấy cùng một tiến trình vật lý. Ngoài ra phương trình của 
Einstein đẹp và cô đọng hơn phương trình của Hilbert. 


Rõ ràng là Hilbert cần một ai đó hiểu được tính bất biến hơn ông để có thể hiểu 
Toán học trong thuyết tương đối tổng quát của Einstein. Khi ấy Hilbert và Klein 
bỗng nhớ lại người phụ nữ trẻ rất đặc biệt ngồi trong lớp của họ cách đây chừng 
mười năm, bây giờ người ấy đã công bố nhiều bài báo sâu sắc mà không mang tên 
một trường Đại học nào ca’. 
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^ Thường thi mỗi bai báo sẽ có tên tác giả, bằng cấp, và tên nhiệm sở của tac giả (trường Đại học hoặc Viện nghiên 
cứu). Điều này làm tăng thêm giá trị của bài báo. 


Trước năm 1915, Noether đã là một nhà Toán học nổi tiếng theo kiểu riêng của 
mình rồi. Các bài báo của bà được đọc và quan tâm trên khắp thế giới. Nội dung 
của chúng chú trọng tới Đại số. 


Năm 1915, với tư cách trưởng Khoa Toán, Felix Klein mời bà về Đại học Göttingen 
làm giảng viên. Lời mời này gặp phải sự chống đối dữ dội từ phía các giáo sư Ngữ 
văn và Lịch sử”. Mac dù có sự ủng hộ của hầu hết các giáo su Khoa học, lời mời 
của Klein và Hilbert vẫn không thể thực hiện được. Cuối cùng, do ý thích mãnh 
liệt của Noether, trường chấp nhận cho bà làm phụ tá không lương cho giáo sư 
David Hilbert. Bà vẫn còn phải nhận sự giúp đỡ tài chánh của cha bà, giáo sư Toán 
Max Noether, ở Đại học Erlangen. 


Chẳng bao lâu sau khi tới Göttingen, bà chứng tỏ khả năng của bà và không phụ 
lòng tin của hai nhà Toán học Felix Klein và Hilbert: Bà trình bày với Khoa Toán hai 
định lý (nay mang tên Định lý Noether). Chúng cho thấy sự liên kết cao độ giữa 
khái niệm đối xứng trong Toán học và định luật rất quan trọng về sự bảo toàn 
trong Vật lý. Một cách chi tiết hơn, hai định lý này cho thấy khi biểu thức Lagrange 
(biểu thức do Lagrange phát minh liên quan đến vị trí vật lý của những yếu tố) thụ 
hưởng một loại đối xứng nào đó — nghĩa là khi nó bất biến dưới tác dụng của nhóm 
Lie, chẳng hạn như nhóm các phép quay của một vòng tròn — thì hệ thống vật lý 
qui định bởi biểu thức Lagrange ấy sẽ gây ra định luật bảo toàn. Như thế, các định 
lý Noether giải thích sự bảo toàn năng lượng, bảo toàn momentum và bảo toàn 
điện tích bằng ngôn ngữ của lý thuyết nhóm. 


Hai định lý này được Emmy Noether chính thức công bố vào 23 tháng 7 năm 1918 
(mà vừa qua thế giới Vật lý và Toán học vừa mới làm kỷ niệm 100 năm.) 


Với Định lý Noether các nhà Vật lý đã có một khái niệm mới rất mạnh. Đó là những 
phép đối xứng trừu tượng. Định lý Noether cho phép trả lời một số vấn đề của Vật 
lý, đặc biệt là Vật lý về hạt (particle physics). Nó quan trọng ở hai mức độ: 


e Dinh lý cho phép các tính toán thực tế, và 

e Khi nhà Vật lý lý thuyết hóa một hệ thống mới nào mà họ nghĩ ra, Định lý 
cho phép họ thấu hiểu được những tính chất của hệ thống đó, từ đó giữ 
nó lại hoặc loại nó đi. 


Định ly Noether giải quyết được những nghi ngại gây ra bởi thuyết tương đối tổng 
quát. Định lý Noether đã cho thấy vật chất và lực hấp dẫn được xem như thống 


5 Nhắc lại rằng khi ấy Đức dang chủ động trong Thế chiến thứ |. Một giáo sư Lịch sử nói: “Nghĩ thế nào khi những 
người lính của chúng ta trở về lại giảng đường ngồi dưới chân một người đàn bà nghe bà ấy giảng bài?" Hilbert tra 
lời: “Chúng ta đang ở trong một trường Đại học, không phải trong một nhà tắm.” Kimberling, Clark (1981), Emmy 
Noether and Her Influence. 


nhất là một, chứ không phải là hai đại lượng tách biệt hoàn toàn, và như vậy không 
có sự vi phạm luật bảo toàn nào cả. 


Thế chiến thứ nhất chấm dứt, xã hội Đức có nhiều thay đổi. Với những thành quả 
xuất sắc của mình, Emmy Noether được chính thức công nhận là giảng viên 
(lecturer) tại Đại học Göttingen năm 1919 (năm bà 37 tuổi), nhưng vẫn làm việc 
không lương. Ba năm sau, năm bà 40 tuổi, bà mới nhận được lương chính thức! 
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Đầu năm 1920, bà quay trở lại ngành Đại số. Trong 4 năm qua, bà đã để nhiều 
thời gian và công sức chuyên tâm vào các vấn đề Toán học do Vật lý lý thuyết đòi 
hỏi. Dưới đây là một số công trình về Đại số nổi tiếng của bà từ năm 1920 trở về 
sau. 


e Nam 1920, với sự cộng tác của Werner Schmeidler (1890 — 1969), bà công bố 
một bài báo về Lý thuyết về Ideals trong đó bà định nghĩa ideals trái, ideals 
phải từ một vành. Năm sau bà công bố một bài báo về Dây chuyền tăng, Dây 
chuyền giảm của ideals (Ascending and descending chain conditions). Từ đây, 
có tên vành Noether. Nhà Đại số học Irving Kaplansky gọi công trình này của 
Noether là một cuộc cách mạng trong Đại số trừu tượng. 





Cuốn Moderne Algebra cùa B.L. van Waerden (ấn bản 1933). 


e Nam 1924, một nhà toán học trẻ tuổi người Hà lan, tên là Bartel Leendert van 
der Waerden (1903 — 1996), đến Dai học Göttingen tim bà. Hai người hợp tác 
với nhau cho ra đời nhiều phương pháp mới, rất trừu tượng làm phong phú 
cho ngành Đại số. “Bờ rất đặc sắc, bà ở trên mọi sự so sánh,” van Waerden 


nói. Năm 1931, van Waerden viết cuốn Moderne Algebra dựa trên những ghi 
chép khi làm việc với bà. Cuốn sách mau chóng được cả thế giới đón nhận, 
làm khuôn vàng thước ngọc cho giới học và dạy Đại số trong nhiều chục năm 
sau. 


e Nam 1926, bà công bố bài báo Chứng minh Tính Hữu han của các Bất biến 
trong cdc Nhóm Tuyến tinh với Đặc số p (Proof of the Finiteness of the 
Invariants of Finite Linear Groups of Characteristic p). Ô đây bà đã mở rộng 
định lý của Hilbert về biểu diễn của nhóm hữu hạn cho bất kỳ trường nào. Từ 
bài báo này, sau này chúng ta có Bổ đề chuẩn hóa Noether (Noether 
Normalization Lemma). 


e Nam 1927, ba công bố bai báo về Cấu trúc Trừu tượng của Ly thuyết Ideals 
trong các Số Đại số và Trường hàm (Abstract Structure of the Theory of Ideals 
in Algebraic Numbers and Function Fields). Trong bài báo này bà đề cập tới 
đặc điểm của những vành trong đó những ideals có phân tích duy nhất thành 
những ideals nguyên tố. Bài báo còn có những định lý mà ngày nay ta gọi là 
những định lý về sự đẳng cấu (Isomorphism Theorems). Những định lý này mô 
tả những đẳng cấu cơ bản tự nhiên và một số kết quả của modules Noether và 
Artin. 

e Trong nững năm từ 1924 đến 1930 bà mở và giảng day ít nhất là năm lớp về 
Đại số trừu tượng chuyên biệt tại Đại học Göttingen. Những chủ đề của các 
lớp này là những thành tựu mới nhất của bà và một số nhà Toán học đương 
thời. Có thể điểm qua một vài chủ đề như sau: 

1. Lý thuyết nhóm, lý thuyết biểu diễn. 
2. Lý thuyết vành, modules, và Ideals. 
3. Đại số không giao hoán. 


Mùa Đông năm 1928-1929, bà được mời làm giáo sư thỉnh giảng tại Đại học 
Moscow. Mùa Hè năm 1930, bà về thỉnh giảng tại Đại học Frankfurt. 

Tại Đại hội các nhà Toán học Thế giới 1928 tổ chức tại Bologna, bà được vinh dự 
chọn làm một trong những diễn giả chính. Bốn năm sau, năm 1932, Đại hội các 
nhà Toán học Thế giới tổ chức tai Zürich cũng chọn bà đọc bài diễn văn chính thức. 


KK K k KK 


Adolf Hitler lên nắm chính quyền vào tháng 1 năm 1933. Thanh niên Quốc Xã hoạt 
động ở khắp mọi nơi trên nước Đức, ngay cả trong trường học. Tại trường Đại 
học Göttingen, ngay những ngày tháng đầu, người ta đã thấy biểu ngữ cổ xúy tệ 
phân biệt chủng tộc quá khích (bài Do Thái) treo trong sân tường, chẳng hạn như: 


“Sinh viên Aryan muốn học Khoa học từ người Aryan, không phải từ người Do 
Thái.” 

Tiếp theo, bộ Giáo dục, Khoa học và Nghệ thuật ban hành một đạo luật theo đó 
tất cả các giáo viên, giảng viên và giáo sư người Do Thái hoặc có họ hàng với người 
Do Thái phải rời khỏi nhiệm sở. 

Trong vòng vài tháng sau đó, nhiều nhà Toán học và nhà Khoa học rời khỏi 
Göttingen, trong số đó có Richard Courant®, Edmund Landau’, Emmy Noether, 
Paul Bernays, Max Born”, Hermann Weyl và nhiều người khác. Một số thi tim 
đường qua Mỹ, Thụy Sĩ, hoặc các nước phương Tây khác, còn một số còn lưu lại 
Đức nhưng không còn công việc gì nữa. 


Hào quang ở Göttingen kéo dài hơn một thế kỷ, nay đã tắt. 


Tháng 4 năm 1933, Emmy Noether được trường Đại học Bryn Mawer, 
Pennsylvania, Mỹ, mời về, dưới sự bảo trợ của quỹ Rockefeller Foundation. Mùa 
Thu năm ấy, bà bắt đầu giảng dạy Toán cho sinh viên Cao học. Năm 1934, bà về 
Viện Nghiên Cứu Cao Cấp Princeton theo lời mời của nhà Toán học Oswald Veblen 
(1880 — 1960), nhà Hình hoc hàng đầu thế giới, đang phu trách tai đó. 


Mùa Hè năm 1934, bà trở về Đức thăm quê hương, bà con. Khi ấy bà còn người 
em trai tên là Fritz Noether, ông nay cũng là giáo su Toán dang bị đuổi viêc!°. Hinh 
như bà có linh cảm đây là chuyến về thăm quê hương cuối cùng bởi vì không ai trở 
lại Đức như bà trong không khí như thế cả. 


Tháng 4 năm 1935, bác sĩ chẩn đoán bà bị ung thư xương. Bà qua đời sau một 
cuộc giải phẫu không thành công. Năm ấy bà 53 tuổi. 


Ngày đưa tiễn bà chỉ có đồng nghiệp, những người cộng tác, và học trò của bà. Bà 
không lập gia đình, và ở Mỹ bà cũng không có bà con gần nào cả. Ngày đầu có 
Hermann Weyl, Richard Brauer và đông đảo giáo sư của trường Đại học Bryn 
Mawer. Mấy ngày sau có Albert Einstein, van de Waerden, Pavel Alexandrov, va 
nhiều nhà Khoa học có tiếng khác từ nhiều nơi xa cũng kịp về chào bà lần cuối. 


6 Richard Courant (1888 - 1972), nhà Toán học Mỹ gốc Đức, đã từng giảng day tại Gottingen, di cu qua Mỹ trong 
thời gian Thế chiến thứ hai, nghiên cứu về Toán ứng dụng và mặt tối thiểu. 

7 Edmund Landau (1877 - 1938), nhà Toán học Đức, giảng dạy tại Göttingen, chuyên về Lý thuyết số và Giải tích 
phức. 

8 Paul Bernays (1888 — 1977), nhà Toán học Đức gốc Thụy sĩ, chuyên về Logic Toán. 

? Max Born (1882 - 1970), nhà Toán học và vật lý lý thuyết Đức, giảng day tại Göttingen, chuyên về Cơ hoc lượng 
tử. 

10 Năm 1935, Fritz Noether xin được một chân giáo sư tại Đại học Tomsk, Siberia. Năm 1937, ông bị chính quyền 
Soviet bắt, nghỉ là gián điệp Đức. Năm 1941, ông bị xử tử. 
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Để kết thúc bài viết về Emmy Noether, xin trích lời phát biểu của Albert Einstein 
năm 1935, trong một buổi lễ tưởng nhớ bà: 


“Trong số những nhà Toán hoc nổi tiếng mà tôi biết hoặc tôi cùng làm việc thi 
Fräulein?! Noether là thiên tài có đầu óc sáng tạo nhất, cách xa so với bát cứ người 
phụ nữ có trình độ cao nào. Trong lãnh vực Đại số, ngành hội tụ nhiều bộ óc xuất 
chúng trong nhiều thé kỷ, bà đã khám phá ra những phương pháp vô cùng quan 
trọng, giúp ích rất nhiều cho nhà Toán học thế hệ sau.” 


K K K kK KK 


Tài liệu tham khảo 


1. Amir D. Aczel. A Strange Wilderness. The lives of the Great 
Mathematicians. 

2 https://www.famousscientists.org/emmy-noether/ 

3 https://en.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether 
Discover Magazine June 2017. The Universe According to Emmy Noether. 


5 Encyclopedia of World Biography. Emmy Noether. 
6 Nhiều tài liệu và hình ảnh khác trên Internet. 


©2018 lequanganh. 


11 Cô Noether, nói môt cách kính trọng. 


Ai là người tuyển chọn chủ nhân các Huy chương Fields? 


HỘI ĐỒNG TUYỂN CHỌN GIẢI THƯỞNG 
HUY CHƯƠNG FIELDS 2018 


Đại Hội Các Nhà Toán Học Thế Giới ICM (the International Congress of 
Mathematicians) được Hội Toán Học Thế Giới IMU (the International 
Mathematical Union) tổ chức bốn năm một lần. Hội đồng tuyển chọn Huy Chương 
Fields do IMU chọn lựa. Đứng đầu Hội đồng này luôn luôn là vị Chủ tịch của IMU 
được công bố trước, nhưng danh sách các thành viên trong Hội đồng còn giữ kín 
cho tới một thời gian — thường là vài tuần tới một tháng - sau khi các Huy Chương 
Fields được trao. 

Dưới đây là danh sách các thành viên Hội đồng tuyển chọn lần Đại hội 2018 (trích 
từ Website chính thức của IMU), sắp theo thứ tự abc của tên (family name). Chúng 
tôi bổ sung một số chỉ tiết của mỗi vị giám khảo thành viên. Nhận xét riêng của 
chúng tôi là chuyên ngành của Hội đồng giám khảo bao phủ gần như hết tất cả các 
lãnh vực Toán học. 


2018 

Shigefumi Mori (chair) 
Hélène Esnault 
Eduard Feireisl 
Alice Guionnet 
Nigel Hitchin 

John Morgan 

Hee Oh 

Andrei Okounkov 
M.S. Raghunathan 
Kenneth A. Ribet 
Terence Tao 


1. Shigefumi Mori (1951), Nhật bản. 





e Chù tịch Hội Toán học Thế giới (IMU). 
e Fields Medal 1990. 

e Chuyên ngành: Hình-Đại số. 

e Giáo sư Đại hoc Kyoto. 


2. Hélène Esnault (1953), Pháp. 





e Tiến sĩ1976 Đại học Paris (Cố vấn: GS Lê Dũng Tráng!) 

e Chuyên ngành: Đại số, Hình-Đại số. 

e Giải Leibniz 2003. 

e Giáo sư Đại học Paris VII, Giáo sư Einstein Dai hoc Freie Berlin. 


1 Lê Dũng Tráng (1947 Saigon), học Trung học và Đai học ở Pháp. Làm Tiến sĩ dưới sự hướng dẫn của Claude 
Chevalley (một trong những người sáng lập nhóm Bourbaki) và Pierre Deligne (Fields Medal 1978), Giáo sư Đại học 
Paris VII, Đại học Bách Khoa Paris, Gs thỉnh giảng ĐH Harvard. 


3. Eduard Feireisl (1957), Tiệp (Czech). 


/ ui Js 





e Chuyên ngành: Phương trình dao hàm riêng (PDE), Động lực hoc hệ thống, Cơ học 
lưu chất. 

e Giải Neuron 1982. 

e Viên Toán hoc Praha. 


4. Alice Guionnet (1969), Pháp. 





e Giáo su DH Berkeley California, giáo sư Viện MIT, hiện là giáo sư trường Cao Đẳng 
Sư Phạm Cao cấp Paris (ENS). 

e Giải Rollo Davidson 2003, giải Loève 2009, giải Simons Investigator 2012. 

e Chuyên ngành: Lý thuyết Xác suất. 


5. Nigel Hitchen (1946), Anh. 





e Giáo sư Dai hoc Oxford. 

e Chuyên ngành: Hình Vi phân, Hình-Đại số, Toán Vật lý. 

e Giai Whitehead 1988, Huy chương Sylvester 2000, Giải Polya 2002, Giải Shaw 
2010. 


6. John Morgan (1946), Mỹ. 





e Hàn Lâm Viện Khoa học (từ năm 2009). 

e Chuyên ngành: Topology, Hình học. 

e Dung đầu tổ kiểm tra chứng minh Dự đoán Poincaré của Perelman là DUNG, tuyên 
bố trước Đại Hội Các Nhà Toán Học Thế Giới ở Madrid năm 2006. 

e Giáo su Đại hoc Columbia. 


7. Hee Oh (1969), Nam Hàn. 





e BS Dai học Seoul, Ph.D Đại hoc Yale, nay trở về làm giáo sư trường cũ, Dai 
học Yale. Đã từng giảng dạy tại Đại học Princeton, Viện MIT. 

e Chuyên ngành Động luc hoc hệ thống, Lý thuyết số. 

e Giải thưởng: Satter 2015, Guggenheim Fellowship 2017, giải Ho-Am (giải 
thưởng Khoa hoc Quốc gia Nam Han 2018). 


8. Andrei Okounkov (1969), Nga. 





e Ph.D. Dai hoc Moscow 1995 (cố vấn: Giáo sư Alexander Kirillov). 

e Chuyên ngành: Lý thuyết trinh bày, Hình-Đại số, Xác suất. 

e Giai thưởng: EMS prize 2004, Fields Medal 2006. 

e a từng giảng dạy tai Dai hoc Columbia, Dai hoc Princeton, hiện là giáo sư Đại học 
Chicago. 


9. Madabusi Santanam Raghunathan (1941), Ân Độ. 





e Ph.D. Đại hoc Bombay 1966. 

e Chuyên ngành: Đại số Lie, Hình hoc Riemann. 

e Giải thưởng: Shanti Swarup Bhatnagar 1977, TWAS 1991, Huy chương 
Ramanujan 1991, Padma Shi 2001, Padma Bhushan 2012. 

e Hiên là Chủ tịch Viện Kỹ thuật Mumbai, Ấn độ. 


10. Kenneth Ribet (1948), Mỹ. 





e Một trong những người giúp Andrew Wiles rà soát lại chứng minh định lý 
cuối cùng của Fermat. 

e Chuyên ngành: Lý thuyết số, Hình-Đại số. 

e Giải thưởng: Fermat prize 1989, Huy chương Brouwer 2017. 

e Hiên là giáo sư Đại hoc Berkeley, California. 


11. Terence Tao (1975), Úc-Mỹ, gốc Tàu. 


Đây là Giám khảo trẻ nhất trong Hội Đồng Giám Khảo năm 2018 và cũng là vị Giám 
khảo nổi bật nhất. Hãy xem qua những dấu mốc thời gian trong cuộc đời của ông: 


LIFE AND TIMES OF TERENCE TAO 


@ Age 7: Begins high school 

@ 9: Begins university 

@ 10,11,12: Competes in the International 
Mathematical Olympiads winning bronze, 
silver and gold medals 

@ 16: Honours degree from Flinders University 

@ 17: Masters degree from Flinders University 

@ 21: PhD from Princeton University 

@ 24: Professorship at University of California 





in Los Angeles 
@ 31: Fields Medal, the mathematical y 

equivalent of a Nobel prize | cos 
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e Chuyên ngành: Mỗi nhà Toán học thường có một vài chuyên ngành, riêng 
Terence Tao, ông có không dưới 10 chuyên ngành. Nói một cách khác, mỗi 
khi vào ngành nào thì ông trở thành chuyên gia hàng đầu ngành đó. Xin kể 
ra đây vài chuyên ngành chính của ông: Giải tích điều hòa, Phương trình 
đạo hàm riêng (PDE), Đại số tổ hợp, Số học tổ hợp, Hình học tổ hợp, Lý 
thuyết số,....Năm 2004, cùng với Ben Green, ông khám phá ra định lý Tao- 
Green trong lý thuyết số. 


e Hiên ông là giáo sư Dai hoc Los Angeles, California. 


e Trong rất nhiều giải thưởng, xin chỉ kể ra đây vài giải thưởng mới nhất: 


Fields Medal (2006) 

MacArthur Award (2006) 
SASTRA Ramanujan Prize (2006) 
Sloan Fellowship (2006) 

Fellow of the Royal Society 
(2007) 

Alan T. Waterman Award (2008) 
Onsager Medal (2008) 

King Faisal International Prize 
(2010) 

Nemmers Prize in Mathematics 
(2010) 

Polya Prize (2010) 

Crafoord Prize (2012) 

Simons Investigator (2012) 
Breakthrough Prize in 
Mathematics (2014) 

Royal Medal (2014) 

PROSE Award (2015) 








Biên soạn bởi: 
Lê Quang Ánh, Ph.D. 


Sophie Germain 


Nhà nữ Toán học đầu tiên đã can đảm vượt qua thành kiến xã hội 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 





pv à 
Sophie Germain (1776 - 1831), nhà nữ Toán học và Vật lý hoc. 


Tháng 4 năm 2016, Viện Toán Hoc Henri Poincaré ky niệm 240 năm ngày sinh của 
nhà Toán hoc và Vật lý hoc Sophie Germain và Hàn Lâm Viện Khoa Hoc cũng ky 
niệm 200 năm Sophie Germain, người phụ nữ đầu tiên được giải Grand Prix de 
l'Académie des Sciences. Nhân dịp này Bưu Chính Pháp cho phát hành lần đầu 
tiên con tem mang hình bà. 


Vài chục năm sau khi bà mất, tài liệu sách báo nói về bà và công trình sự nghiệp 
của bà, còn quá ít. Nhờ một người cháu tên là Armand-Jacques Lherbette (1791 - 
1864) mà một số thư từ của bà mới được công bố. Nhà Toán học Andrien Marie 
Legendre (1753 - 1833) có nói tới đóng góp của bà trong chứng minh định lý (lớn) 
Fermat và cũng nhờ Legendre mà có một định lý trong Số học và một loại số 


nguyên tố mang tên bà. Sau hết nhờ một bài viết của nhà Toán học và cũng là nhà 
viết Lịch sử Toán Guglielmo Libri (1803 - 1869)! viết vào năm 1832 (sau khi bà mất 
vài tháng) mà người ta biết được thêm một ít về đời của bà. Còn giải thưởng của 
Hàn Lâm Viện Khoa học minh chứng tài năng của bà không ai nhắc tới. 


Mãi đến cuối thế kỷ 19 và đầu thế kỷ 20, các nhà viết Lịch sử Toán học (xem tài 
liệu tham khảo) mới phát hiện ra được nhiều bản thảo chưa được công bố, và từ 
đó người ta “khám phá lại” toàn bộ sự nghiệp của bà. Qua những tài liệu mới này, 
chúng ta thấy bà đã tiến xa hơn những gì mà trước đây người ta biết trong việc 
chứng minh định lý (lớn) Fermat và tài năng của bà ở mức độ cao hơn nhiều so với 
những gì mà trước đây người ta đã đánh giá. 





Hình lấy trên Internet không ghi rõ Sophie Germain lúc ấy mấy tuổi. 


Sophie Germain sinh ngày 1 tháng 4 năm 1776 trong một gia đình doanh gia giàu 
có. Cha là ông Ambroise-Francois Germain, một thương gia có học thức theo chủ 
nghĩa tự do, thường giao du với các nhà trí thức quí tộc thời ấy. Năm 1789, ông 
được bầu vào Quốc Hội Lập Hiến. Mặc dù có tinh thần cách mạng nhưng ông 
không ủng hộ phong trào bạo động, cho nên ông xa lánh dần môi trường chính trị. 


Sophie là con gái thứ hai trong số ba chị em gái của gia đình Germain. Khi nhỏ, 
Sophie được mô tả là nhút nhát, không thích chơi với những đứa trẻ cùng trang 
lứa. Tài liệu không cho thấy việc học hành của Sophie thế nào trong gia đoạn này. 
Chỉ biết rằng mỗi khi cha bà có khách lui tới ồn ào, bà rút vào trong thư viện của 
gia đình và đọc sách. 


1 Muốn biết ông này rõ hơn xin xem bài viết về Abel và Galois của cùng tác giả trong Rosetta.vn/lequanganh. 


Bằng chứng thứ nhất của sự can đảm: Tự học Toán. 


Năm Cách mạng Pháp 1789, Sophie 13 tuổi. Những gì chúng ta biết về bà trong 
giai đoạn này là qua Guglielmo Libri. Nhà của gia đình Germain ở đường Saint 
Denis, ngay trung tâm biến động của Paris. Ba cô con gái được giữ kỹ trong nhà 
tránh xa những lộn xộn ngoài đường phố, tuy vậy tiếng ồn của đám đông hỗn loạn 
vẫn vang tới tận bên trong nhà. Ông Germain là đại biểu Quốc hội, cho nên những 
cuộc hội hop tranh cãi ở nhà là rất thường xuyên. Libri viết: “Dé bớt so’ hai và làm 
cho bận trí mình, cô gái trốn trong thư viện của cha.” Cô đọc bất cứ thứ gì có trước 
mặt. 
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Histoire des Mathématiques của Montucla, cuốn I và cuốn II, ấn bản đầu tiên 1758. 


Một hôm tình cờ Sophie có được cuốn Histoire des Mathématiques (Lịch sử Toán 
hoc) của Jean-Étienne Montucla (1725 — 1799)». Sophie tìm thấy trong sách 
chuyện về cái chết của Archiméde. Ông ta dang mãi mê với cái hình vẽ trên cát 
của mình, không biết rằng thành Syracuse đã mất, và cũng không nhận thấy cái 
gươm của một tên lính La Mã đang kề vào cổ ông. Chuyện này và nhiều chuyện 
khác trong sách mà Montucla kể rất hay, đã âm thầm khởi động tình yêu Toán 
trong lòng cô gái thơ ngây. 


? Bộ này gồm 2 tập, xuất bản lần đầu tiên vào năm 1758. Lần xuất bản thứ hai vào năm 1799 với sự bổ sung của 
nhà Thiên văn học Jérôme Lalande. Như vậy bộ sách mà Sophie đọc là bộ sách xuất bản lần đầu (hình trên). 





Cours de Mathématiques của Bézout, ấn bản 1792 mà Sophie Germain đã dùng. 


Cô quyết định sẽ trở thành một nhà Toán học. Không có sự trợ giúp nào từ bên 
ngoài, cô tự thiết lập cho mình một kế hoạch tự học Toán và Khoa học qua thư 
viện sách vở tài liệu rất phong phú của cha nàng. Sophie bắt đầu bằng giáo trình 
Toán của Bézout (Cours de mathématiques par Étienne Bézout)3. Đây không phải 
là một giáo trình Toán sơ cấp, đây là một giáo trình Toán dạy trong các trường 
Hàng hải. Ban đêm cô làm việc rất khuya, gây lo ngại cho ông bà Germain. Ông 
bà tự hỏi: “Sao nó lại lao vào cái chuyện không dành cho con gái và phụ nữ?” Ngăn 
cản cấm đoán không thành công, ông bà Germain đành phải giúp đỡ tạo điều kiện 
cho cô con gái chưa tới tuổi thiếu nữ của mình thực hiện đam mê của nó. 


Rồi một hôm cô “đụng” phải một vấn đề gai góc: Những cuốn sách cô muốn học 
và sẽ phải học đều viết bằng tiếng La Tinh, thời ấy chưa có bản dịch. Đó là sách 
của Euler (1707 — 1783), sách của Newton (1643 — 1727). Và cô quyết tâm tự học 
tiếng La Tinh để đọc được các sách Toán ấy! 


Bằng chứng thứ hai của sự can đảm: Biến thành ông Leblanc để tiếp 
cận với giới Đại học. 

Năm 1794, Sophie 18 tuổi. Xáo trộn xã hội đã nguội bớt, mặc dù mới đây nhà Hóa 
học Lavoisier bị đưa lên máy chém và nhà Toán học Condorcet được cho là đã tự 
tử trong tù. Cộng Hòa Pháp Quốc cần nhiều kỹ sư, cần nhiều nhà Khoa học. Năm 
sau, tức là năm 1795, trường kỹ sư Công chánh (École centrale des travaux publics) 
được cải tổ để trở thành trường Đại học Bách Khoa, với tham vọng là sẽ đào tạo 


3 Giáo trình dùng cho cả các trường Pháo binh nữa. Cũng lưu ý là trong giáo trình này định lý Bézout được phat 
biểu và chứng minh (LQA). 


ra các nhà Toán học, các nhà bác học, dẫn đầu Châu Âu. Sophie thấy rằng mình 
phải theo học ở đây mới bắt kịp các lý thuyết mới. Tuy Cách mạng làm thay đổi 
xã hội rất sâu sắc, nhưng cánh cửa các trường Đại học vẫn không có gì thay đổi: 
nó vẫn đóng kín đối với phụ nữ! Riêng trường Đại hoc Bách Khoa cánh cửa chỉ 
mới được mở ra cho nữ giới vào năm 1972. 


Được biết có một sinh viên tên là Auguste Leblanc không biết vì lý do gì nghỉ học 
và rời khỏi trường Đại học Bách Khoa. Sophie Germain “mượn” ngay cái tên này 
để có được những bài giảng Hóa học của giáo sư Fourcroy và Giải tích của giáo sư 
Lagrange. 


Nhà Toán học Lagrange rất nghiêm khắc với sinh viên nhưng lại rất cởi mở trong 
vấn đề học tập và nghiên cứu. Ông mong muốn có sự phản hồi ý kiến từ phía sinh 
viên về những gì ông giảng trong lớp. Thế là thỉnh thoảng ông nhận được những 
bài viết góp ý một cách thông minh khác thường của một sinh viên ký tên là M. 
Leblanc (Ông Leblanc). Giáo sư Lagrange muốn gặp người sinh viên này. Sophie 
đành phải thú nhận “li lịch” của mình. Lagrange hết sức ngạc nhiên và quyết định 
tìm các giúp cô gái ham học này. Sophie Germain nổi tiếng từ đó (vì Lagrange là 
nhà Toán học nổi tiếng và có thế lực trong giới hoàng gia). 


Ngày ấy các phụ nữ quí tộc ở Paris thường có những “phòng khách” (salon) làm 
nơi gặp gỡ giới thượng lưu trí thức để bàn luận trao đổi những vấn đề văn chương 
nghệ thuật. Người ta muốn mời người phụ nữ trẻ tuổi nổi tiếng trong giới Toán 
học này đến, nhưng Sophie Germain từ chối không khí ấy. Cô chỉ muốn là một nhà 
Toán học thôi. Cô đã làm phật lòng ngay cả nhà Thiên văn học Jérôme Lalande khi 
ông mời cô đến một salon nổi tiếng để tặng cô một cuốn sách Thiên văn do ông 
viết, và cô từ chối. 


Bằng chứng thứ ba của sự can đảm: Tìm đến Gauss để học hỏi. 


Sophie Germain rất ham thích Lý thuyết số nhờ đọc cuốn Essai sur la théorie des 
nombres (Luận bàn về Lý thuyết số) của nhà Toán hoc Legendre xuất bản năm 
1798. Sophie viết thư trao đổi ý kiến với Legendre, và nhà Toán học trở thành 
người dẫn dắt bà trong lãnh vực này. Đặc biệt bà rất quan tâm đến Định lý (lớn) 
Fermat, ngày ay nó chi là một dự đoán (une conjecture) mà thôi. Trong bản dich 
(từ tiếng La tỉnh) Arithmétique de Diophante do Bachet de Méziriac (1581 — 1638) 
dịch, Fermat viết bên lề đoạn văn sau đây: 


“Người ta không thể phân chia một tam thừa thành tổng hai tam thừa, một 
tứ thừa thành tổng hai tứ thừa, một cách tổng quát, một lũy thừa lớn hơn 


^ Xem Dinh lý cuối cùng của Fermat do NXB Tổng hợp Thành phố của cùng tác giả Lê Quang Ánh. 


hai thành tổng hai lũy thừa lớn hơn hai. Tôi đã khám phá ra một chứng minh 
tuyệt vời nhưng lề sách này hẹp quá để viết chứng minh này.” 


Nói cách khác, theo Fermat thi phương trình x” + y"-2 z" là không có nghiệm 
nguyên khi n > 2. Chính Fermat chỉ mới đưa ra được chứng minh cho trường hợp 
n = 4 và Euler thì đưa ra được chứng minh cho trường hợp n = 3. Bà có biết đâu 
mãi 200 năm sau, trong thời gian 1994 — 1995, nhà Toán học Andrew Wiles mới 
đưa ra được chứng minh đầy đủ cho trường hợp tổng quát. 
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Disquisitiones Arithmeticae của Gauss. Ấn bản đầu tiên 1801. 


Năm 1801, Carl Gauss xuất bản cuốn Disquisitiones Arithmeticae (Nghiên cứu Số 
học) bằng tiếng La Tinh. Nó mau chóng trở thành cuốn sách nghiên cứu nổi tiếng 
trong giới Toán học. Nó trở thành một kiệt tác về Số học cho tới vài chục năm sau. 
Bản dịch ra tiếng Pháp đến năm 1807 mới có. Trong sách này lần đầu tiên Carl 
Gauss giới thiệu và định nghĩa phép đồng dư (congruence). Sophie Germain lao 
vào nghiên cứu tác phẩm của Gauss trên bản tiếng La Tinh ngay từ năm 1802. Bà 
ghi chép, bình luận, và viết ra những thắc mắc của mình. Phải trao đổi với ai đây, 
nếu không phải là với chính tác giả? 


Ngày 21 tháng 11 năm 1804, Sophie Germain đánh bạo viết thư cho nhà Toán học 
Carl Gauss, nêu những nhận xét và thắc mắc của mình khi đọc cuốn sách của ông. 
Để cho khách quan và không bị thành kiến “trọng nam khinh nữ” thời ấy ở Châu 
Âu, nhất là ở Đức, trong thư bà ký tên M. Leblanc (Ông Leblanc). Và đó là khởi 
đầu cho một loạt thư từ trao đổi chuyên môn trong lãnh vực Số học, lãnh vực ưa 
thích nhất của ông Hoàng Toán học (Prince oƒ Mathematics biệt danh người ta đặt 
cho Gauss), với một ông Leblanc nào đó. 


Năm 1806, Hoàng đế Napoléon của Pháp xâm chiếm Phổ, thành phố Brunswick 
(Phổ) nơi Gauss đang sinh sống, thất thủ. Chợt nhớ đến câu chuyện về cái chết 
của Archimède đọc từ hồi còn nhỏ, bà nhờ một người bạn của gia đình, Tướng 
Pernétry, đang chỉ huy một đạo quân có mặt trong khu vực ấy, tìm và bảo vệ 
Gauss. Lí lịch của bà một lần nữa bị lộ: Ông Leblanc trao đổi Toán học với Gauss 
là một người phụ nữ trẻ có tên là Sophie Germain. Gauss hết sức ngạc nhiên và 
cảm phục tài năng của bà. 
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Một bức thư của Sophie Germain gởi cho Carl Gauss và một đoạn thư của Gauss gởi 
cho bà (Gauss viết bằng tiếng Pháp”). Người ta không có thư viết tay của Gauss. 


Trong thư Gauss viết cho bà ngày 30 tháng 4 năm 1807, có đoạn dịch ra như sau: 


“Nhưng một con người với giới tinh Gy, do phong tục tập quán và thành kiến của 
chúng ta, chắc chắn phải gặp muôn vàn trở ngại và khó khăn ma ngay cả những 
người đàn ông dầu có quen thuộc cũng thấy chông goi trắc trở, người phụ nữ này 
đã vượt qua được và tiến sâu vào góc khuất của vấn dé, thì người phụ nữ này phái 
có một sự can đảm hết sức cao quí, một tài năng xuất chúng, một thiên tài ở trên 
mọi người... ” 


5 Thư viết tay của Gauss đã bị thất lạc. Chỉ còn ban in lại trong một số tài liệu sách vở. Trong thư của Gauss có một 
số lỗi chính tả, và cấu trúc cầu kỳ rất khó dịch cho sát. 


Bằng chứng thứ tư của sự can đảm: Lý thuyết về mặt đàn hồi. 


Đối với nhà Khoa học, dư luận quần chúng khen tặng, tâng bốc chưa đủ. Họ muốn 
được các định chế Khoa học công nhận (trường Đại học, Viện nghiên cứu, Hàn Lâm 
Viện). Thời ấy, thế kỷ 19, việc này đối với phụ nữ là không thể nào xảy ra được. 
Tuy nhiên, đối với Sophie Germain, không thể có cái gì là không thể. Bà sẽ làm hết 
sức mình khi có cơ hội. 

Năm 1808, nhà Vật lý người Đức tên là Ernst Chladni (1756 — 1827)6, qua Paris để 


trình bày một số thí nghiệm của mình về sự rung động của các mặt đàn hồi. Trong 
dịp này ông cũng công bố các “hình vẽ âm thanh” (figures sonores). 


Chladni's Akustik 
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Hình vẽ trích từ tác phẩm Die Akustik của Chladni. 


Hàn Lâm Viện Khoa học Paris, do gợi ý của Hoàng Đế Napoléon, phát động một 
cuộc thi nhằm mục đích đưa ra những phép tính Toán học, dựa trên một lý thuyết 
nào đó, nhằm giải thích hiện tượng mặt đàn hồi rung, phù hợp với thí nghiệm. 


Bài Toán quá khó, ngay cả những nhà Toán học sáng giá nhất thời ấy như Louis 
Lagrange cũng từ chối tham dự. Chỉ có một mình Sophie Germain tham dự cuộc 
thi. Do tự học nên kiến thức của bà có nhiều thiếu sót (lỗ hổng), đặc biệt trong lý 
thuyết về Giải tích. Bà đã đọc nhiều sách viết về sự rung động của dây (vibration 
des cordes) nhưng bài toán ở đây cao hơn bài toán kia một bậc. 


Bà nộp bài thi lần thứ nhất vào năm 1811, nhưng không được kết quả. Kỳ thi gia 
hạn cho tới hết năm 1813. Bà biết điểm yếu của mình nên nhờ sự giúp đỡ về mặt 
Toán học của vài người thân quen, thí dụ như nhà Toán học Legendre, người từng 
một thời dẫn dắt bà. Bây giờ, ở đợt gia hạn, bà đã có một đối thủ đầy tài năng và 
thế lực xuất hiện. Đó là nhà Toán học Siméon Denis Poisson (1781- 1840). Điều 


6 Ernst Chladni được xem như người sáng lập ra bó môn Âm hoc khi ông xuất bản cuốn Die Akustik vào năm 1802. 


bất lợi cho bà không những vì bà là phái nữ, mà còn vì bà làm việc đơn độc, không 
có nhiều thông tin và kiến thức mới so với đối thủ của bà. Tuy nhiên bà không 
chùn bước. Bà nộp bài thi lần thứ hai đúng hạn. 

Hàn Lâm Viện đánh giá bài của bà xuất sắc mặc dù vẫn còn một số điểm yếu về 
tính toán, nhưng về phương diện vật lý, lập luận của bà hoàn toàn đúng. Bà được 
công nhận trúng giải Grand Prix de l’Académie vào năm 1815. 


Giới thượng lưu trí thức Paris rung động vì tin một người phụ nữ được giải thưởng 
lớn của Hàn Lâm Viện. Công chúng mong chờ được nhìn mặt người phụ nữ ấy 
trong buổi lễ long trọng trao giải thưởng tổ chức tại Hàn Lâm Viện vào ngày 8 
tháng 1 năm 1816. Nhưng công chúng đã thất vọng. Người phụ nữ ấy không được 
mời đến vì chỉ những ông Hàn và người phối ngẫu (vợ) mới được tham dự những 
phiên họp chính thức của Hàn Lâm Viện, mà Hàn Lâm Viện thì không có thành viên 
nữ, và phụ nữ không được phép đi một mình vào tham dự những đại lễ như thế 
này. 


Phải đợi đến 7 năm sau, năm 1823, khi nhà Toán hoc Joseph Fourier (1768 — 1830), 
một người bạn của bà, được bầu làm Thư ký thường trực của Hàn Lâm Viện, bà 
mới được phép bước vào Hàn Lâm Viện để nhận giải thưởng mà đáng lí ra phải 
trao cho bà từ 7 năm trước. 


Sau đó bà tiếp tục nghiên cứu về mặt đàn hồi, hoàn chỉnh tính toán, lý thuyết, và 
tự làm các thí nghiệm kiểm chứng riêng cho mình. Kết quả là tác phẩm Recherches 
sur la théorie des surfaces élastiques (Nghiên cứu về lý thuyết các mặt đàn hồi) ra 
đời vào năm 1821 như chúng ta thấy hình dưới đây. 


| 


RECHERCHES | 


SUR LA THÉORIE RECHERCHES 


SUR LA THEORIE 


DES SURFACES ÉLASTIQUES; DES SURFACES 


:LASTIOUES 
Pan M"** SOPHIE GERMAIN E Li Í I IQỌt bò 





————~~ des 945999655 pas ds [vldseew dạ la cesvle onglet dens be 
rarement dun PEL, = 


Care ie. deb Ai VG 


-47(- 


PARIS GILG 
M“ V* COURCIER Er ad Si LES SCIENCES, n - Gy] GY 
(cina) anii ana inasa St | V8 ` - un 


xay 











Ấn bản đầu tiên (1821) và ấn bản của Cambridge University Press in lại vào năm 2013. 
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Bằng chứng cuối cùng của sự can dám: Dinh lý (lớn) Fermat”. 


Tháng 12 năm 1815, Sophie Germain vừa mới được tuyên bố thắng giải bài toán 
sự rung động của những mặt dan hồi thì Han Lâm Viện Khoa học Paris phát động 
tiếp một cuộc thi mới: Chứng minh Định lý (lớn) Fermat. Ta biết rằng bài toán mặt 
đàn hồi đã chiếm của bà rất nhiều thời gian và công sức, nhưng thực ra tâm trí bà 
“vẫn luôn luôn quan tâm đặc biệt đến lý thuyết số” như trong thư bà gởi cho Gauss 
năm 1819 (mà mãi về sau người ta mới tìm thấy). 


Bài toán Fermat cho tới thời điểm ấy chỉ mới có hai lời giải đúng nhưng cho trường 
hợp quá riêng biệt: n = 4 (của Fermat) và n = 3 (của Euler). Có rất nhiều lời giải gởi 
về dự thi nhưng không có lời giải nào đúng cả, kể cả lời giải cho những trường hợp 
riêng biệt. Hàn Lâm Viện đã lùi thời gian hai lần, rồi cuối cùng vào năm 1821 giải 
thưởng bị hủy bỏ. 


Sophie Germain không gởi bài về dự thi. Từ năm 1809, bà không liên lac được với 
Gauss để hỏi ý kiến về nhiều vấn đề về lý thuyết số. Trong một bức thư nổi tiếng 
ghi ngày 12 tháng 5 năm 1819 gởi cho Gauss (mà người ta mới tìm được sau này), 
bà đã trình bày “một kế hoạch lớn” (un grand plan) để chứng minh định lý Fermat. 


Qua thư, bà trình bày với Gauss rằng bà không chứng minh định lý qua những 
trường hợp riêng biệt như những người đi trước đã làm. Bà đưa ra kế hoạch từng 
bước một để chứng minh định lý cho một loạt các số nguyên tố thỏa mãn một số 
điều kiện nào đó. Chẳng hạn như định lý Fermat được chứng minh đúng với những 
số nguyên tố thỏa điều kiện n > 2 sao cho 2n + 1 cũng là số nguyên tố. Những số 
nguyên tố như thế sau này được gọi là số nguyên tố Germain (xem thêm phần phụ 
lục). 


Tuy chưa đạt được chứng minh định lý cho trường hợp tổng quát, nhưng điều 
quan trọng cần nhấn mạnh ở đây là bà là người đầu tiên đưa ra được kỹ thuật 
chứng minh định lý Fermat cho vô số giá trị nguyên tố của lũy thừa, không phải đi 
từng bước một (từng giá trị của lũy thừa) như những người đi trước và một số nhà 
Toán học có tên tuổi đi sau bà. 


Đây là thành công lớn nhất “tấn công” vào định lý Fermat cho tới thời kỳ ấy. Tiếc 
thay bức thư gởi cho Gauss vào năm 1819 bị thất lạc và cũng tiếc thay bà quá dè 
dặt không gởi bài nghiên cứu của mình về cho Hàn Lâm Viên trong đợt thi 1816 - 
1821 ấy. 


Qua nghiên cứu bức thư nổi tiếng bà gởi cho Gauss năm 1819 và một số tài liệu 
tìm được mới đây (cuối thế kỷ 19 và đầu thế kỷ 20), người ta thấy bà đã đi xa hơn 


7 Định lý (lớn) Fermat hay còn gọi là Định lý cuối cùng của Fermat để phân biệt với Định lý (nhỏ) Fermat như sau: 





a + Ocho sẵn, uới bát kỳ số nguyên tố p nào, ta luôn có: aP~1 = 1(modp) 
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những điều người ta biết về bà trong lãnh vực lý thuyết số. Thí dụ như ý kiến mở 
rộng nghiên cứu lý thuyết số bằng cách sử dụng số phức mà sau này một số nhà 
Toán học “khám phá lại”. 


KK k KK 
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Một trường Cao dang Tiểu hoc® và một con đường ở Paris (thuộc quan 14) mang 
tên Sophie Germain. 


Sophie Germain qua đời ngày 27 tháng 6 năm 1831 sau hơn một năm dài chịu sự 
hành hạ của căn bệnh ung thư bất trị. Trong giấy khai tử phần nghề nghiệp người 
ta ghi: người được thừa hưởng bổng lộc hàng năm của gia đình (rentière — 
annuitante) , không hề có chữ nhà Toán học ?. Năm 1889, khi khánh thành tháp 
Eiffel người ta khắc vào đó tên của 72 nhà bác học Pháp nổi tiếng nhất của thế kỷ 
19, trong danh sách không có tên Sophie Germain, thậm chí không có tên của một 
phụ nữ nào cả. 


Nghe tin bà mất, Gauss nói đại ý rằng có hai điều ông tiếc. Điều thứ nhất là chưa 
được gặp mặt người phụ nữ tài năng cùng trao đổi Toán học với ông trong một 


8 Trường Cao đẳng Tiểu học (École primaire supérieure) là một loại tường Trung học tồn tại trong thời gian 1833 — 
1941, sau đó loại trường này được thay thế bằng loại trường Trung học đệ nhất cấp (collèges) với chương trình 
hiện đại hơn (Wikipedia). 

3 Mozans, H.J. Women in Science. 
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thời gian dài. Điều thứ hai bà ra đi khi chưa kịp nhận bằng Tiến sĩ danh dự của 
trường Đại học Göttingen do ông vận động và đã được nhà trường chấp thuận. 


Hippolyte Stupuy (1832 — 1900), một nhà trí thức, một nha văn, được bầu vào Hội 
Đồng thành phố Paris thời gian 1871 — 1890. Stupuy được xem như là người đầu 
tiên công khai công nhận tài năng và đóng góp to lớn của Sophie Germain cho 
Toán học, cho Khoa học khi nhân danh Hội Đồng thành phố Paris ông vinh danh 
Sophie Germain trước công chúng Paris và nước Pháp. Ông viết: 


“Tên tuổi sự nghiệp của bà lâu nay không được nhắc tới. Mö má của bà để gần 
như hoang phế. Nay không ai chối cãi được tài năng và sự đóng góp to lớn của bà 
cho Khoa học, cho Toán học. Hội đồng thành phố Paris hết sức quan tâm tới vấn 
đề này. Một trường Cao đẳng Tiểu học, một con phố ở Paris được mang tên bà, 
một tượng bán thân của bà được đặt trong Bảo Tàng Viện Khoa học, và một tấm 
bang kỷ niệm được treo trước cán nhà nơi bà qua đời.10” 


Như vậy cũng đủ đền bù cho bà những năm tháng bị Lịch sử bỏ quên do thành 
kiến của xã hội coi thường vai trò của phụ nữ, nhất là phụ nữ trong lãnh vực Khoa 
học. 


KKK kK KK 


10 APMEP sõ 523. 
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PHỤ BẢN 
Số nguyên tố Germain và “chương trình lớn” Germain 


1. Số nguyên tố Germain. 
Một số nguyên tự nhiên n được gọi là số nguyên tố Germain nếu nó là một số 
nguyên tố va 2n + 1 cũng là một số nguyên tố. 
e Thí dụ: 11 là một số nguyên tố Germain vì chính 11 là số nguyên tố và 
2x11+1=23 
cũng là một số nguyên tố. 


13 là một số nguyên tố nhưng không phái là số nguyên tố Germain vi 
2x13+1=27 
không nguyên tố. 

e Néu có một những số n sao cho n và 2n +1 đều là số những số nguyên tố 
Germain, thì dãy số ấy được gọi là dây chuyền Cunningham (chaîne de 
Cunningham). 

Thí du: 2 (nguyên tố), 2x 2 +1=5 (nguyên tố), 2x 5 + 1 = 11 (nguyên tõ), 
2x 11 +1= 23 (nguyên tố), 2x 23 + 1 = 47 (nguyên tố), nhưng 2x 47 + 1 
= 95 (KHÔNG nguyên tố). Vậy: 

2,5, 11, 23, 47 là một dây chuyền Cunningham. 


Dưới đây là những số nguyên tố Germain đầu tiên: 
2, 3, 5, 11, 23, 29, 41, 53, 83, 89, 113, 131, 179, 191, 233, 239, 251, 281, 359,... 
Người ta ước đoán rằng dãy số này có vô số phần tử. 


2. “Chương trình lớn” của Sophie Germain để chứng minh Định lý (lớn) Fermat. 
Như trong bài viết chúng tôi có nói rằng trong thư gởi cho Gauss (bị thất lạc, sau 
này mới tìm ra), Germain có viết rằng bà đã có một kế hoạch để “tấn công” vào 
Định lý (lớn) Fermat. Tuy không giải quyết được trường hợp tổng quát, nhưng giải 
quyết được vô số trường hợp. 
Lưu ý rằng trong kế hoạch này Germain chỉ đề cập tới trường hợp n là số nguyên 
tố lé và ba số x,y,z nguyên tố cùng nhau. Dưới đây là một số chi tiết mà bà vạch 
ra trong kế hoạch ấy. 
e Trường hợp 1: 
Chứng minh rằng phuong trinh x^ + y^- z^ không có nghiệm nguyên khi 
số mũ n >2 và n không chia hết tích số xyz. 
e Trường hợp 2: 
Chứng minh rằng phuong trình x^ + y^- z^ không có nghiệm nguyên khi 
số mũ n » 2 và n chia hết tích số xyz. 
e Dinh lý Sophie Germain: 
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Nếu n là số nguyên tố lẻ và nếu có một số nguyên tố m thỏa hai điều kiện 
dưới đây: 
(i) x" = n (mod m) không xảy ra 
(ii) x^ + y"+z" = 0(mod m) = m là ước số của xyz, 
thi bất kỳ số n nào thỏa phương trinh x^ + y"= z", n là ước số của xyz. 


(Bạn đọc nào quan tâm xin tìm đọc thêm trong các tài liệu tham khảo sẽ 
kê dưới đây). 


KK kK kK KK 


Tài liệu tham khảo. 
Để biết Sophie Germain trong thời đại của bà, có thể đọc: 
1. Anne Boyé et Christine Charreton. Je suis Sophie Germain. Jacques 
André édituer. 
2. Hippolyte Stupuy. Étude sur la vie et les œuvres de Sophie Germain. Éd 
1879, 2° 1896 (téléchargeable sur http://gallica.bnf.fr/). 


Để biết nội dung Toán của Sophie Germain, có thể đọc: 


3. Andrea Del Centina. La genèse du théorème de Sophie Germain. Les 
génies de la science n° 26, 2006. 

4. Jean-Pierre Frieselmeyer. Une lettre de Sophie Germain à Carl Gauss 
(20 Février 1804) et la réponse de celui-ci (30 Avril 1807). Le site Images 
des Mathématiques. 

5. R. Laubenbacher et D. Pengelly. Voici ce que j'ai trouvé: Sophie 
Germain’s grand plan to prove Fermat’s Last Theorem. Historia 
Mathematica, vol 37. 2010. 


Một số hình anh và tài liệu khác được lấy trên Internet. 


©2018 lequanganh. 


SOFIA KOVALEVSKAYA 
Nhà nữ Toán học xuất sắc, nữ giáo sư đầu tiên của Châu Âu và cũng là nhà văn 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


It is impossible to be a mathematician without being a poet in soul. 
(Không thé là một nhà Toán hoc mà không có tâm hồn thi si). 
Sofia Kovalevskaya. 





Sofia Kovalevskaya (1850 - 1891), hình chụp năm 1880 (Sofia 30 tuổi). 


Đây là một phụ nữ Nga, tên của bà khá rắc rối đối với một số trong chúng ta. 

Tên đầy đủ thời còn con gái: Sofia Vasilyevna Korvin-Krukovskaya (họ của cha bà 
là Krukovsky). 

Tên đầy đủ khi có gia đình: Sofia Vasilyevna Kovalevskaya (họ của chồng bà là 
Kovalevsky), thường người ta gọi bà là Sofia Kovalevskaya, còn đôi khi trong bài 
viết bà để tên Sophie Kovalevsky hoặc Sonya Kovalevskaya. 

Tên gọi ngắn (thân mật) là Sofia hoặc Sonya. 


Thời niên thiếu. 


Sofia sinh ngày 15 tháng 1 năm 1850 tại Moscow, con thứ hai trong gia đình có ba 
con (chị và em trai). Cha là Tướng Vasily Vasilyevich Korvin-Krukovsky trong quân 
đội Hoàng gia Nga, có nguồn gốc Ba Lan, cháu của Mathias Korvin (vua Hungary). 
Trước khi về hưu năm 1858, ông là chỉ huy trưởng Pháo binh quân khu Moscow. 


Mẹ là bà Yelizaveta Fedorovna Shubert (hoặc Schubert, viết theo Đức), có nguồn 
gốc di dân Đức từ hai đời trước. 


Gia đình thuộc tầng lớp thượng lưu giàu có, cho nên thời nhỏ Sofia được nuôi 
dưỡng và giáo dục đầy đủ ở lãnh địa của dòng họ Krukovsky, một địa phương tên 
là Palibino gần biên giới với Lithuania. Người vú nuôi của Sofia là một bà người 
Anh có học thức, biết nói tiếng Nga, tiếng Pháp và tiếng Đức, cho nên ngoài tiếng 
Nga, Sofia học được nhiều thứ tiếng khác ngay từ thời còn nhỏ qua bà vú. Ngoài 
ra bà còn dạy cho Sofia nhiều kiến thức phổ thông khác, ngoại trừ Toán Cao cấp. 


Chuyện kể rằng trong một góc phòng nhỏ của cô bé Sofia ở miền qué, lúc cô bé 
mới 8,9 tuổi, người vú nuôi không đủ giấy dán tường nên lấy tập bài giảng Calculus 
cũ (thời cha của bà đi học) đem dán lên tạm!. Rồi bà vú quên thay giấy dán tường 
mới, và “...lúc nào rảnh là nó nhìn chằm chặp vào những cdi hinh và công thức 
“quái dán" ấy,” cô chi của Sofia kể lại. Có phải dé là cái “điềm” báo trước có bé 


sau này “mê” Toán không? Tuy chưa hiểu gì về những gì in trong các trang sách 
này, nhưng liệu chúng đã để lại dấu ấn trong trí cô bé chăng? 


Ông chú bà con của Sofia là nhà Vật lý Nikolai Nikanorovich Tyrtov phát hiện ra 
khả năng học và hiểu nhanh môn học một cách khác thường khi thấy cô bé đọc và 
hiểu sách Vật lý của ông. Ông còn rất ấn tượng khi thấy cô “chế biến” một số công 
thức Lượng giác trong sách của ông nữa. Ông đặt tên cho Sofia là Pascal mới (New 
Pascal), và khuyên cha mẹ Sofia tìm giáo viên tư (tutor) dạy thêm cho Sofia về môn 


Toán. 


Mùa Đông năm 1866 — 1867, gia đình về nghỉ ở Saint-Petersburg. Dip này cha me 
Sofia mướn được một thầy giáo chuyên dạy Toán tại nhà tên là Alexander N. 
Strannolyubsky, ông này đang dạy Toán tại Học Viện Hải Quân Saint-Petersburg. 
Thầy giáo dạy cho Sofia môn Toán Cao cấp (Calculus), và ông nhận ra ngay khả 
năng đặc biệt của cô học trò của mình, làm như cô đã biết trước môn Toán này từ 
lâu rồi. Cũng mùa Đông ấy, Sofia làm quen với chủ nghĩa Hư Vô (Nihilism) qua tài 
liệu sách báo của một người bạn của Anna (còn gọi là Anya), chị của Sofia. Tư 
tưởng này đang thịnh hành trong giới trẻ thành thị Nga. 


Thời gian học Đại học. 


Hết năm 1867, Sofia 17 tuổi, học hết trung học, chuẩn bị cho một giai đoạn mới. 
Mặc dù học giỏi nhưng Sofia không thể vào Đại học. Thời ấy, ở nước Nga cũng 
như hầu hết các nước khác ở Châu Âu, phụ nữ không được phép ghi tên vào 
trường Đại học. Khi muốn đi ra nước ngoài (du lịch hoặc học tập), phụ nữ Nga 
không được phép đi một mình, mà phải đi cùng chồng hoặc có giấy cho phép của 


! Đó là giáo trình in thạch bản của nhà Toán hoc Mikhail Ostrogradsky (1801 - 1862). Nguồn: Best of Russia — 
Famous Russians. (https://web.archive.org). 


cha hoặc chồng. Năm 1868 - Sofia 18 tuổi - trước ước muốn được ra nước ngoài 
tìm cơ hội học tập, gia đình phải sắp xếp một cuộc hôn nhân “giả” cho Sofia: Sofia 
kết hôn với Vladimir Kovalevsky?, một sinh viên chuyên ngành Sinh Vật học. 
Kovalevsky nghĩ rằng mới đầu có thể cuộc hôn nhân là “giả”, nhưng do yêu Sofia, 
Kovalevsky hy vọng cuộc hôn nhân sẽ trở thành thật. Sau khi lấy nhau, hai người 
rời Saint-Petersburg và qua Đức. 






Plate 2. 
Sof'ya Vasil'yevna 
Kovalevskaya, 1868, aged 18. 





Plate 3. 
Vladimir Onufriyevich 
Kovalevskil, (1842-1883), 
aged 26. 





:2 9 


Cặp vợ chóng “giả” khi mới cưới: Sofia 18 tuổi và Vladimir 26 tuổi. 


(http://www.thebookshelf.auckland.ac.nz/docs/Maths/PDF/mathschron005-012.pdf). 


Thang 4 năm 1869, ho dừng lai tai Heidelberg, một thành phố ở miền Tay-Nam 
nước Đức để Sofia xin vào Đại học Heidelberg. Cũng như ở Nga, Sofia bị từ chối, 
tuy nhiên ở đây người ta cho Sofia ghi tên với tư cách sinh viên dự thính. Cô ghi 
tên học Vật lý và Toán học với nhiều giáo sư danh tiếng như Hermann von 
Helmholtz (1821 - 1894), Gustav Kirchhoff (1824 - 1887) và Robert Bunsen (1811 - 
1899). Trong thời gian ấy, Vladimir lên Dai học Jena ở miền Đông-Bắc nước Đức 
để theo học lấy bằng Tiến sĩ Cổ Sinh Vật học. 


? Anh này vốn là bạn của Anna, nhưng yêu cô em. Sau này, chính Kovalevsky là người đầu tiên dịch công trình của 
Charles Darwin sang tiếng Nga. 


Tháng 10 năm ấy, năm 1869, sau khi thủ tục ghi tên vào các lớp dự thính xong, 
Sofia theo Vladimir qua London để anh này tiếp xúc, và học hỏi chuyên môn với 
các giáo sư hàng đầu cùng ngành ở Anh như Thomas Huxley (1825 - 1895) và nhất 
là Charles Darwin (1809 - 1882). Thời gian ở London, Sofia tham dự một số “phòng 
khách” (salon), trong đó có salon của nhà văn, nhà thơ nữ nổi tiếng George Eliot 
(1819 - 1880). Tại đây, Sofia — năm ấy 19 tuổi — đăng đàn tranh luận (bằng tiếng 
Anh, dĩ nhiên) với nhà Triết học, nhà văn, nhà Sinh Vật học Herbert Spencer (1820 
- 1903) về đề tài "Woman's capacity for abstract thought” (Kha năng của phu nữ 
trong tư duy trừu tượng). Trở về lại Heidelberg, nàng kịp hoàn tất các lớp học (dự 
thính) tai đây. 


Tháng 10 năm 1870, Sofia đến Berlin với mục đích tìm học Toán với giáo sư Karl 
Weierstrass (1815 - 1897), nhà Toán học Đức, được xem như “cha đẻ” của Giải 
tích hiện đại. Nhưng Đại học Berlin còn khắt khe hơn ở Đại học Heidelberg nữa: 
thậm chí người ta không cho cả Sofia ghi tên dự thính. Sofia xin được học tư (học 
riêng) với giáo sư Weierstrass. Có thể do sự quyết tâm và khả năng khác thường 
của nàng mà giáo sư Weierstrass nhận lời và dạy riêng cho nàng suốt trong gần 4 
năm liền. (Xin được nói thêm một chút ở đây. Weierstrass lớn hơn Sofia 35 tuổi 
và có ba cô con gái cỡ tuổi với Sofia. Ông coi Sofia như con gái mình, thỉnh thoảng 
Sofia ở lại nhà Weierstrass, học với thầy và chơi với các cô con gái. Do đó có một 
số dư luận không hay về thành quả của Sofia, nhất là có người cho rằng có “bàn 
tay” của Weierstrass trong ba bài nghiên cứu tạo nên Luận án Tiến sĩ của Sofia. 
Ngay cả nhà viết sử nổi tiếng của thế kỷ 20 là E.T. Bell cũng có một vài nhận xét 
không chính xác về chuyện này^. Nhờ tài năng thật sự của Sofia mà những tiếng 
đồn không hay dần dần không còn nữa). 

Năm 1874, Sofia Kovalevskaya trình luận án của mình đến trường Đại học 
Göttingen, dưới sự đỡ đầu của Giáo sư Weierstrass, để xin cấp bằng Tiến sĩ Toán. 
Luận án gồm 3 đề tài liên quan đến: 


1. Lý thuyết phương trình đạo hàm riêng. 

Kỹ thuật giản lược một loại tích phân Abel về tích phân elliptic. 

Bổ sung những nghiên cứu của Laplace về vành dai của sao Thổ (Saturn’s 

ring). 
Trường Đại học Göttingen đã chấp thuận và cấp cho Sofia Kovalevskaya văn bằng 
Tiến sĩ với hạng tối danh dự (summa cum laude) vì luận án xuất sắc, mặc dù không 
chính thức ghi danh học ở đó ( In absentia). 
Sofia Kovalevskaya trở thành người phụ nữ đầu tiên được chính thức cấp bằng 
Tiến sĩ ở Châu Âu. 


3 Salon là nơi những nhà trí thức quí tộc tụ họp để bàn luận về các vấn đề văn chương, nghệ thuật. 
* E.T. Bell. Men of Mathematics, chap 10. 





Karl WeierstraB 1815-1897 


Cuộc đời và sự nghiệp sau 1874. 


Sau khi tốt nghiệp xong, Sofia và Vladimir trở về Nga. Cả hai đều không tìm được 
viêc làm thích hợp. Về phần Sofia lí do là do xã hội Nga (thật ra là khắp Châu Âu) 
thời ấy không cho phép phụ nữ chính thức có mặt trong các định chế Hàn lâm, còn 
Vladimir là do bị nghi ngờ có tư tưởng cấp tiến” chống lại xã hội phong kiến Nga 
Hoàng. 


Trong thời gian này, hai người chính thức sống chung với nhau. Họ làm cả những 
việc không thuộc chuyên môn của mình để kiếm sống. Sofia thì viết tin tức cho tờ 
New Time ở Saint Petersburg, còn Vladimir thì làm việc tạm thời cho một công ty 
bất động sản. 


Năm 1878, Sofia sinh được một đứa con gái cũng đặt tên là Sofia (nhưng thường 
được gọi là Fufa), cuộc sống của hai vợ chồng càng khó khăn hơn. Sau hai năm ở 
nhà nuôi con, Sofia gởi Fufa cho bà con và bạn gái để trở lại công việc khoa học. 
Vladimir rất bất mãn về quyết định này của Sofia. 


Năm 1880, với sự giới thiệu của nhà Toán học P.L. Chebyshev (1821 -1894), Sofia 
Kovalevskaya trở thành hội viên Hội Toán học Moscow. 


Trong những năm 1881 - 1883, bà qua lại giữa Berlin và Paris để nghiên cứu về 
mặt Toán học của hiện tượng khúc xạ ánh sáng qua môi trường tinh thể. Trong 
khi đó công việc làm ăn của Vladimir không có gì suôn sẻ, ông suy sụp tinh thần, 
bắt đầu có dấu hiệu của bệnh tâm thần, cuối cùng đi đến tự kết liễu đời mình vào 


5 Vladimir Kovalevsky từng tham gia Công xã Paris cùng với vợ chồng cô chị Anna của Sofia. Hai vợ chồng cô chị sau 
đó bị bắt tại Pháp, rồi họ vượt ngục, trốn thoát được qua Anh. 


tháng 4 năm 1883. Cảm thấy có trách nhiệm trong cái chết của chồng, bà chán 
nan rời bỏ những hoạt động khoa học và xã hội. 


Đến thời điểm bi đát nhất của cuộc sống, một phép lạ đã đến với bà. Gösta Mittag- 
Leffler® (1846 - 1927), nhà Toán học nổi tiếng Thụy Điển được vua Thụy Điển tin 
cậy, người rất ngưỡng mộ Weierstrass, đã đưa bà về Thụy Điển và tìm cho bà một 
công việc phù hợp, đó là giảng viên không lương (Privatdozentin) tại trường Đại 
học Stockholm. Năm sau, năm 1884, do khả năng được thể hiện một cách rõ ràng, 
bà được ký hợp đồng 5 năm vào ngạch phụ tá giáo sư, và năm 1889 bà được phong 
giáo sư thực thụ. 


Như vậy Sofia Kovalevskaya là người phụ nữ đầu tiên trở thành giáo sư chính thức 
trong Lịch sử Châu Âu. Kể từ đó bà có một địa vị được tôn kính trong giới thượng 
lưu trí thức Thụy Điển. Cũng cần nói thêm rằng, vào năm 1882, chính Mittag- 
Leffler là người sáng lập ra tờ báo Toán hoc Acta Mathematica, tờ báo nổi tiếng 
cho tới ngày hôm nay. Hai năm sau, năm 1884, Sofia Kovalevskaya trở thành thành 
viên Hội Đồng Biên Tập (Editorial Board) của tờ báo này. 


Những hoạt động Khoa học, Toán học, và Văn học của bà hầu hết được diễn ra 
trong những năm 1884 - 1890 khi vị trí của bà trong xã hội, trong thế giới Khoa 
học được công nhận. Xin được liệt kê dưới đây một số sự kiện và công trình nghiên 
cứu của bà trong thời gian này (theo tài liệu của Dr. Elena N. Polyakhova, khoa 
Toán Đại học Saint-Petersburg, Nga): 


e Thang 2 năm 1884 được bổ nhiệm vào Hội Đồng Biên Tập của tờ báo Toán 
học Acta Mathematica. Công bố đề tài thứ hai về Tích phân trong luận án 
Tiến sĩ trên tờ báo Acta Mathematica số tháng 4 năm 1884 bằng tiếng Đức 
Ueber die Reduktion einer bestimmten Klasse Abel'schen Integrale 3-en 
Ranges quƒ elliptische Integrale. Cũng trong năm 1884, bà gởi đăng trong 
báo cáo hằng tuần của Viện Hàn Lâm Khoa học Paris bài nghiên cứu về 
Toán-Vật lý: Sur la propagation de la lumière dans un milieu cristallisé (Sự 
truyền của ánh sáng trong môi trường tinh thé)®. 

e Nam 1885 công bố đề tài thứ ba về vành đai của sao Thổ (Thiên văn hoc) 
của luận án Tiến sĩ bằng tiếng Đức Zusaetze und Bemerkungen zu Laplace's 
Untersuchung ueber die Gestalt der Saturnringe trên tờ báo Thiên văn 
Astonomische Ngchrichten, Kiel. 


6 Xem thêm chuyện của nhà Toán học Mittag-Leffler trong bài Poincaré và giải Oscar II của cùng tác giả trong trang 

Rosetta.vn. 

7 Ở Đức cũng như một số nước khác ở Châu âu thời ấy, khi một tân Tiến sĩ được tuyển dụng vào Đại học, người này 
sẽ bắt đầu bằng chức vụ Privatdozent (nam) hay Privatdozentin (nữ), giảng viên không lương nhưng có thể thu của 

sinh viên một ít học phí để đủ sống. 

8 Ngay sau khi bài nghiên cứu được công bó, Vito Volterra (1860 — 1940), nhà Vật lý người Y, khi ấy mới 24 tuổi, đã 

tìm thấy một vài sai sót. Sau này Kovalevskaya không còn muốn đề cập tới nghiên cứu này nữa. 


e Nam 1886 công bố bài báo Remembrances of George Eliot (Hồi ức về thi sĩ 
G. Eliot) trên tời báo Russia Though số tháng 6, 1886. 

e Nam 1887, cùng với nhà van, nhà biên kịch Anna Charlotte Leffler-Edgren 
(em gái của nhà Toán học Mittag-Leffler) hoàn thành vở kịch Fight for 
Happiness (Đấu tranh cho Hạnh phúc). 

e Năm 1888 nghiên cứu về sự quay của một vật thể ran (Co học cổ điển). Dé 
tài này được giải thưởng Bordin của Hàn Lâm Viện Khoa học Paris (Prix 
Bordin de l’Académie des Sciences de Paris) với tựa đề Sur le problème de 
la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe. 

e Năm 1889, cho công bố bài nghiên cứu nói trên trong số báo Acta 
Mathematica số tháng 12, bằng tiếng Anh dưới tựa đề Problem of rigid 
body rotation around a fixed point. Công bố một bài tiểu luận văn học về 
nhà văn M.E. Saltykov-Shchedrin (1826 — 1889) trên một tờ báo Pháp. Với 
sự giới thiệu của nhà Toán học Chebyshev, Sofia Kovalevskaya được bầu 
làm thành viên thông tấn (Correspondent member) của Hàn Lâm Viện Khoa 
học Saint-Petersburg. 

e Nám 1890 khai triển tiếp về đề tài về sự quay của một vật thể rắn (Co học 

cổ điển), bà cho công bố bài nghiên cứu Sur la propriété du système 
d’équations différentielles qui définit la rotation d’un corps solide autour 
d’un point fixe (Về một tính chất của hệ phương trình vi phân xác định phép 
quay của một vật thể rắn chung quanh một điểm cố định) trên tờ Acta 
Mathematica 1890. Do nghiên cứu này bà được giải thưởng của Hàn Lâm 
Viện Khoa học Thụy Điển. 
Cũng trong năm 1890 bà cho xuất bản tập hồi ký A Russian Childhood (Thời 
ấu thơ của một diva trẻ Nga) và vở kịch Nihilist Girl (Một phụ nữ theo thuyết 
hư vô). Bản dịch tiếng Nga Nihiliska bi nhà nước Sô Viết cấm xuất bản ở 
Nga cho đến năm 1928. 


Sophia Kovalevskaya bị bệnh sưng phổi và mất vào ngày 10 tháng 2 năm 1891 tại 
Stockholm, Thụy Điển, sau một chuyến đi nghỉ ở Nice (Pháp) trở về?. Khi ấy bà 
mới có 41 tuổi. Con gái duy nhất của bà, lúc ấy 12 tuổi, được nhà Thiên văn 
Gylden?° dem về nuôi. Sau này ba nay trở thành một Bác sĩ Y khoa, mất năm 1953, 
không gia đình. 


KK K K KK 


? Bà cùng đi với Maxim Kovalevsky, người bà con với người chóng quá cố của bà. Hai người gặp nhau và yêu nhau 
hai năm trước (năm 1889) nhưng không sống chung với nhau. (Kovalevskaya Days. 
https://sites.google.com/site/awmmath/programs/kovalevskaya-days). 

10 Xem thêm về nhà Thiên van này trong bài viết Poincare và giải Oscar II của cùng tác giả trong trang 
Rosetta.vn/lequanganh. 





Chữ viết tay (tiếng Pháp) của Kovalevskaya: Sur une propriété du système d'équations 
différentielles qui définit la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe (Về một tính chất của 
hệ phương trình vi phân xác định phép quay của một vật thể rắn quanh một điểm cố định) gởi đăng 
trên số báo Acta Mathematica 14. 





Luận án Tiến sĩ của Kovalevskaya, phần thứ nhất: Lý thuyết về phương trình đạo 
hàm riêng viết bằng tiếng Đức, in ngay năm 1874, năm bà trình Luận án này cho 
trường Đại học Göttingen. 


Các công trình Toán học của Sofia Kovalevskaya. 


Như đã nói ở một đoạn trước, làm việc dưới sự hướng dẫn của giáo sư Karl 
Weierstrass trong gần 4 năm, Kovalevskaya đã hoàn thành ba bài báo trình lên Dai 
học Göttingen để được cấp bằng Tiến sĩ. Chủ đề của ba bài báo là: Về phương 


trình đạo hàm riêng, về tích phân Abel, và về vành đai của sao Thổ (Saturn’s ring). 
Dưới đây chúng tôi xin được nói thêm chút ít chỉ tiết về ba bài báo nói trên. 


1. Lý thuyết về đạo hàm riêng: Định lý Cauchy-Kovalevskaya. 


Đây có thể coi như là đóng góp quan trọng nhất của Kovalevskaya cho Toán học. 
Nó thường được biết dưới tên gọi Định lý Cauchy-Kovalevskaya. 
Weierstrass đã có nhiều nghiên cứu về phương trình vi phân thường (O.D.E), nay 
ông muốn Kovalevskaya mở rộng một số vấn đề ra cho phương trình đạo hàm 
riêng (P.D.E). Năm 1872, Cauchy là người đầu tiên khám phá ra định lý tồn tại tổng 
quát cho phương trình đạo hàm riêng. Định lý cho thấy phương trình vi phân 
thường và một số phương trình đạo hàm riêng có nghiệm giải tích hoàn toàn 
(analytic solutions). Dựa trên kết quả đó Kovalevskaya đưa ra những trường hợp 
mà trước đó chưa có ai xem xét tới. 
Trên kết quả của Cauchy, bà mở rộng cho hệ đạo hàm riêng bậc r dạng 

"u 

atr’ | 
Một trong những áp dụng hữu hiệu của định lý Cauchy-Kovalevskaya cho thấy rằng 
phương trình 





ðu ðu 
Ot - f(t, X, U, ash 


; "--— : : RR. ur 8 ee tả 
trong đó f phân tích hoàn toàn trong lân cận (to, xo, uo, EI có mót nghiém duy 


nhất u(x t) phân tích hoàn toàn trong lân cận (xo, to). 
2. Nghiên cứu vé tích phán Abel. 


Weierstrass gợi ý cho Kovalevskaya đề tài này: nghiên cứu những trường hợp suy 
thoái trong đó tích phán Abel thu lại thành tích phán sơ cấp hoặc tích phán elliptic. 
Vấn đề này dà được một số nhà Toán hoc từ đầu thế kỷ 19 cho đến ngay trước 
thời của Kovalevskaya xem xét rồi, nhưng chưa hoàn toàn đầy đủ. Chẳng hạn như 
Karl Jacobi (1804 - 1851) và một học trò của ông là Friedrich Richelot (1808 — 1875) 
đã chứng minh được rằng (vào năm 1846) tích phân hyperelliptic loại một có thể 
đưa vé tích phân elliptic; hoặc như Leo Koenigsberger (1837 — 1921), một người 
thầy của Kovalevskaya, trong thập niên 1860 đã có vài bài báo về tích phân Abel. 
Chính một trong những bài báo đó — bài báo công bố năm 1867 - đã được 
Weierstrass doc kỹ và từ đó gợi ý dé tài nghiên cứu cho Kovalevskaya!1. 


Bài nghiên cứu của Kovalevskaya trong luận án đã bà được bổ sung và cho đăng 
lên tờ Acta Mathematic năm 1884, gây được sự chú ý của giới Toán học thời ấy. 
Chính Henri Poincaré, người cũng đã từng nghiên cứu về tích phân Abel, đã công 


11 R, Cooke. The Mathematics of Sonya Kovalevskaya. Springer-Verlag. New York. 1984. 
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nhận công trình của bà sâu sắc và đầy đủ. Trong suốt 10 năm sau đó không có 
một bài nghiên cứu nào về đề tài này nữa, điều đó chứng tỏ rằng, cùng với những 
người đi trước, công trình của bà đã trả lời đầy đủ cho vấn đề tích phân Abel. 

3. Bổ sung nghiên cứu của Laplace về vành đai sao Thổ. 


Về vành đai sao Thổ, ở thế kỷ 16, 17 đã có nhiều nhà Thiên văn quan tâm nghiên 
cứu. Những nghiên cứu này chủ yếu là dựa trên những quan sát thiên văn (kính 
thiên văn). Có thể kể tên một số tên tuổi lớn trong thời kỳ này như Galileo Galilei 
(1564 — 1642), Christian Huygens (1629 — 1695), Gean Domenico Cassini (1625 — 
1715). 


Đầu thế ky 19, nhà Toán hoc và Thiên văn hoc vi dai Pierre Simon Laplace (1749 — 
1827) lập ra bó môn Cơ hoc Thiên thể, nhờ đó vành dai sao Thổ mới được ông 
chính thức nghiên cứu một cách toán học. 


Theo Laplace, vành đai sao Thổ gồm nhiều vành có hình ellip đồng tâm, tạo nên 
bởi lưu chất dạng đông đá (iced fluid). Kovalevskaya chứng minh được rằng những 
vành ấy có hình oval (quả trứng), có một trục đối xứng, không có tâm đối xứng 
(khác với Laplace). Nghiên cứu sự bền vững của các vành đai ấy, bà dựa trên giả 
thiết là chúng được tạo nên bởi lưu chất. Giả thiết này ngày nay được chứng minh 
không còn đúng, các vành đai ấy được tạo nên bởi những hạt rời rạc, không phải 
là chất lỏng liên tục. 


Mặc dù về phương diện Toán học, các tính toán của bà rất chính xác, sắc sảo, 
nhưng giá trị thực tế của bài nghiên cứu của bà ngày nay không còn được sử dụng 
nữa. Công trình này là của riêng bà, không hề có gợi ý từ Weierstrass vì ông này 
không có hứng thú với những đề tài loại này. 





Vành đai sao Thổ và cấu tạo của nó. 
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4. Bài toán chuyển động của một vật thể rắn quanh một điểm cố định. 


Đây là chủ đề có thể nói là nổi tiếng nhất của Sofia Kovalevskaya. Bài nghiên cứu 
có tựa đề Sur le problème de la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe 
(Về vấn đề sự quay của một vật thể rắn quanh một điểm) đã được giải thưởng 
Bordin của Hàn Lâm Viện Khoa học Paris năm 1888. Năm sau, bà bổ sung và hoàn 
chỉnh vấn đề này và công bố trên tờ Acta Mathemotica năm 1889 dưới tựa đề Sur 
une propriété du système d'équations différentielles qui définit la rotation d'un 
corps solide autour d'un point fixe (Về một tính chất của hệ phương trình vi phân 
xác định phép quay của một vật thể rắn quanh một điểm cố định). Bài báo được 
giới Toán học thời ấy đánh giá cao, và năm 1890 bà đã được giải thưởng của Hàn 
Lâm Viện Thụy Điển. 


Bài toán sự quay của một vật thể rắn quanh một điểm gồm có ba trường hợp. Hai 
trường hợp đầu, ứng với vật thể rắn có trục đối xứng, đã được nghiên cứu từ thế 
kỷ trước. Trường hợp thứ nhất do Euler giải quyết (năm 1765) ứng với vật thể 
không chịu lực bên ngoài và tâm khối lượng là điểm cố định nằm bên trong vật 
thể. Trường hợp thứ hai do Lagrange giải quyết (năm 1788) ứng với điểm cố định 
— tâm quay — và tâm khối lượng cùng nằm trên trục đối xứng. Đó chính là trường 
hợp bài toán con vụ (con quay). Kovalevskaya nghiên cứu trường hợp thứ ba, tức 
là trường hợp tổng quát: vật thể rắn không có tính đối xứng. Bà đã tính ra được 
một cách tường minh (explicitly) các tọa độ thông qua các hàm ultra-elliptic theo 
thời gian. Mô hình của trường hợp này được gọi là con vụ (con quay) Kovalevskaya 
(Kovalevskaya top). 





The Kovalevskaya top. Credit: Peter H. Richter, Holger Dullin, and Andreas Wittek (CC BY- 
ND 3.0 DE) 
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Những sự kiện mang tên Kovalevskaya 

Nhìn chung, Sofia Kovalevskaya không phải là nhà Toán học hàng đầu thế giới, 
nhưng bà là một trong ba nhà nữ Toán học tài năng nhất gần thời đại chúng ta 
nhất (cuối thế kỷ 19 — đầu thế kỷ 20)12. Tên của bà gắn liền với một định lý quan 
trọng của Giải tích học: Định lý Cauchy-Kovalevskaya. Ngoài ra tên của bà cũng 
được nhắc đến như là một trong những phụ nữ đi tiên phong trong phong trào 
đòi quyền phụ nữ ở Châu Âu. Tài năng và cuộc đời của bà là nguồn cảm hứng cho 
một số cuốn tiểu thuyết tiểu sử và phim ảnh. Xin được liệt kê một số sự kiện và 
sách vở nói về đến bà hoặc có mang tên bà: 

e Sonya Kovalevskaya High School Mathematical Day (Ngày Sonya 
Kovalevskaya trong trường Trung học cấp ba): Day là một quỹ do Hội cdc 
phụ nữ trong Toán học (AWM = Association for Women in Mathematics) 
thành lập trên khắp nước Mỹ, nhằm tài trợ cho các chương trình có mục 
đích khuyến khích tài năng Toán học trong các trường Trung và Đại học. 

e The Sonya Kovalevskaya Lecture (Bài giảng Sonya Kovalevskaya): Bài 
giảng xuất sắc hằng năm do hội AWM bảo trợ, nhằm mục đích đề cao sự 
đóng góp của phụ nữ trong lãnh vực Toán và Toán ứng dụng. 

e Kovalevskaya Fund (Quỹ Kovalevskaya): Thành lập vào năm 1985, nhằm 
hỗ trợ phụ nữ ở các nước đang phát triển trong nghiên cứu sáng tạo Khoa 
học. 

e Quy Alexander Von Humboldt ở Đức mỗi năm hai lần trao tặng giải thưởng 
Sofia Kovalevskaya cho những nữ khoa học gia trẻ. 

e Mót miệng núi lửa trên mặt tráng mang tên Kovalevskaya. 

e Ở Saint-Pertersburg và Moscow đều có con đường mang tên Sofia 
Kovalevskaya. 

e Sach Little Sparrow: A Portrait of Sophia Kovalevskaya (Chim sé bé nho: 
Chân dung cua S.K) của Don.H. Kennedy, Ohio University Press. 1983. 

e Sach Beyond the Limit: The Dream of Sofia Kovalevskaya (Bên kia giới han: 
Giấc mơ cua S.K) của Joan Spicci, Tom Doherty Associates. 2002. 

e Sách Too Much Happiness (Quá nhiều hạnh phúc). Alice Munro13. 
McClelland and Stewart. Toronto. 2009. 

e Phim Sofia Kovalevskaya, dao diễn Losef Shapiro. Sản xuất năm 1956. 

e Phim TV Sofia Kovalevskaya, dao diễn người Azerbaijan Ayan 
Shakhmaliyeva. Sản xuất năm 1985. 


K K K K KKK 


12 Hai người kia là Sphie Germain và Emmy Nother. Xem chuyên về hai bà trong trang Rosetta.vn/lequanganh. 
13 Alice Munro, nhà văn nữ người Canada, chuyên viết chuyện ngắn, giải Nobel Văn chương 2013. 
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Tìm hiểu về 
HAM SO ZETA và GIA THUYẾT RIEMANN 


(The Riemann Hypothesis) 


Lé Quang Anh, Ph.D. 


Những zeros không tầm thường của ham số {(s) đều có phan thực nam 


1 


trên đường thẳng Re(s) = - 





Nếu tôi chợt thức dậy sau một giấc ngủ một ngàn năm thì câu hỏi đầu 
tiên của tôi sẽ là: Giả thuyết Riemann đã được chứng minh chưa?? 
David Hilbert 





Bernhard Riemann (1826 — 1866). 


1 Lorenzo Mencini. Zeros of the Riemann zeta function on the critical line. Universita degli Studi ROMA TRE. 


Giả thuyết Riemann là một trong 7 bài toán Thiên Niên Kỷ (Seven 
millenium problems). Cho tới nay chỉ mới có một bai được giải đúng, đó là bài Gid 
thuyết Poincaré (hay là Dự đoán Poincaré). Viện Toán học Clay treo giải thưởng 1 
triệu đô la Mỹ cho bất cứ ai giải được bất cứ bài nào trong 7 bài toán dé?. 


Mới đây một số tờ báo (không chuyên) đã đưa một cái tin không khác gì bom nổ 
trong giới Toán học: 


e Mót nhà Toán học hàng đầu nói rằng đã giải được bài toán quan trọng 
nhất đã có từ 160 năm (Insider, September 24, 2018). 

e Có phải đã có thêm một bài toán 1 triệu đô nữa đã được giải rồi chăng? 
(USA Today, September 24, 2018). 

e Sir Michael Atiyah tuyên bố rằng ông đã chứng minh được bài toán GIẢ 
THUYẾT RIEMANN (The Aperiodical, September 24, 2018). 


Sau đó một vài tờ báo tiếng Việt khác dịch lại hoặc viết theo, lại còn thêm “mắm 
thêm muối” vào tin ấy, làm cho một số người trong cộng đồng Toán học giật 
mình. Có thật vậy không? 


Ta nhớ lại rằng trong hơn 300 năm có rất nhiều nhà Toán học tuyên bố rằng mình 
đã chứng minh được Định lý cuối cùng của Fermat, nhưng thật ra họ đã đưa ra 
lời giải sai hoặc chỉ đúng trong một vài trường hợp riêng. Cho tới những năm 
1994 -1995 nhà Toán học xuất sắc Andrew Wiles công bố một chứng minh vô 
cùng phức tạp và được sửa tới sửa lui vài lần lời giải mới được các tổ chức Toán 
học Thế Giới công nhận là đúng. 


Tình hình diễn ra tương tự như vậy cho bài toán Dự đoán Poincaré. Trong hơn 
100 năm người ta cũng đã công bố nhiều lời giải nhưng chưa có lời giải nào đúng 
cả. Phải đợi cho đến những năm 2003-2005, với nhà Toán học “kì lạ” Grigori 
Perelman, người ta mới có được lời giải chính xác cho bài toán Poincaré?. 


2 Bảy bài toán Thiên Niên Kỷ là: 
1. Pversus NP 
. The Hodge conjecture 
. The Poincaré conjecture (solved) 
. The Riemann hypothesis 
. Yang-Mills existence and mass gap 
. Navier-Stokes existence and smoothness 
. The Birch and Swinnerton-Dyer conjecture. 


NOU BWN 


3 Về hai bai toán nay xin tim doc Định Ly Cuối Cùng Của Fermat (NXB TH Thanh phô) va Perelman và Dự đoán 
Poincaré trong trang rosetta.vn/lequanganh của cùng tác giả Lê Quang Ánh. 


Mặc dù Sir Michael Atiyah là một nhà Toán học xuất sắc (Fields Medal 1966, Abel 
Prize 2004) nhưng cái mà ông ta nói là ông có một chứng minh đơn gián (a simple 
proof) cho bài toán Giả thuyết Riemamn thì cái chứng minh ấy vẫn chưa được các 
tổ chức Toán học chính thống của thế giới công nhận. Hơn nữa, ngay trong trang 
web chính thức mới nhất (ngày 24 tháng 10 năm 2018) của Viện Toán học Clay 
— tổ chức bảo trợ giải thưởng các bài toán Thiên Niên Kỷ - ở cuối mục Riemann 
Hypothesis vẫn còn ghi là This problem is unsolved (bài toán này chưa được giải) 
như hình chụp sau đây: 


Riemann Hypothesis 


Some numbers have the special property that they 
cannot be expressed as the product of two smaller 
numbers, e.g., 2, 3, 5, 7, etc. Such numbers are 
called prime numbers, and they play an important 
role, both in pure mathematics and its applications. 
The distribution of such prime numbers among all 
natural numbers does not follow any regular 





pattern. However, the German mathematician 
G.F.B. Riemann (1826 - 1866) observed that the frequency of prime numbers is very closely related to the 
behavior of an elaborate function 


(s) = 1 + 1/25 + 1/35 + 1/45 +... 


called the Riemann Zeta function. The Riemann hypothesis asserts that all interesting solutions of the 
equation 


Es) = 0 
lie on a certain vertical straight line. 


This has been checked for the first 10,000,000,000,000 solutions. A proof that it is true for every interesting 
solution would shed light on many of the mysteries surrounding the distribution of prime numbers. 


This problem is: Unsolved 
Trang chính thức nói về Giả thuyết Riemann, bên góc trái trên cùng là chữ viết 
tay của Riemann về vấn đề nay (http://www.claymath.org/millennium- 
problems/riemann-hypothesis). 


Trong bài viết này chúng tôi sẽ đưa độc giả không chuyên di tìm ý nghĩa của hàm 
số zeta và Giả Thuyết Riemann, và sự liên hệ với số nguyên tố như thế nào. Chúng 
tôi sẽ bắt đầu từ chỗ đơn giản nhất để độc giả có thể theo được nội dung của vấn 
đề. Ước mong là phần trình bày của chúng tôi sẽ giúp ích phần nào cho các độc 
giả ưa thích Toán, nhất là các sinh viên chuyên ngành Toán, hiểu được một bài 
toán được cho là quan trọng nhất trong 7 bài toán Thiên Niên kỷ”. 


4 Chỉ cần kiến thức Toán Cao cấp (một, hai năm DH). 
5 Theo ý kiến của Stephen Smale (Fields Medal 1966). 


1. Số nguyên tố 
e SÓ nguyên tố và hợp số 
Số nguyên tố là số nguyên chỉ chia hết cho số 1 và chính nó. 

Số 1 có phải là số nguyên tố không? Theo trên thì số 1 thỏa định nghĩa, như 
vậy nó là số nguyên tố. Nhưng do nó quá tầm thường (trivial) cho nên người 
ta thường không kể nó là số nguyên tố. Theo chỗ chúng tôi biết, trong Lịch 
sử Toán học chỉ có một người coi số 1 là số nguyên tố, đó là “cha đẻ” của Lý 
thuyết độ do, nhà Toán học Henri Lebesgue (1875 - 1941)$. 

Một số các số nguyên tố đầu tiên là 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17. ...Chúng ta chú ý 
rằng chỉ có số 2 là số nguyên tố chẵn mà thôi. 

Bây giờ ta coi số 28. Những số nào chia hết 28 (hay là 28 chia hết cho những 
số nào)? Câu trả lời dễ thấy là 1, 2, 4, 7, 14, và 28. Người ta nói chúng là những 
thừa số (factors) của 28, nhưng 2, 4, 7, và 14 là những thừa số thực sự (proper 
factors) của 28, và 28 là một hợp số. 


Như vậy các số nguyên được chia thành hai loại: số nguyên tố và hợp số (số 
không nguyên tố). Ta có thể coi số nguyên tố là những yếu tố cơ bản để tạo 
thành tập hợp số nguyên (như những viên gạch - building blocks - để xây 
tường). 


e Có bao nhiêu số nguyên tố? 
Euclid (khoảng 300 trước Tây lịch) đã trả lời câu hỏi này rồi: 


Định lý (Euclid): 


Giả sử ban đầu: tập hợp số nguyên tố là không vô hạn (tức là hữu hạn). Nếu 
vậy ta có thể liệt kê tất cả các số nguyên tố. Gọi P là tích số của tất cả các số 
nguyên tố nói trên. Đặt Q = P + 1. Chỉ có 2 trường hợp sau đây xảy ra: 
Trường hợp 1: Q là số nguyên tố. Như vậy là đã tìm ra được một số nguyên 
tố không có trong bản liệt kê nói trên: mâu thuẩn. 

Trường hợp 2: Q không phải là số nguyên tố (hợp số). Gọi p là một thừa số 
nguyên tố của Q. Vì p có trong danh sách liệt kê nói trên nên p cũng là thừa 
số của P. Do Q và P chia hết cho p nên Q— P = 1 chia hết cho p. Điều nay vô ly 
bởi vì 1 không chia hết cho số nguyên tố nào cả. 

Như vậy giả sử ban đầu là không đúng. Nói cách khác, tập hợp các số nguyên 
tố là vô hạn. m 


Chứng minh: 


6 John Derbyshire. Prime Obsession. p.33. 


Eratosthenes, một nhà Toán học Hy Lạp, sống vào khoảng 250 năm trước Tây 
lịch (sau Euclid vài chục năm), đã đưa ra một thuật toán để tìm ra tất cả các 
số nguyên tố cho tới một số nào đó. Thuật toán này được gọi là cái sàng 
Eratosthenes (sieve). Thí dụ như muốn tìm tất cả các số nguyên tố nhỏ hơn 
100, ta đặt tất các các số nguyên từ 1 cho tới 100 vào trong một bảng vuông. 
Sau đó gạch bỏ số 1, gạch bỏ tất cả các bội số của 2, rồi tất cả các bội số của 
số 3, của số 5, của số 7, của số 11,...vân vân. Những số còn lại trong bảng là 
những số nguyên tố nhỏ hơn 100. 
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Những số được vòng lại là những số nguyên tố nhỏ hon 100. 


e Su phân bố các số nguyên tố như thế nào? 

Nếu p là một số nguyên tố thì số nguyên tố kế tiếp số p là số gì, làm sao xác 
định? Đây là mối bận tâm của các nhà Toán học từ thời Euclid cho đến nay. 
Và câu hỏi kế tiếp cũng làm cho các nhà Toán học bối rối không kém, đó là các 
số nguyên tố phân bố như thế nào trên đường thẳng số? 


Dưới đây là tất cả những số nguyên tố nhỏ hơn 1000. 





Có tất cả là 168 số. Nếu ta nhìn gần hơn một chút nữa ta sẽ thấy: Từ số 1 đến 
số 100 có 25 số nguyên tố, từ 401 đến 500 có 17 số nguyên tố, từ 901 đến 
1000 có 14 số nguyên tố. Hình như số các số nguyên tố ít dần đi (thưa). Liệu 
có một quy luật nào diễn tả điều này không? Có bao nhiêu số nguyên tố nhỏ 
hơn một số cho sẵn? Đó là những thắc mắc đã có từ thời Gauss, Riemann cho 
đến nay. 

e Ham số đếm số nguyên tố (Prime counting function) 

Chúng ta chưa biết cách phân bố các số nguyên tố như thế nào trên đường 
thẳng số nhưng sẽ rất hữu ích nếu chúng ta biết số lượng các số nguyên tố 
nhỏ hơn một số cho san. Gauss giới thiệu hàm số zt(x)/ gọi là hàm số đếm số 
nguyên tố nhỏ hơn một số thực x > 0. 


Thí dụ: 


n(1) = 0, có nghĩa là có 0 số nguyên tố khi x< 1. 

n(2) = 0, có nghĩa là có 0 số nguyên tố khi x « 2. 

n(3) = 1, có nghĩa là có 1 số nguyên tố khi x < 3, đó là số 2. 

m(4) = 2, có nghĩa là có 2 số nguyên tố khi x « 4, đó là các số 2, 3. 
m(5) = 2, có nghĩa là có 2 số nguyên tố khi x< 5, đó là các số 2, 3. 
m(6) = 3, có nghĩa là có 3 số nguyên tố khi x < 6, đó là các số 2, 3, 5. 
n(7) = 3, có nghĩa là có 3 số nguyên tố khi x < 7, đó là số 2, 3, 5. 

Cứ thế tiếp tục. 


Đồ thi hàm số 7r(x) với x < 20. 
n(x) 








7 Chữ x dùng ở đây không liên quan gì với giá trị zt ~ 3.14159...cà. Nó được dùng để chỉ hàm số như chữ f, g, h... 


e inh lý số nguyên tố (PNT = The Prime Number Theorem) 





Dinh lý được ông Hoàng của Toán hoc Carl Gauss (1777 — 1855) phát biểu vào 
năm 1792 (15 tuổi) và vài năm sau, năm 1797, được nhà Toán học người Pháp 
Adrien-Marie Legendre (1752 — 1873) phát biểu một cách độc lập. 

Định lý được chứng minh vào năm 1896 (100 năm sau) bởi hai nhà Toán học 
Jacques Hadamard (1865 - 1963) người Pháp và Charles Jean de la Vallée 
Poussin (1866 - 1962) người Bỉ, một cách độc lập nhau. 

Thay đổi cách viết, ta có công thức cho phép ước tính số các số nguyên tố nhỏ 
hơn một số x, khi số x khá lớn: 


x 
(x) ^ —. 
(x) In x 


Ta cũng có thể viết: 


m(x) 1 
x Inx 


ONE WE ES — T ; "mẻ... Se TE 
Điều nay nói rang, với số x khá lớn, xác suất dé số x là số nguyên tổ là mis 
2. Hàm sÓ zeta Riemann 
e Chuỗi số điều hòa 
1 1...1. À 
H.=Y>24+-=1+-+-+—+--- 


Chuỗi số này đã được Nicholas Oresme (1320 — 1382) nghiên cứu từ thé kỷ 
14. Oresme cũng đã chứng minh được chuỗi số này có tổng bằng vô cực 
(phân kỳ). 

e Bai toán Basel 
Tim tổng số vô hạn (chuỗi số vô hạn): 


1 1 1 1 


2 NM MM 
n-l42 ~ 42 22 32 42 "" 


8 Hay là Nicole Oresme, Nicolas Oresme, cách viết thay đổi chút ít tùy theo ngôn ngữ. 


Bài toán này được nhà Toán học người Ý tên là Pietro Mengoli (1626 — 1686), 
giáo sư trường Đại học Bologna, đặt ra từ năm 1650. Đáng lý ra bài toán phải 
được gọi tên là Bài Toán Bologna, nhưng vì do Jakob Bernoulli (1654 — 1705), 
nhà Toán học quê ở Basel (Thụy Sĩ) là người đầu tiên đưa nó ra cho cộng đồng 
Toán học Châu Âu nghiên cứu tìm giải đáp, cho nên bài toán mang tên là Bài 
Toán Basel. 

Nhà Toán học thiên tài va da tai Bernhard Euler (1707 — 1783)? — cũng quê ở 
Basel — là người đầu tiên tìm ra lời giải. Dap số là 


yo i oudGod ed dr Um? 
"lax 4275925 32 54277 8 


ye icd o dod lods 
n=l nt ˆ 4*4 24 34 44 90 
và 
ye dod E bon dps 
n=1n6 ~ 16 26 36 46 “° 945 


Pos " -— x. x 1 
Hơn thé nữa, Euler còn đưa ra phương pháp để tính được chuỗi số Y nc nN 


với N là số chẵn. 

Thế còn với N là số lé thì sao? Không những Euler không nói gi mà suốt hon 
200 năm sau cũng không thấy ai nói gì. Cho tới năm 1978, một nhà Toán học 
người Pháp tên là Roger Apéry (1916 — 1994) mới chứng minh được 


1 1 1 1 
co 
Lad: 4 


| 

| 
+ 

| 
+ 


là số vô ty, 


khi ấy Apéry đã 61 tuổi. Thời ấy, đây là một cái tuổi quá già để có thể phát 
minh ra điều mới trong Khoa hoc??. 
Nhưng cũng thời ấy người ta đã biết rằng chuỗi vô tận 


? Euler là học trò của Johann Bernoulli (1667 - 1748), một người em của Jakob Bernoulli (xem thêm bài viết về gia 
đình Bernoulli trong Rosetta.vn/lequanganh). 

10 Ngày nay, Michael Atiyah (1929 - ) đã gần 90 tuổi mà vẫn còn ham hở tấn công vào Giỏ thuyết Riemann. 

Cũng nhân đây, xin nói vài nét về nhà Toán học Roger Apéry. Ông vào trường Cao đẳng Sư Phạm Cao cấp (ENS) 
Paris năm 1935. Chưa tốt nghiệp, ông phải “xếp bút nghiên theo việc đao cung” khi Thế chiến thứ hai bùng nổ. 
Năm 1941, ông bị thương ngoài chiến trường và bị bắt làm tù binh. Thế chiến kết thúc, ông về học tiếp. Năm 1947 
ông làm Tiến sĩ với giáo sư Paul Dubreil và René Garnier. Ông có nhiều đóng góp cho Giải tích, trong đó tên ông 
được ghi lại cho chứng minh 73) là số vô tỷ. (Độc giả thế hệ sinh viên DH 1960 -1970 còn nhớ Ông Bà Dubreil là 
đồng tác giả cuốn sách nổi tiếng Leçons d’Algébre Moderne do nhà Dunod xuất ban năm 1963. Trước đó vài năm 
(năm 1961) có một cuốn sách cùng tên, tác giả là André Lentin và Jacques Rivaud, do nhà Vuibert xuất bản). 


ns = 25 25 3S 45 
hội tụ với những giá trị s > 1. Giới han (hữu han) được ký hiệu là (s) - hàm 
số zeta - và ta có: 
1 


1 1 1 sae . ^ 
&(s) = 1 + moto (as te (với mọi số thuc s > 1). 


e Công thức tích số Euler 





Low II E2 Lc dc uec ov ode t +.» 
(5) = Eni ns Hi — 1-2-5 1-3-5 1-55 1-775 


(s là số thực lớn hơn 1, p là tất cả những số nguyên tő). 











Công thức xuất hiện lần đầu tiên vào năm 1737 trong một bài báo của Euler 
mang tựa đề Variae observationes circa series infinitas (Những quan sót về 
chuỗi số vô tận). Công thức này là nền tảng hiện đại cho Lý thuyết số dé 
nghiên cứu về số nguyên tố. Chứng minh của nó cũng không khó khăn mấy 
như độc giả sẽ thấy dưới đây. 


Chứng minh: 
Bắt đầu bằng hàm số zeta: 
1 1 1 

qs SR RSS p (1) 
x "a 1 ; 
Nhân hai vê cho 25 ta có: 

1 1 1 1 1 

x Suec rptu e tp) 


Lấy (1) trừ (2): 
1 1 1 1 
a-z)-14—n*m6e (3) 
E Wy due ee 
Nhân hai vế của (3) cho Sẽ rôi lấy kết quả trừ cho (3) ta được: 


(1-96 - Dares 


Láp lai phương cách này cho đến vô cùng, ta được: 
6-36-36-36- Da 


Từ đó ta lay ra được: 


g(s) = (=) x (=) x (x) x (=) xc 
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Hàm số zeta 
Xin tạm dừng ở đây một chút rồi ta sẽ trở lại hàm số zeta sau. Xét chuỗi số 
vô tận: 

1+x+x?+x}+#x+...... 


ea D zu Rie Dé LORS ~ 1 rt $ FT 
Ta biết rang với /x/< 1 chuỗi số hội tụ vé "me nghia là ta có thé viét: 
1 "E 
S(x) = > HL texte +x" ext T với |x|< 1. 


Nhưng nếu xét riêng hàm số S(x) = — thì hàm số này được xác định khắp 
mọi nơi trừ tại điểm x = 1. Người ta nói đã mở rộng 1 + x + x? + x? + x +... 
(chỉ xác định khi /x/< 1) thành hàm số S(x) = = xác định khắp mọi nơi trừ 
tại điểm x= 1. 


Bây giờ xin trở lại hàm số zeta: 
1 1 1 1 
&(s) = 1 tos? 387 49 ge 
Như đã nói, hàm số chỉ xác định với biến số thực s > 1. Liệu ta có thể mở 


rộng hàm số này như cách làm trong đoạn nói trên được không? Thí dụ như 
PT Mes x s , 
ta muón tính (z) có được không? Làm sao tính? 
Xin trả lời ngay: có thể được. Hãy xét hàm số (doc là eta)!! sau đây: 
Ñ 1 1 1 
+ — + — 
29 39 45 45 
Người ta có thé chứng minh chuỗi số này hội tu khi s > O nhưng ta không làm 
điều đó ở đây. Điều ta muốn làm là đi tìm hệ thức giữa hàm số này và hàm 
số zeta. Ta có thể viết: 


1 1 1 1 1 1 1 L 
1 1. 1 1 
=sJ-2x (1+ z+ +? +) 
1 





= ds) -— - Us) 
= s) (1-4). 


Từ đó lay ra được: 








11 n là mẫu tự thứ bảy, còn & là mẫu tự thứ sáu trong tiếng Hy Lạp. 
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Nhờ máy tính, sau khi tính trên 100 số hạng, ta được n(=) = 0.55502369, do 


đó ta có {) = - 1.460354508. 12 Như vậy là ta đã mở rộng hàm số zeta cho 


mọi số thực s > 0. 
Còn khi s < 0 thì sao? Không thể tính được n(s) vì chuỗi số không hội tụ. 


Năm 1859, Riemann được bầu vào Hàn Lâm Viện Khoa học Berlin. Như thông 
lệ, thành viên mới phải trình cho Hàn Lâm Viện công trình nghiên cứu mới 
nhất của mình. Và Riemann đã giới thiệu công trình về Lý thuyết số - bài duy 
nhất thuộc lãnh vực này của Riemann — mang tựa dé Ueber die Anzahl der 
Primzahlen unter einer gegebenen Grösse (Về số những số nguyên tố nhỏ hơn 
một giá trị cho sẵn). Đây là một tuyệt tác của Riemann, chỉ dài chưa tới 10 
trang nhưng nó đã làm thay đổi một cách có ý nghĩa hướng nghiên cứu Toán 
học thời kỳ tiếp sau đó và ảnh hưởng của nó vẫn còn cho tới ngày nay. Nó 
như một cơn sóng đập vào nhiều ngành của Toán học thuần lý (pure 
mathematics), thúc đẩy chúng phát triển. 


Dựa trên công thức tích số Euler đã giới thiệu ở đoạn trên, Riemann đã hoàn 
chỉnh mở rộng hoàn toàn cho hàm số zeta với biến số thực. Riemann đã thiết 
lập được phương trình sau đây, gọi là phương trình hàm cho zeta: 


(I) (s) = 2575-1 sin (3) I'(1 — s)y(1- s) 


Qua phương trình ta thấy khi thay s bởi 1 — s thì phương trinh không đổi, nghĩa 
là đ(s) = (1-s). 
Điều này cho phép tính được (s) khi s <0. Thí dụ như ta muốn tính £(-15), ta 
chỉ cần tính £(16) vì 

6(16) = ¢(1 - 16) = ¢(-15). 


Tóm lại, hàm số zeta đã được mở rộng cho moi giá trị thực của s #1. 
e Ham số zeta mở rộng cho biến số phức 


Thế còn với biến số phức? Ta trở lại với công thức tích số Euler: 
E 1 
G(s) E Èm=1 e Il, 1-p-5 
Xem trường hop s = ø + it là số phức. Ta chứng minh được rằng chuỗi vô tận 
1 x . y E Gun " x 
Dee = hội tu đều khi Re(s) = ø > 1. Như vậy ta có thể mở rộng hàm số zeta 


trong nửa mặt phẳng phức Re(s) = o > 1. 


12 Số liệu lấy từ J.Derbyshire. Prime Obsession, p.146. 
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Trong phần Re(s) = o >0 của mặt phẳng phức, Riemann đã thiết lập được công 
thức cho ham số Z(s) bằng sự liên tục giải tích (analytic continuation) dé hàm 
số này hội tụ tuyệt đối: 


(II) 


28 oo {x} 
G(s) = THIÊN Í, x$*1 dx 





trong do {x} = x - [x]. Hàm số này giải tích khắp moi nơi (analytic everywhere) 
trong nửa mát phẳng Re(s) = o > 0 trừ tai s = 1 (điểm cực đơn = simple pole). 

Riemann chưa dừng lại ở đây. Ông muốn mở rộng hàm số zeta để cho nó giải 
tích khắp mọi nơi (hàm nguyên = entire function) thông qua ham số gamma. 
Và Riemann đã thiết lập được công thức sau đây: 


sti 


(III) ((s) = E [- = +f a0 +x 2 ]ucoax] 


s(1—s) 





Trong công thức này w(x) giảm nhanh hon bất cứ hàm mũ nào của x và do 
đó tích phân hội tụ với mọi giá trị của s, trừ hai điểm kì dị s = 0 và s = 1. 
Riemann còn muốn di xa hơn nữa bằng cách định nghĩa hàm số £(s) không 
còn điểm kì dị nào: 


() | š6§)=š(s=1)mzr($) «s 





3. Zeros của hàm số zeta Riemann: Giả thuyết Riemann 


Zeros của hàm số zeta Riemann, tức là nghiệm của phương trình &{s) = 0, được 
chia thành hai loại: zeros tầm thường (trivial zeros) và zeros không tầm thường 
(non-trivial zeros). 


e Zeros tầm thường của hàm số zeta Riemann 
Những zeros tầm thường của hàm số zeta là những zeros nào nằm ngoài dải 
quan trong 0 < Re(s) < 1 (critical strip). Rõ rang là về phía Re(s) > 1 hàm số 
zeta không thể triệt tiêu, chỉ còn có thể có zeros về phía Re(s) < 0. Vì hàm số 
gamma không triệt tiêu trên mặt phẳng phức, cho nên phương trình hàm (I) 
cho: 

sin = =0. 


Từ đó s = -2, -4, -6, .... Đó là những zeros tầm thường của hàm số zeta. 
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e Zeros không tầm thường của hàm số zeta Riemann 

Tất cả những zeros còn lại của hàm số zeta đều nằm trong dải 0 < Re(s) < 1. 
Chúng được gọi là những zeros không tầm thường. 

Trong bài viết nổi tiếng công bố năm 1859, Riemann phát biểu rằng: 

Trong dải 0 < Re(s) < 1 của mặt phẳng phức, hàm số (s) có vô số zeros, tức là 
phương trinh (s) = 0 có vô số nghiệm, tất cả đều có phần thực bằng : : 

Phát biểu này được gọi là Giỏ thuyết Rieman. 


CRITICA 
STRIP 





NON-TRIVIAI 
ZEROS 


veo 99-99-91 


e Kiểm chứng 


Theo trang The Prime Pages?? chuyên về nghiên cứu, ghi nhận, và lưu trữ dữ 
liệu về số nguyên tố, thì cho tới năm 1986, người ta đã kiểm chứng được 1.5 
ti zeros không tầm thường của hàm số zeta trong dải 0 < Re(s) < 1, tất cả đều 
có phần thực bằng s . Giữa những năm 2001 và 2005, Sebastian Wedeniwsk, 
một kỹ sư nổi tiếng của hãng IBM, tuyên bố rằng ông ta đã kiểm chứng trên 
100 tỉ zeros không tầm thường của hàm số zeta và thấy tất cả đều có phần 
thực bằng s 

Những kết quả trên chưa đủ dé nói rằng giả thuyết Rieman là đúng hoặc dà 
được chứng minh. Những kiểm chứng ấy là bằng chứng để ta có thêm dữ 


13 https://primes.utm.edu/references/refs.cgi/VTW86 
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kiện để tin là giả thuyết Riemann đúng. Và chúng ta vẫn chờ một ngày nào 
đó sẽ xuất hiện một chứng minh thực sự có tính thuyết phục các nhà Toán 
học và các tổ chức Toán học uy tín trên thế giới hiện nay. 

Tuy nhiên, suốt từ khi Riemann phát biểu đến nay cũng đã có nhiều nhà Toán 
học tìm cách bác bỏ giả thuyết ấy, nhưng cho tới nay vẫn chưa có ai thành 
công. 


4. Hàm số zeta Riemann và số nguyên tố 


Nhắc lại, Gauss đã giới thiệu hàm số đếm số nguyên tố n(x) và thông qua Định lý 
số nguyên tố (PNT), 7r(x) cho phép ước tính được số các số nguyên tố nhỏ hơn 
một giá trị thực x. 

Trong bài viết của mình, Riemann thiết lập hàm số đếm số nguyên tố riêng của 
minh qua công thức sau đây (gọi là Hàm số đếm số nguyên tố Riemann): 


J(x) = n(x) + = n(Vx) + = x3) + =r(Vx) + - n(VXx) +... 


(V) 





Chúng ta nên lưu ý rằng tổng số xác định hàm số đếm số nguyên tố Riemann trong 
công thức (V) không phải là tổng số vô cùng. Đến một số hạng nào đó tổng số ấy 
sẽ phải dừng lại vì không có số nguyên tố nào nhỏ hơn 2. Thí dụ như ta muốn tính 
J(100). Tổng số trên sẽ dừng lại ở số hạng thứ 8, bởi vì 
VIOO ~ 1.778279... <2 
cho nén n( V100) =0. 
Kết quả là 
J(100) ~ 28.5333... 
Trong khi thực tế là có 25 số nguyên tố nhỏ hơn 100. Riemann tìm cách làm cho 
công thức đếm số nguyên tố tốt hơn. Ông đã thiết lập được công thức: 
n 
n(x) = Yn u(n) 222. 
Cũng như trên, J( Vx) cũng sẽ dừng ở một giá trị nào đó của n. Trong công thức 
trên u(n) là hàm số Möbius xác định như sau: 


1 n không chính phương với số chan thừa số nguyên tố. 
u(n)=$—1 khi n không chính phương với số lẻ thừa số nguyên tố. 
0 n có một thừa số chính phương. 
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Nhờ vào hàm số Möbius ta có công thức sau: 
dywb. Oui. Oodd pe đụ Ty c À 1 
n(x) = J(x) - 71022) - 31053) - = I(x) + = J(xe) - 7 J(x7) + S(x10) -... 


Bây giờ thử tinh lại số các số nguyên tố nhỏ hơn 100, ta thấy kết qua chính xác 
hơn: 


(100) = J(100) - = J(10) - = J(4.64...) : s1(2.51...) +=J(2.51..)~0~0... 


1 


n(100)- 28.533... - G 4533 …) E x 25) : ( x 1) + ( x 1)- a5 


Ngoài ra, từ công thức tích số Euler, Riemann còn thiết lập được công thức đếm 
số nguyên tố với dạng tường minh sau đây: 


(VI) J(x) = Li(x) - 2 Li(x?) — log 2 + I Te i 


1)logt 





Trong đó hàm tích phân được định như sau: 


x 1 
Li(x) = J; mit 
va tổng “sigma” lấy trên tất cả các zeros không tam thường của ham số zeta 
Riemann. 
Dùng công thức đã được Riemann điều chỉnh như trên người ta có thể ước tinh 


số các số nguyên tố nhỏ hơn một số thực x một cách tốt nhất (theo Von Koch). 


KKK kK KK 


Từ khi Riemann qua đời vào năm 1866 (chưa tròn 40 tuổi) cho tới nay, bài nghiên 
cứu duy nhất về Lý thuyết số của ông vẫn còn là một sáng tạo đột phá trong lãnh 
vực Lý thuyết số. Giả thuyết ông nêu ra về zeros của hàm zeta, sau hơn 150 năm, 
vẫn chưa chứng minh được mặc dù có rất nhiều nhà Toán học nổi tiếng đã bỏ 
nhiều thời gian và công sức vào đó. Tuy nhiên, cũng nhờ bài nghiên cứu đó của 
Riemann mà hằng năm có rất nhiều công trình nghiên cứu mới trong nhiều lãnh 
vực có liên quan đến số nguyên tố và Lý thuyết số được cống bố. 

Người ta vẫn hy vọng và chờ đợi một ngày không xa một chứng minh đúng đắn 
cho giả thuyết Riemann sẽ xuất hiện và được các định chế Toán học thế giới công 
nhận. 


PYN 
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Nhà Toán học MAURICE AUDIN là ai? 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


Hội Toán học Pháp quốc (Société Mathématique de France) chính thức loan báo 
giải thưởng Maurice Audin 2016 được trao cho Bakir Fahri tại Alger vào ngày 10 
tháng 12 năm 2018 và cho Ngô Bảo Châu tại Paris ngày 12 tháng 12 năm 20181. 


Báo Tuổi Trẻ 15/12/2018 và nhiều báo khác ở Việt Nam cũng vừa mới đưa tin: 
GS Ngô Bao Châu nhận giải thưởng Toán hoc Maurice Audin 
vì những đóng góp cho sự nghiệp Toán học của mình. 


e Giai thưởng Maurice Audin là giải thưởng gi? 

e Maurice Audin là ai? 

e Vu Maurice Audin (affaire Maurice Audin) đã xảy ra từ hơn 60 năm nay và 
cũng đã được nhiều đời Tổng thống Pháp biết tới và cho ý kiến giải quyết. 
Vụ đó xảy ra như thế nào? 


Qua bài viết này chúng tôi sẽ giúp bạn đọc tìm hiểu sự việc và những gì ngày nay 
người ta đã làm được để giải oan và vinh danh người quá cố. 





https://images.math.cnrs.fr/+Remise-du-prix-Maurice-Audin-2016-Paris-12-12+?lang=fr. 


Giải thưởng Maurice Audin. 


Giải thưởng Toán học Maurice Audin là một giải thưởng do Hội Toán học Pháp 
quốc (Sociéte Mathématique de France) và Hội Toán học ứng dụng và Công nghiệp 
Pháp quốc (Sociéte de Mathématiques Appliquées et Industrielles de France) sáng 
lập vào năm 2004. 


Trước đó, vào năm 1958, đã có một giải thưởng mang tên Maurice Audin do cá 
nhân Giáo sư Gérard Tronel (1934 — 2017) vận động thành lập để tưởng nhớ một 
người bạn, một người đồng nghiệp, một nhà Toán học đầy triển vọng (nhưng chưa 
kịp nở hoa) bị giết oan uổng. Giải thưởng này chưa được các tổ chức Toán học 
công nhận và chỉ kéo dài được đến năm 1963. Cũng chính Tronel với sự giúp sức 
của nhiều nhà Toán học, nhiều nhà hoạt động chính trị, trong đó có nhà Toán học 
nổi tiếng Laurent Schwartz, tiếp tục vận động, cho nên giải thưởng Toán học 
Maurice Audin chính thức ra đời vào năm 2004 do hai tổ chức Toán học lớn nhất 
nước Pháp chủ trì như đã nói ở trên. 


Giải thưởng gồm một bằng khen và 1500 Euro cho mỗi người, trao tặng hằng năm 
cho một nhà Toán học Pháp và một nhà Toán học Algérie có nhiều thành tựu xuất 
sắc nhất trong thời gian qua. Ngoài ra, mỗi người được giải sẽ được tài trợ hoàn 
toàn một chuyến du lịch một tuần ở Algérie (cho nhà Toán học Pháp) hoặc ở Pháp 
(cho nhà Toán học Algérie). 


Giải thưởng năm 2016 được tổ chức vào ngày 12 tháng 12 năm 20183, trao tặng 
cho nhà Toán học NGÔ BẢO CHÂU (Pháp gốc Việt) tại Paris. Chủ tịch hội đồng xét 
duyệt là nhà Toán học Cédric Villani (Huy chương Fields 2010). 





GS Ngô Bảo Châu và nhà Toán hoc Cédric Villani?. 


? Báo chí hay nói là giải Maurice Audin 2018 là không chính xác (Xem tin chính thức của Hội Toán học Pháp quốc ở 
đây: https://www.ljll.math.upmc.fr/AUDIN/Wweb/prix.htm). 

3 Cả hai nhà Toán học này cùng được tặng thưởng Huy chương Fields 2010. Villani từng là Giám đốc Viện Toán học 
Henri Poincaré từ 2009 đến 2017. Hiện nay ông là dân biểu Hạ viện Pháp phụ trách công tác Khoa học Kỹ thuật. 


Tiểu sử Maurice Audin. 


Maurice Audin là một nhà Toán học người Pháp của thế kỷ 20 mà cuộc đời và số 
phận gắn liền với cuộc chiến tranh Pháp-Algérie. 


Ông sinh vào ngày 14 tháng 2 năm 1932 tại Beja, cách thủ đô Tunis của Tunisie 
khoáng 100 km vé phía Tây, ở đó cha ông là một viên chức cảnh sát địa phương”. 
Những năm thơ ấu, ông sống cùng gia đình tai Aïn Draham rồi Bayonne (Tunisie) 
cho tới khi chiến tranh đòi độc lập Algérie nổ ra. Cha ông vào quân đội, chuyển về 
đóng tại Toulouse, Pháp. 


Sau đình chiến vào tháng 6 năm 1940, gia đình Audin về Toulouse, sau đó dọn về 
Koléa, cách thủ đô Alger của Algérie khoảng 30 km về phía Tây-Nam. Năm 1943, 
ông được gởi vào trường thiếu sinh quân Hamman Righa, rồi trường dự bị sĩ quan 
Autun cho đến hết bậc trung học. 


Năm 1949, ông vào trường Đại học Alger, và tốt nghiệp Cử nhân Toán năm 1953. 
Do có một vài kết quả nghiên cứu sáng giá, ông được tuyển làm phụ tá cho giáo 
sư René de Possel5 tại Đại học Alger. Trong khi giảng dạy, Audin vẫn học tập và 
nghiên cứu, chuẩn bị luận án Tiến sĩ của mình dưới sự hướng dẫn của giáo sư René 
de Possel. 


Năm 1953, sau khi tốt nghiệp Cử nhân, Maurice Audin lập gia đình với cô sinh viên 
Toán Josette Sempé. Họ đã gặp nhau ở ghế đá sân trường và trong thư viện trong 
những ngày cùng nhau miệt mài học tập. Họ có ba con, Michèle (sinh năm 1954, 
sau này cũng trở thành nhà Toán học), Louis (1955) và Pierre (1957). 


Những năm tháng cuối cùng của cuộc đời Maurice Audin được ghi dấu bằng hai 
sự viêc: hoàn tất luận án Tiến sĩ và tham gia hoạt động chính trị. Những nghiên 
cứu Toán học của ông có rất nhiều hứa hẹn. Ông đã gởi trình cho Hàn Lâm Viện 
Khoa học sáu bản báo cáo đăng trong Comptes-rendus de l’Académie des Sciences. 
Chính giáo sư René de Possel, trong Đại hội các nhà Toán học ở Roumanie, đã 
chính thức giới thiệu một số thành quả của Audin trước Đại hội. 


Về mặt chính trị, từ năm 1951, ông đã là cảm tình viên của đảng cộng sản Algérie 
và mặt trận đòi độc lập cho Algérie khỏi chế độ thực dân Pháp. Ông đã che chở 
cho Paul Caballéro, một cán bộ cộng sản của mặt trận đòi độc lập, đang bị san 
lùng. Đêm 11 tháng 6 năm 1957, ông bị một toán lính nhảy dù Pháp bắt di, và 
mười ngày sau, ngày 21 tháng 6 năm 1957, không ai còn thấy dấu vết của ông nữa. 


* Thời ấy, Tunisie, Maroc, Algérie đều là thuộc địa của Pháp. 
5 Réne de Possel (1905 - 1974), một trong những người sáng lập ra nhóm Bourbaki. Vai năm sau, do bất đồng ý 
kiến (chuyện riêng) với thủ lãnh nhóm là Andre Weil, Possel ra khỏi nhóm hoạt động riêng. 


Những ngày cuối cùng, ông cũng vừa hoàn tất luận án Tiến sĩ của mình, nhưng 
không còn có dịp đích thân trình trước hội đồng giám khảo. Năm ấy, ông mới có 
25 tuổi. 


Tháng 12 năm 1957, tức là sáu tháng sau khi ông mất tích một cách đáng ngờ, giáo 
sư René de Possel, được sự đồng ý của một số nhà Toán học danh tiếng, đã chính 
thức cho trình luận án Tiến sĩ của Maurice Audin với tư cách vắng mặt (in absentia) 
tại Đại học Khoa học Paris. Hội đồng giám khảo gồm bốn nhà Toán học nổi tiếng: 
Laurent Schwartz (Chủ tịch), Jean Favard, Jacques Dixmier và René de Possel. Luận 
án được đánh giá xuất sắc (Le Monde du 3 Décembre 1957). 


Sự thật về cái chết của Maurice Audin. 





Thiếu tướng Jacques Massu năm 1957 là tư lệnh su đoàn 10 nhảy dù Pháp. 


Đầu năm 1957, cuộc chiến tranh đòi độc lập cho Algérie đến thời kỳ cao điểm. 
Tháng 1 năm 1957, Thủ tướng Pháp Guy Mollet bổ nhiệm Thiếu tướng Jacques 
Massu làm toàn quyền ở Algérie. Ngay sau đó sư đoàn nhảy dù số 10 của tướng 
Massu nhanh chóng chiếm Algérie, gieo kinh hoàng trong dân bản xứ và cả dân 
Pháp sinh sống tại đó. 


Lính nhảy dù Pháp tin rằng dang cộng sản Algérie là chủ mưu nhiều vụ khủng bố, 
nhân danh đấu tranh đòi độc lập cho Algérie. Họ phải tìm cho ra thủ lãnh của 
đảng, Paul Caballéro. Họ được tin mật báo rằng Paul Caballéro đang bị bệnh và 
được chăm sóc bởi một bác sĩ ở một nơi bí mật nào đó ở Alger. 


Bà Josette Audin nói rằng họ đã bắt được người bác sĩ ấy, và khi bị tra tấn dã man, 
ông ta đã khai tên chồng bà là người đã che dấu Caballéro. Bà nói với báo chí: 


Chồng tôi không bao giờ là tên khủng bó. Chồng tôi không giúp đỡ bát 
cứ tên khủng bố nào. Họ đã bịa chuyện. 


Bà kể tiếp: 
Khi ấy là 23 giờ ngày 11 tháng 6 năm 1957. Các con tôi đang ngủ, thằng 
Pierre nhỏ nhất mới một tháng tuổi. Có tiếng gó cửa. Tôi nghĩ rằng có 


một cuộc thám viếng nào quá trễ và ngây thơ mở cửa. Nhiều người áp 
vào, đó là những tên “para” (lính dù) dáng so. Ho bắt chồng tôi mang đi. 


Tin chính thức loan báo với báo chí rằng ngày 21 tháng 6 năm 1957, trong khi được 
di chuyển qua một nơi khác, Maurice Audin đã đào thoát. Và sau đó lực lượng an 
ninh không có tin tức gì thêm. 


Bà Josette Audin không tin câu chuyện chồng bà đào thoát. Bà có tin nói rằng 
chồng bà bị siết cổ chết bởi kẻ sát nhân là trung úy Charbonnier ở một trung tâm 
điều tra của lực lương an ninh. 


Theo ký giả Jean Charles Deniau trong cuốn sách La vérité sur la mort de Maurice 
Audin® thì Maurice Audin bị giết bởi môt hạ sĩ quan theo lệnh của tướng Massu, 
tư lệnh sư đoàn nhảy dù số 10. 


Theo một điều tra riêng của nhà sử hoc Pierre Vidal Naquet” thì câu chuyện 
Maurice Audin đào thoát trong khi di chuyển rồi mất tích là không thể chấp nhận 
được. Ông đã chết trong đêm 21 tháng 6 năm 1957 trong một cuộc tra tấn dã 
man, người ra lệnh trực tiếp là tướng Aussaresses — phó tướng phụ trách tình báo 
của tướng Massu - theo lệnh của tướng Massu. 


Thi thể của Maurice Audin không bao giờ được tìm thấy. 


Người ta đã làm gì để tìm công lý cho Maurice Audin? 


e Nhóm thân hữu Audin. 

Sau khi chồng mất tích, bà Josette Audin đã làm đơn gõ cửa nhiều nơi ở Alger để 
tìm công lý cho chồng. Chính quyền địa phương cũng như chính quyền Pháp 
không trả lời. Một nhóm các đồng nghiệp tập họp lại theo sáng kiến của Jacques 
Fernand Cahen, giáo sư Anh văn, tổ chức hội thảo, gởi bản phản đối cho báo chí 
và các nhà lãnh đạo. Sau này có sự tham gia của nhà Toán học Laurent Schwartz 
và nhà sử hoc Henri Irénée, phó chủ tịch hội Sử hoc Pháp. Hoạt động của hội kéo 
dài tới năm 1962 được sự động viên góp sức của rất nhiều trí thức ở nhiều nơi 
trên khắp nước Pháp. 


$ Jean Charles Deniau. La vérité sur la mort de Maurice Audin. Des Equateurs (9 janvier 2014). 
7 Pierre Vidal Naquet. L’Affaire d’Audin. Editions de Minuit, 1989. 


e Van động ở cấp cao hơn. 
Ngày 16 tháng 5 năm 2001, bà Josette Audin nộp đơn lên tòa án Paris thưa tướng 
Aussaresses về tội giết người và tội chống nhân loại. Tòa tuyên bố vô thẩm quyền. 


Tháng 6 năm 2007, khi Tổng thống Nicolas Sarkozy vừa mới đắc cử, bà viết thư 
cho ông yêu cầu làm sáng tỏ cái chết của chồng bà và nước Pháp phải chịu trách 
nhiệm vụ việc này. 


Ngày 1 tháng 1 năm 2009, Michèle Audin, con gái của ông bà Audin, cũng là nhà 
Toán học, giáo sư Đại học Paris-Sud, từ chối nhận Bảo Quốc Huân chương do Tổng 
thống Sarkozy trao tặng với lí do là ông đã không trả lời thư của mẹ bà khi được 
yêu cầu giúp làm sáng tỏ cái chết của cha bà. 


Năm 2012, trong chuyến thăm viếng Alger, Tổng thống Hollande đã đến viếng 
tượng của Maurice Audin. Nhân dịp này, Tổng thống Hollande yêu cầu Bộ nội vụ 
Pháp cho điều tra về cái chết của Maurice Audin. 


Ngày 8 tháng 1 năm 2014, TV Grand Soir 3, trong một chương trình đặc biệt, đã 
phát đi một tài liệu nói rằng tướng Aussaresses (đã chết vào tháng 12 năm 2013 
trước đó) nói với ký giả Jean Charles Deniau rằng chính ông ta đã ra lệnh giết 
Maurice Audin. 


Tháng 6 năm 2014, trong bài diễn văn đọc nhân buổi lễ phát giải thưởng Toán học 
Maurice Audin, Tổng thống Hollande nhân danh nước Pháp chính thức thừa nhận 
rằng không phải Maurice Audin trốn thoát mà đã bị giết chết trong một trại giam, 
theo nhân chứng và tài liệu có được. 





Tổng thống Macron và bà Josette Audin tại nhà riêng của bà. 


Sau khi Tổng thống Macron đắc cử, một nhóm các nhân sĩ trí thức có vai vế, yêu 
cầu Tổng thống cho công bố các tài liệu liên quan đến cái chết của Maurice Audin 
mà Tổng thống Hollande đã nói vào tháng 6 năm 2014. 


Ngày 12 tháng 1 năm 2018, nhà Toán học và cũng là dân biểu Quốc hội Cédric 
Villani, đã gặp và nói chuyện với Tổng thống Macron về vụ án Maurice Audin. Tổng 
thống Macron tuyên bố: “Maurice Audin đã bị hành quyết bởi quân đội Pháp trong 
chiến tranh Algérie. Hiện nay không còn dấu vết gì trong hồ sơ lưu trữ.” 


Ngày 13 tháng 9 năm 2018, Tổng thống Emmanuel Macron đến nhà riêng của bà 
Josette Audin ở Bagnolet, Paris, trước sự hiện diện đông đủ của gia đình bà Audin, 
Tổng thống công nhận trách nhiệm của nước Pháp trong sự mất tích của Maurice 
Audin và chính thức xin lỗi gia đình bà. 


Vụ án Maurice Audin khép lại kể từ ngày hôm ấy, ngày 13 tháng 9 năm 2018. 


KK K kK K K 


Tài liệu tham khảo: 


1. Jean Charles Deniau. La vérité sur la mort de Maurice Audin. Des Equateurs 
(9 janvier 2014). 

2. Pierre Vidal Naquet. L’Affaire d’Audin. Editions de Minuit, 1989. 

Prix de Mathématiques Maurice Audin. 
https://fr.wikipedia.org/wiki/Prix_de_math%C3%A9matiques_Maurice- 
Audin. 

4. Guerre d'Algérie: Trois questions pour comprendre l'affaire Maurice Audin et 
la déclaration de Macron. 
https://www.20minutes.fr/societe/2336103-20180913-guerre-algerie-trois- 
questions-comprendre-affaire-maurice-audin-declaration-macron 


Và nhiều tin tức và hình ảnh trên Internet. 
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Bài viết nhân ngày Phụ nữ Thế giới: 
JOCELYN BELL BURNELL 


một nữ Khoa học gia bị “quên” trong giải Nobel Vật lý 1974 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 





Sinh viên Tiến sĩ Jocelyn Bell Burnell (sinh năm 1943) hình chụp năm 22 tuổi, 
trước đài nhận sóng vũ trụ do sinh viên tự xây dựng. 


Khám phá ra những ngôi sao lạ 


Jocelyn Bell sinh năm 1943 ở Lurgan, Bắc Ái nhĩ lan. Cha là kiến trúc sư Allision 
Burnell, người đã thiết kế đài thiên văn nổi tiếng Planetarium ở Armagh, Bắc Ái 
nhĩ lan. 


Ở bậc trung học phổ thông thời ấy, các trường ở địa phương Bắc Ái nhĩ lan ngăn 
không cho con gái theo học các ngành Khoa học tự nhiên. Nữ sinh chỉ được học 
các ngành Nữ công gia chánh, hoặc Khoa học xã hội. Lên đại học, Jocelyn Bell vào 
học tai Dai hoc Glasgow, theo ngành Vật lý mà cô ưa thích từ nhựng nam trung 
học, trước sự dè biểu của nhiều nam sinh viên. Tốt nghiệp năm 1965 với hạng 
danh dự, sau đó Jocelyn Bell làm nghiên cứu sinh Tiến sĩ ở Đại học Cambridge, 
dưới sự hướng dẫn của nhà Vật lý Thiên văn Antony Hewish. 


Nhóm của Jocelyn Bell đã lắp ráp thành công một trung tâm nhận sóng vũ trụ 
(Interplanetary Scintillation Array) phục vụ cho tìm kiếm quasars? - những thiên 
thể ở thật xa nhưng thật sáng mà nguồn gốc chưa được biết tới. 


Đài tiếp nhận sóng là một tấm lưới chän chịt dây cáp, ăn ten, cột trụ, theo thiết kế 
của nhà Vật lý Thiên văn Martin Ryle, xây dựng trên một khoảng đất rộng bằng 57 
sân tennis. Mỗi tuần cỗ máy này “sản xuất” ra một cuộn giấy dài khoảng 700 feet 
(chừng 200 mét) ghi tín hiệu sóng vô tuyến nhận được từ vũ trụ mênh mông vô 
tận. 


Những tín hiệu đến từ các quasars được ghi trên băng giấy, có hình dạng như là 
một điện tâm đồ trong bệnh viện (a cardiogram). Các sinh viên nói rằng nghiên 
cứu các biểu đồ ấy cũng giống như là nghiên cứu nhịp đập quả tim của vũ trụ. 


Một buổi trưa hè năm 1967, sau hai tuần lễ miệt mài phân tích các tín hiệu ghi 
trên băng giấy, nhà Vật lý trẻ tuổi Jocelyn Bell bỗng nhận thấy có một hiện tượng 
lạ: mót dòng lượng bất thường không xác định (an unclassified squiggle) xuất hiện 
trong biểu đồ sóng vô tuyến mà cô đang phân tích. Và tín hiệu bất thường này 
xuất hiện một cách đều đặn cứ 1 giây 1/3 một lần. Cô và các bạn cùng nhóm đặt 
tên cho nó là người (ngodi hành tinh) màu xanh bé nhỏ (LGM-1= Little Green Man 
1). Vài năm sau, nó được xác định là tín hiệu phát ra từ những mảnh vụn của 
những ngôi sao neutron và quay rất nhanh. Sau này Jocelyn Bell kể lại cho báo 
The Guardian: “Phân tích dữ liệu tại những khu vực khác tôi tìm ra thêm ba tín 
hiệu bí Gn nữa. Tôi đã khám phá ra một loại sao hoàn toàn mới: khi chúng xoay, 
tín hiệu của chúng quét qua vũ trụ như một cây đèn hải đăng vậy. Chúng tôi gọi 
nó là sao Pulsar.” Ký hiệu chính thức của nó ngày nay là PSR B1919+21. 


Cô viết xuống tất cả những gì mình ghi nhận được thành một báo cáo, rồi cô trình 
cho giáo sư cố vấn luận án (Thesis advisor) Antony Hewish. Bài báo được đăng 
trên tờ Nature số 217, nhóm tác giả gồm 5 người, tên của Antony Hewish đứng 
đầu và tên của Jocelyn Bell Burnell thứ hai. Sao Pulsar (tạm dịch là ẩn tinh), chưa 
một nhà thiên văn nào ghi nhận được tín hiệu, là những thiên thể quay rất nhanh 
chung quanh một ngôi sao neutron với lực hút khổng lồ. Khám phá này là một 
trong những sự kiện thiên văn quan trọng của thế kỷ 20, cho phép con người 
nghiên cứu được những lỗ đen và những sóng hấp dẫn vũ trụ. 


Năm 1974, giải Nobel Vật lý được trao tặng cho hai nhà Vật lý Thiên văn là Antony 
Hewish và Martin Ryle vì “là những người tiên phong trong nghiên cứu sóng vô 


tuyến vũ trụ và khám phá ra sao pulsar”. Người ta đã “quên” Jocelyn Bell Burnell 
trong sự kiện này, chính cô mới là người đầu tiên phát hiện ra sao pulsar. 


1 Quasar= quasi-stellar radio source. 


Phải chăng nữ giới không được đánh giá đúng mức hay là giải Nobel chưa bao giờ 
được trao tặng cho một nghiên cứu sinh vì như thế người ta sẽ hạ thấp giá trị của 
giải? 





Sao pulsar (hình của NASA). 


Sự nghiệp của nữ Khoa học gia 


Cuối năm 1968, Jocelyn Bell Burnell nhận bằng Tiến sĩ Vật lý Thiên văn. Sau đó bà 
liên tục giảng dạy và làm nghiên cứu Khoa học tại các trường Đại học và Viện 
nghiên cứu Thiên văn học ở Anh. 


e Tù năm 1968 đến năm 1973: Giáo su tại trường Đại hoc Southampton. 

e Tù năm 1974 đến 1991: Vừa là Giám đốc nghiên cứu tai Đài thiên văn Hoàng 
gia Anh (Royal Observatory), vừa là Giáo sư ở một số trường Đại học London. 

e Tùr năm 1991 đến 2001: Giáo sư thỉnh giảng tai Đại học Princeton, Mỹ. 

e Từ năm 2001 đến 2008: Chủ tịch Hội Thiên văn Vũ trụ Hoàng gia Anh (Royal 
Astronomical Society). 

e Tù 2008 đến 2010: Chủ tịch Viện Vật lý Anh. 

e Hiên nay bà là Viện trưởng Viện Dai hoc Dundee. 


Bà được tặng thưởng rất nhiều giải thưởng và danh dự. 

Năm 2007, bà được Nữ hoàng Anh tặng tước vị cao quý DBE (Dame Commander 
of the Order of the British Empire). 

Mới đây, năm 2018, bà được tặng một giải thưởng lớn gọi tên là Special 
Breakthrough Prize in Fundamental Physics (Giải thưởng đột phá đặc biệt trong 
Vật lý cơ bản)? kèm theo số tiền khoảng 3 triệu Dollars. Số tiền này bà đã tặng 


2 Đây là một giải thưởng Khoa học rất đặc biệt thường được trao tang cho một nhóm nghiên cứu, rất ít khi trao 
tặng cho cá nhân. Cho tới nay có hai cá nhân nhận được vinh dự cao quí này, đó là nhà Vật lý huyền thoại Stephen 
Hawking và bà, Jocelyn Bell Burnell. 


cho các quỹ giúp đỡ các nữ Khoa học gia, các sinh viên ti nạn, các sinh viên thiểu 
số, trong công việc nghiên cứu Khoa học. 





Năm 2007, Nữ Hoang Anh trao tặng tước vị DBE cao quý cho Dame? Jocelyn Bell Burnell. 


Về giải Nobel Vật lý 1974 

Việc Jocelyn Bell Burnell không những không được giải Nobel Vật lý năm 1974 mà 
tên bà không hề được nhắc tới bởi Hội đồng tuyển chọn và những người được 
tặng thưởng giải Nobel, đã gây nhiều tranh cãi trong giới Khoa học kể từ đó. Hãy 
nhìn lại những gì bà đã làm và người ta đã “quên”: 


e Bà là một trong những người đã góp công sức trong hai năm liền để xây lắp 
đài thu sóng vũ trụ /nterplanetary Scintillation Array. 

e Bada đọc, phân tích những dữ liệu ghi được trong cuộn giấy dài gần 100 feet 
(khoảng 30 mét) trong hai tuần lễ liền và qua đó, bà là người đầu tiên phát 
hiện ra những tín hiệu lạ. Khi trình cho giáo sư Hewish và Ryle thì chính hai 
ông này cho rằng rất có thể đây chỉ là sự giao thoa của sóng quarars và sóng 
quả đất. Cho đến khi thay đổi vị trí, bà phát hiện thêm một số hiện tượng nữa, 
khi ấy mọi người mới tin bà, từ đó tìm cách giải thích hiện tượng ghi nhận 
được. 


Vậy thì chính bà mới là người đầu tiên phát hiện ra các sao pulsars. 


3 Trong tiếng Anh, chữ Dame dành cho phụ nữ như chữ Sir dành cho đàn ông. 


Trả lời phỏng vấn của báo chí về sự việc người ta không ghi nhận đúng công sức 
của bà, bà vui vẻ nói: “Tôi nhận ra rằng nếu tôi được trao tặng giải Nobel, có thể 
tôi chẳng có thêm gì khác. Nhưng vì tôi không nhận được giải Nobel năm ấy, cho 
nên năm nào tôi cũng nhận được một giải thưởng nào đó và được dự nhiều bữa 
tiệc vinh danh nữa”. 


Tài liệu tham khảo 


. Jocelyn Bell Burnell. 
https://en.wikipedia.org/wiki/Jocelyn_Bell_Burnell 
Nadia Drake. Meet the Woman Who Found the Most Useful Stars in the 
Universe. National Geographic. September 2018. 
Sarah Kaplan and Antonia Noori Farza. She made the discovery, but men got the 
Nobel. The Washington Post. September 2018. 
. Six Women Scientists Who Were Snubbed Due to Sexism. National Geographic. 
May 2013. 
Women who shaped history: 
https://www.smithsonianmag.com/science-nature/Fifty-years-ago-grad- 
students-discovery-changed-course-astrophysics-180968288/ 


TERENCE TẠO 


Thần đồng trở thành nhà Toán học vào hàng 


ese 


dau thé giới hiện nay 


Lé Quang Anh, Ph.D. 





Giáo su Terence Tao (sinh năm 1975) đang giảng bai tại Dai hoc UCLA (University 
of California, Los Angeles). 


Trong Lịch sử Toán học cho tới nay, Terence Tao là nhà Toán hoc hãy còn sống và 
làm việc bình thường, giữ nhiều kỷ lục nhất: 


e _ Người có chỉ số thông minh 230, cao nhất, cao hơn Albert Einstein va 
Stephen Hawking)!. 

e Thi sinh tham dự giải Olympic Toán quốc tế (dành cho hoc sinh trung học) 
nhỏ tuổi nhất và cũng là thí sinh nhỏ tuổi nhất đạt liên tục huy chương 
đồng, bạc và vàng trong ba năm liền khi 10, 11 và 12 tuổi. 

e Nhà Toán học còn sống, đạt nhiều giải thưởng, danh dự, và huy chương 
quốc gia và quốc tế nhất cho đến nay. 

e Nhà Toán hoc có phạm vi hoạt động rộng khắp nhiều ngành, và ở ngành 
nào ông cũng có đóng góp quan trọng. 


1 Người có IQ cao nhất được ghi nhận (nhung đã qua đời) là William James Sidis (1898-1944), với IQ ở giữa 250 và 
300. 





Gia đình Terence Tao: con trai William, vợ Laura (kỹ su NASA), và con gái 
Madeleine (Hình chụp năm 2015. Nguồn: The Sydney Morning Herald). 


Terence Tao là một nhà Toán học dễ mến, khiêm tốn, và thích làm việc cùng với 
đồng nghiệp. Ông rất quan tâm đến giảng dạy và phổ biến Toán học cho công 
chúng?. Một nhà Toán học có thể am tường một vài ngành, nhưng Terence Tao 
quan tâm nghiên cứu và giảng dạy cùng một lúc rất nhiều ngành khác nhau: Gidi 
tích điều hòa, Phương trình đạo hàm riêng, Lý thuyết số, Dai số tổ hợp (Algebraic 
Combinatorics), Hình học phân dạng,... Ở lãnh vực nào ông cũng có những phát 
minh, những đóng góp quan trọng hàng đầu. Nhiều nhà Toán học đồng ý với nhau 
rằng đây là nhà Toán học xuất sắc nhất hiện đang còn sống và làm việc bình 
thường, không có biểu hiện gì bất thường như nhiều thần đồng hoặc thiên tài 


khác. 


Tuổi niên thiếu 

Cha của Terence Tao là Billy Tao, người gốc Thượng Hải (Trung Hoa), tốt nghiệp 
bác sĩ y khoa (chuyên khoa nhi) tai Đại học Hong Kong; Me là Leung Wai-lan, 
thường được gọi là Grace, người gốc Hong Kong, tốt nghiệp Cử nhân Toán-Lý tại 
Đại học Hong Kong. Họ gặp nhau và lấy nhau thời gian còn học Đại học. Năm 1972 


họ di dân sang Úc sinh sống. Terence Tao sinh ra ở Adelaide, Úc, năm 1975. 
Terence có hai em trai tên là Nigel va Trevor?. 


? www.math.ucla.edu/~tao và https://terrytao.wordpress.com. 
3 Cả hai cũng có tham gia đội tuyển Úc trong các kỳ tranh tài Olympic Toán nhưng không có thành tích nổi bật. 


Một hôm cha mẹ Terence hết sức ngạc nhiên khi thấy cậu con trai chưa đủ 2 tuổi 
của mình đang dạy một đứa trẻ khác 5 tuổi đọc chữ và viết các con số. Ông bà hỏi 
ai dạy con những điều này và khi nào, Terence trả lời là cậu ta học được khi coi 
chương trình Sesame Street trên TV. 


Hành trình của thần đồng này thật đáng kinh ngạc. Với sự quan tâm giúp đỡ của 
cha mẹ và các nhà giáo dục chung quanh, trí thông minh của cậu bé Terence phát 
triển nhanh chóng. Họ hỗ trợ mà không đóng khung khép kín cậu bé, họ cung cấp 
phương tiện đáp ứng việc học tập làm phát triển nhân cách và tài năng của cậu bé 
một cách cân bằng. 





Terence Tao và cuốn sách đầu tiên của minh: Solving Mathematical Problems: A 
Personal Perspective. Deakin University Press, Geelong, Vic.: 1992 (Viết năm 15 tuổi) 


Terence được cho theo một hệ thống giáo dục khá phức tạp, tùy theo khả năng và 
bộ môn mà cậu ưa thích. Có những môn cậu theo cùng với lớp học, có những môn 
cậu được sắp xếp trên một cấp lớp, đặc biệt môn Toán cậu được sắp xếp trên hai 
hoặc ba cấp lớp. Các nhà giáo đã tạo ra sự thoải mái cho khả năng của cậu bé phát 
triển, không hề gò bó, ép buộc hoặc thúc đẩy. Họ cố giữ cho sự phát triển một 
cách điều hòa, làm cho cậu bé phát triển toàn diện, yêu bộ môn và ưa làm việc, 
cùng là sự hòa hợp cộng tác với mọi người chung quanh. 


Năm 8 tuổi, trong kỳ thi SAT (Scholastic Assessment Test), kỳ thi để đo trình độ 
học sinh vào Đại học ở Mỹ, Terence đã đạt số điểm 760 trên 800. Trong lịch sử kỳ 


* Chương trình Sesame Street là một chương trình giáo dục mà trẻ con rất ưa thích, phát trên TV Âu-Mỹ vào những 
năm 1970. 


thi này, trước đó chỉ có 2 thí sinh đạt được số điểm trên 700 
(www.davidsongifted.org). 


Năm 9 tuổi, Terence theo học một số lớp Toán ở đại học và theo cả các lớp về lập 
trình cho máy điện toán, trong khi phần thời gian còn lại cậu vẫn ngồi ở trung học. 
Năm 10, 11, và 12 tuổi Terence là thí sinh trẻ nhất tham dự kỳ thi Toán quốc tế 
dành cho học sinh trung học (IMO: International Mathematical Olympiad), và liên 
tiếp trong ba kỳ ấy cậu đạt huy chương đồng, bạc và vàng. 





Nhà Toán hoc Paul Erdös (1913 — 1996)? đang xem bài của Terence Tao trước khi trao 
phần thưởng $500 cho Terence Tao (10 tuổi). (Hình: Internet). 


Năm 14 tuổi, Terence được nhận vào Research Science Institute (RSI). Đây là các 
lớp Hè dành cho học sinh năng khiếu do Viện MIT ở Cambridge, Massachusetts, tổ 
chức hằng năm. Nam 15 tuổi Terence viết xong cuốn sách đầu tiên của mình, nói 
về phương pháp và kinh nghiệm giải Toán trong các kỳ thi Toán quốc tế IMO. 


Năm 1991 (16 tuổi), Terence nhận bằng Bachelor (Cử nhân) và năm sau - năm 
1992 — nhận bằng Master (Thạc sĩ) từ trường Đại học Flinders, Úc, với đề tài 
Convolution operators generated by right-monogenic and harmonic kernels, dưới 
sự hướng dẫn của Giáo sư Garth Gaudry. Năm 1992, Terence giành được một học 
bổng qua làm Tiến sĩ tại Đại học Princeton, Mỹ, dưới sự hướng dẫn của giáo sư 
Elias Stein°. Năm 1996 (21 tuổi), Terence nhận bằng Ph.D (Tiến sĩ) và sau đó ông 
được trường Đại học danh tiếng UCLA nhận về làm phụ tá giáo sư, và ba năm sau, 


5 Chính Paul Erdós, nhà Toán học nổi tiếng người Hungary, đã viết thư giới thiệu Terence Tao cho ban tuyển chon 
sinh viên Tiến sĩ của Đại hoc Princeton. Trong thư có câu: “Tôi tin chắc rằng trong vài năm tới chàng sinh viên này 
sẽ trở thành một trong những nhà Toán học hàng đầu thế giới.” Và Erdös đã không sai. 

5 Elias Stein (1931 — 2018) là một nhà Toán hoc Mỹ, giáo sư tại Dai hoc Princeton (khác với Viện Nghiên Cứu Cao 
Cấp Princeton, IAS). Chuyên ngành của ông là Giải tích điều hòa (Harmonic Analysis). Chính tại Dai hoc Princeton 
mà ông đã đào tạo ra nhiều nhà Toán học nổi tiếng trong đó có hai Huy chương Fields: Charles Fefferman (1978) và 
Terence Tao (2006). 


năm 1999, trở thành giáo sư (full professor). Ông là giáo sư trẻ nhất tại trường 
này kể từ ngày thành lập trường tới nay. 


Nghiên cứu, giải thưởng, và danh dự 


Trước khi nói về thành công trong lãnh vực nghiên cứu của Terence Tao, ta hãy 
nghe Giáo sư John Gardnett thuộc trường Đại học California, Los Angeles, nói về 
Terence Tao trước Đại hội các nhà Toán học trong buổi lễ trao tặng Huy chương 
Fields 2006: 


“Người ta thường vi Terry? là Mozart. Điều này không hoàn toàn đúng. 
Tài năng chảy sẵn trong huyết quản của cả hai ngay từ thời thơ ấu, ở một 
người là Am nhạc, ở một người là Toán hoc. Sự khác biệt là cá tính. Ở 
Terry, không có một vấn đề gì về cá nhân. Nói cách khác Terry là một đứa 
trẻ bình thường, có năng khiếu đặc biệt về Toán học, lớn lên là một nhà 
Toán học dễ mến, thích cộng tác làm việc với mọi người chung quanh. 
Hiện nay ông là một nhà Toán học xếp vào loại xuất sắc nhất, nghiên cứu 
nhiều lãnh vực nhất, một cách sáu và rộng. Cá một thé hệ mới có được 
một tài năng như vậy.” 


Trong rất nhiều lãnh vực Toán học, Terence Tao không những nổi tiếng vì số lượng 
và chất lượng những khám phá và những đóng góp quan trọng hàng đầu, mà còn 
nổi tiếng vì số người cùng tham gia làm việc với ông. Những con số sẽ không thích 
hợp khi đưa ra đây vì ngày mai những con số này sẽ bị lỗi thời. Theo Wikipedia 
thì, tính cho tới tháng 10 năm 2015, Terry Tao đã có hơn 30 khám phá cùng làm 
việc với 68 nhà Toán học khác nhau. Trong số những khám phá có tính cách cách 
mang có Định lý Green-Tao? về số nguyên tố mà chúng tôi sé trinh bày sơ lược 
trong phần sau. 


Chúng tôi chỉ kể ra đây những giải thưởng và danh dự tầm cỡ quốc gia và quốc tế 
mà Terence đạt được tính cho tới năm 2015: 


e Fulbright Scholarship (1992) 

e Salem Prize (2000) 

e Bócher Memorial Prize (2002) 

e Clay Research Award (2003) 

e Australian Mathematical Society Medal (2005) 


7 Terry là tên goi thân mật của Terence Tao. 

8 Trong khi đó Carl Freidrich Gauss, ông Hoàng của Toán học và cũng là một thần đồng nổi tiếng, thường làm việc 
một mình và ít chịu phổ biến kết quả mình đạt được (Gareth Cook, The Singular Mind of Terry Tao. 2015). 

Về số nguyên tố, người ta đã biết và nghiên cứu từ hơn hai ngàn năm trước. Chính Gauss cũng đã có nghiên cứu 
vấn đề này và có một số đóng góp quan trọng. Nhưng Tao, với sự cộng tác của nhà Toán học Ben J. Green của Đại 
học Oxford, đã phát hiện ra một kết quả mới làm kinh ngạc giới Toán học. 


e Ostrowski Prize (2005) 

e Levi L.Conant Prize (2005) 

e ISAAC award (2005) 

e Fields Medal (2006) 

e MacArthur Award (2006) 

e SASTRA Ramanujan Prize (2006) 

e Sloan Fellowship (2006) 

e Fellow of the Royal Society (2007)?° 

e Alan T. Waterman Award (2008) 

e Convocation Award (2008) 

e Onsager Medal (2008) 

e Member of American Academy of Arts and Sciences (2009) 

e King Faisal International Prize (2010) 

e Nemmers Prize in Mathematics (2010) 

e Polya Prize (2010) 

e Crafoord Prize (2012) 

e Simons Investigator (2012) 

e Inaugural recipient of the Center for Excellence in Education's Joseph I. 
Lieberman Award (2013) 

e Breakthrough Prize in Mathematics (2015, awarded in 2014) 

e Royal Medal (2014) 

e Johns Hopkins CTY Distinguished Alumnus (2014) 

e PROSE award (2015) 


Về số lượng bài báo dang trên các tap chí chuyên môn và sách đã xuất bản (giáo 
khoa và nghiên cứu riêng) tính đến năm 2016 là 300 bài báo và 17 cuốn sách. Dưới 
đây là một số sách nổi bật: 


e Solving Mathematical Problems: A Personal Perspective. Second Edition. 
Oxford University Press, 2006. 

e Analysis, Vols | and II, Hindustan Book Agency, 2006. 

e Additive Combinatorics, with Van H. Vutt, Cambridge University Press, 2006. 

e Nonlinear dispersive equations: local and global analysis, CBMS regional 
series in mathematics, 2006. 

e Structure and Randomness: pages from year one of a mathematical blog, 
American Mathematical Society. 2008. 


10 Đây là một danh dự cao quí do Hàn Lâm Viện Anh (lập ra từ năm 1663) “tặng cho ai đã có những đóng góp cải 
thiện kiến thức Khoa học của loài người, trong đó có Toán học, Kỹ thuật học và Y học.” Những năm đầu cé Isaac 
Newton (1672), và mới nhất có Elon Musk (2018). 

1! Tức là nhà Toán học Việt Nam Vũ Hà Văn (sinh năm 1970), giáo sư trường Đại học Yale. Cộng tác với Terry Tao, 
hai ông đã khám phá ra Circular Law. 


e Poincaré's legacies: pages from year two of a mathematical blog, Vols. | and 
Il, American Mathematical Society, 2009. 

e An Epsilon of Room, I: Real Analysis: pages from year three of a mathematical 
blog, American Mathematical Society, 2011. 

e An Epsilon of Room, Il: pages from year three of a mathematical blog, 
American Mathematical Society, 2011. 

e An Introduction to Measure Theory. American Mathematical Society, 2011. 

e Topics in Random Matrix Theory, American Mathematical Society, 2012. 

e Higher-order Fourier Analysis, American Mathematical Society, 2012. 

e  Compactness and Contradiction, American Mathematical Society, 2013. 

e  Hilbert's Fifth Problem and Related Topics, American Mathematical Society, 
2014. 

e Expansion in Finite Simple Groups of Lie Type, American Mathematical 
Society, 2015. 


Không thé kể hết những đề tài mà Trence Tao nghiên cứu. Chúng tôi lấy ý kiến 
của nhà Toán học Timothy Gowers, trong khi điểm cuốn sách Poincaré's legacies 
của Terence Tao, để kết thúc bài viết này: 


Kiến thức Toán học của Terry Tao có sự phối hợp kỳ lạ giữa rộng và sâu. Tao 
có thể viết một cách tự tin và có thẩm quyền về nhiều vấn đề rất khác nhau: 
Phương trình đạo hàm riêng phần, Lý thuyết số, Hình học đa tạp 3 chiều, Giải 
tích, Giải tích điều hòa, Giải tích hàm, Lý thuyết nhóm, Lý thuyết mẫu, Cơ học 
lượng tử, Lý thuyết xúc suất, Lý thuyết ergodic,...và nhiều nữa. Trong nhiều 
lãnh vực ông có một số khám phó và nhiều đóng góp quan trọng hàng đầu. 
Trong một số lãnh vực khác, ông có kiế thức sâu và rộng của một chuyên gia 
mặc dù đó không phải là chuyên môn của ông. Làm sao ông có thể viết 
những bài báo và những cuốn sách độc đáo theo nhịp thời gian như thế 
được. Điều này hiện nay vẫn còn bí ẩn. Không dễ gì tìm thấy lỗ hổng trong 
kiến thức Toán của Tao. Nhưng nếu anh tìm ra một lỗ, chắc chắn năm sau 
chính Tao sẽ lấp đầy. (http://mathscinet). 


California, tháng 6 năm 2019 
©2019 lequanganh. 


Phụ bản 


Tìm hiểu về định lý Green-Tao 





sif 
| V d 
Ben Green (sinh nám1977) và Terence Tao (sinh nám 1975). 


Định lý Green-Tao nói về số nguyên tố. Độc giá không chuyên có thé xem lại một 
số vấn đề về số nguyên tố trong bài viết Tìm hiểu về hàm Zeta và giả thuyết 
Riemann của cùng người viết ở đây: 


https://rosetta.vn/lequanganh/wp- 
content/uploads/sites/7/2018/11/Riemann_ Hypothesis.pdf 


e Hai số nguyên tố song sanh (Twin primes): 


Đó là hai số nguyên tố cách nhau 2 đơn vị (trừ cặp 2,3). Dưới đây là những cặp 
nguyên tố song sanh nhỏ hơn 1000: 


(3, 5) (5, 7) (1,13)  |(17,19) | (29, 31) 

(41,43) | (59,61) |(71,73) (101,103) | (107, 109) 
(137, 139) | (149, 151) | (179, 181) | (191, 193) | (197, 199) | 
(227, 229) | (239, 241) | (269, 271) | (281, 283) | (311, 313) | 
(347, 349) | (419 , 421) | (431 , 433) | (461 , 463) | (521, 523) | 
(569 , 571) | (599 , 601) | (617 , 619) | (641 , 643) | (659 , 661) 
(809 , 811) (821,823) (827 , 829) | (857 , 859) | (881 , 883) 





Người ta dự đoán rằng có vô số cặp song sanh nguyên tố, nhưng chưa có ai đưa 
ra được một chứng minh nào, mặc dù người ta tin là dự đoán này đúng. Kỷ lục 
mới nhất (2007) do máy tính của Twin Prime Search đưa ra là cặp song sanh 
nguyên t6 viết trong hệ thập phân gồm hon 58 ngàn con số. 


e Cáp số cộng nguyên tố: 


Các số nguyên tố 3, 7, 11 tạo thành một cấp số cộng công sai là 4, chiều dài là 3. 
Các số nguyên tố 5, 11, 17, 23, 29 tạo thành một cấp số cộng công sai là 6, chiều 
dài là 5. 

Người ta gọi tắt đây là những cấp số cộng nguyên tố. 

Người ta nhận thấy rằng càng đi xa, số hạng đầu của cấp số cộng nguyên tố càng 
lớn và công sai cũng như chiều dài cũng càng lớn. 

Kỷ lục cho tới nay là tìm thấy được cấp số cộng nguyên tố có chiều dài là 25, do 
hai nhà Toán học Jarostaw Wroblewski và Raanan Chermoni tìm ra vào nam 2008. 
Và người ta chưa tìm ra một cấp số cộng nguyên tố nào có chiều dài là 26. 


Lý thuyết và phương pháp cho bài toán này được xem như cực kỳ khó, thậm chí 
người ta đã thử và “đụng” tới nó từ cả ngàn năm trước, cho tới năm 2004 vẫn 
chưa giải quyết xong rốt ráo. Dưới đây là vài nhà Toán học và công trình nghiên 
cứu về bài toán này: 

e Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813) và Edward Waring (1736 — 1798) vào năm 
1770 cùng nghiên cứu về độ lớn của công sai trong cấp số cộng nguyên tố có 
chiều dài k. Từ đó nẩy ra câu hỏi là trong tập hợp các số nguyên tố, một cấp số 
cộng nguyên tố dài nhất có bao nhiêu số hạng? 

e Nam 1923 hai nhà Toán học người Anh là G.H.Hardy (1877 — 1947) và John 
Littlewood (1885 — 1977) đưa ra một dự đoán về cách phân bố số nguyên tố, 
gọi là dự đoán bộ k (k-tuple conjecture). Dự đoán này bao gồm hai ý: một là có 
vô số cặp song sanh nguyên tố, hơi là tập hợp số nguyên tố chứa ít nhất một 
cấp số cộng nguyên tố có chiều dài bất kỳ. Sau này hai nhà Toán học Hungary 
là Paul Erdös (1913 — 1996) va Pal Turan (1910 - 1976) đưa ra dự đoán: 

Nếu tập hợp A = {a:< a2, ...} gồm vô số số nguyên tố sao cho Yi; — = 00 


thi A chứa một cấp số cộng nguyên tố dài tùy ý. 

e Nam 1939 nhà Toán học người Hà Lan Johannes van der Corput (1890 — 1975) 
chứng minh được rằng tập hợp số nguyên tố chứa vô số cấp số cộng nguyên tố 
chiều dài bằng 3 (nghĩa là cấp số cộng nguyên tố có 3 số hạng). 

e Từ khi có máy tính (sau năm 1995), các nhà Toán học ứng dụng Moran, 
Pritchard và Thyssen đã tìm ra một cấp số cộng nguyên tố dài 22 số hạng. Rồi 
đến năm 2004, Frind, Jobling và Underwood “tim ra cấp số cộng nguyên tố có 
chiều dài là 23, với số hạng đầu là 56211383760397 và công sai khổng lồ là 
44546738095860. 


Cho tới thời gian ấy, các nhà Toán hoc vẫn chưa có một phương pháp hay một lý 
thuyết nào để giải bài Toán, đặc biệt là dự đoán tồn tại một cấp số cộng nguyên 
tố có chiều dài tùy ý. Họ nghĩ rằng đự đoán này là đúng nhưng làm thế nào để 
chứng minh thì vẫn chưa có ai nghĩ ra. 


12 Nguồn: https://sites.math.northwestern.edu/~kra/papers/gt.pdf 
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Năm 2004, Terence Tao, với sự cộng tác của nhà Toán học trẻ Ben Green”, đã 
thành công trong việc chứng minh dự đoán này. Nói một cách cụ thể hơn, hai nhà 
Toán học đã chứng minh được rằng, cho sẵn một số nguyên N, luôn luôn tồn tại 
mót cấp số cộng nguyên tố có chiều dài bằng N. Kết quả này sau đó được đặc tên 
là Định lý Green-Tao. Với thành công trong việc chứng minh định lý này, hai nhà 
Toán học trẻ tuổi đã được sự ngưỡng mộ của giới Toán học nói chung và đặc biệt 
là các nhà nghiên cứu Lý thuyết số nói riêng. Năm 2006, Terence Tao được tặng 
thưởng Huy chương Fields vì thành quả này. 


Điều mà nhiều người thắc mắc là làm thế Terence Tao đã đi tới được thành công, 
đặc biệt là ở vấn đề này, khi mà rất nhiều nhà Toán học có tài khác đã tốn nhiều 
công sức vẫn chưa đạt được. Ông giải thích: 


Đứng trước một bài todn khó, nhiều người tìm cách giải trực diện. Cho dù 
ho có thành công di chăng nữa, không phải họ luôn luôn hiểu tại sao, và do 
đó họ không thể đem kinh nghiệm này để giải một bài toán khó khác. Riêng 
tôi, cách tôi thường làm là chia vấn đề lớn thành những vấn đề nhỏ. Giải 
quyết từng vấn đề nhỏ, rồi phối hợp lại, ta có thể di tới lời giải cho vấn đề 
chính. Ngoài ra, đôi khi tôi phải dùng “chiến lược thay thế”, nghĩa là thay 
đổi một số giả thiết của bài toán để xem chuyện gì có thể xảy ra, từ đó hy 
vọng tìm ra giải pháp. Ta không được bó qua những gi các nhà Toán hoc di 
trước đã đạt được. 


Với bài toán cấp số cộng nguyên tố, Green và Tao đi từ cặp số nguyên tố song 
sanh, tính chất của chúng, và chứng minh sự tồn tại vô số cặp song sanh nguyên 
tố (dự đoán Hardy-Littlewood). Đặc biệt chứng minh của Green va Tao đã dựa 
trên một định lý về số nguyên tố (dự đoán Erdös và Turán) của nhà Toán học Mỹ gốc 
Hungary tên là Endre Szemerédi4. 


Tài liệu tham khảo 
1. Jean-Paul Delahaye. Tao: L'éducation réussie d'un surdoué. Pour la 
Science. 1999. 
2. Gareth Cook. The Singular Mind of Terry Tao. The New York Times 
Magazine. 2015. 


3. https://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Tao.html 
Terence Chi-Shen Tao. 
4. https://en.wikipedia.org/wiki/Terence Tao. Terence Tao. 


13 Ben Green, sinh năm 1977 (trẻ hon Tao 2 tuổi), khi ấy là giáo su tai Dai hoc Oxford, London. 
14 Endre Szemerédi (sinh năm 1940) giáo su trường Rutgers University, giải Polya Prize (1975), giải Abel (2012) và 
rất nhiều giải thưởng khác. Thành viên Viện Hàn Lâm Khoa học Mỹ. 


Chuyện về nhà Toán học tự học Ấn Độ 


SRINIVASA RAMANUJAN 


Lê Quang Ánh, Ph.D. 


1. Một công thức lạ: 1+2 +3 + ---= = ? 


Ngày 31 tháng 1 nam 1913, nhà Toán hoc G.H. Hardy, giáo sư tại trường Dai hoc 
Cambridge, London, nhận được một phong thư khá dày, trong đó trang đầu là 
trang tự giới thiệu và 9 trang sau chứa chi chít công thức Toán, từ một địa chỉ nào 
đó ở tận miền nam Ấn-Độ xa xôi. Tác giả bức thư tự giới thiệu như sau: 


“Thưa ông, 


Tôi xin phép được tự giới thiệu tôi là thư ký kế toán hãng Port Trust ở bến 

củng Madras, lương 20 bang Anh một năm. Bây giờ tôi được 23 tuổi,...vân 

van.” 

Tiếp theo là 9 trang với hang trăm công thức Toán, có công thức nha Toán học 

Hardy biết là đúng, có công thức nhà Toán học chưa thấy bao giờ, không có một 

lời chứng minh hoặc giải thích nào đi kèm cả. Cuối thư có những hàng sau đây: 
“Tôi nghèo, nếu ông tin tưởng ở gid trị những gi của tôi viết ở đây, tôi muốn 
nhờ ông cho công bố chúng. Tôi hoàn toàn tin tưởng ở những lời hướng dẫn 
của ông. Tói xin lỗi đã làm phiền ông.” 

Ngoài chuyện là có quá nhiều công thức lạ, nhưng chuyện đáng ngạc nhiên nhất 

là khởi đầu mấy trang Toán có công thức sau đây: 


Jt 2+ 3+ 4 ke — 


(viết lại cho rõ: 1+2+3+4+....= -L) 


Ai cũng biết tổng các số dương không thé là một số âm, tổng của các số nguyên 
không thể là một phân số được. Hơn nữa tổng của chuỗi số này bằng vô cực, sao 
bằng một số hữu hạn được? Có gì lầm lẫn ở đây không? Nhìn qua một số công 
thức phức tạp nhưng chính xác trong phần sau, nhà Toán học Hardy không thể giải 
thích cái sai ở công thức đầu tiên này. 

Thì ra nhà Toán học được xem là “người ngoài hành tỉnh” Ramanujan đã đi trước 
các nhà Khoa học chúng ta gần 100 năm khi đưa ra công thức ấy, không một lời 


giải thích!. Ngày nay ta gọi công thức trên là tổng Ramanujan và đã được dùng 
trong lý thuyết dây (string theory), đặc biệt để giải nghĩa hiện tượng được gọi là 
hiệu ứng Casimir (Casimir Effect) trong cơ học lượng tử. Ta sẽ nói thêm về công 
thức kỳ lạ này ở trong phụ bản. 
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1 Sau này Ramanujan nói với Hardy rằng ông cố tình đưa ra công thức này lên đầu để gây sự chú ý cho Hardy. 


2. Srinivasa Ramanujan là ai? 





Srinivasa Ramanujan (1887 - 1920), nhà Toán học thiên tài Ấn Độ. 


Srinivasa Ramanujan (1887 - 1920) sinh tại làng Erode, phía nam thành phố Tamil 
Nadu, miền nam Ấn Độ trong một gia đình nghèo khó. Cha ông làm việc trong một 
cửa hàng buôn bán nhỏ, mẹ hát trong một ngôi đền. Đứa em nhỏ chết vì bệnh khi 
mới 3 tháng tuổi, hai người anh em khác cũng chết khi tuổi còn thơ. Còn 
Ramanujan bị mắc phải bệnh trái ra khi mới 2 tuổi nhưng vượt qua được. Lên 5 
tuổi, Ramanujan được cho đi học tại trường Kumbakonam, một thị trấn gần 
Madras, nơi gia đình đang sinh sống. Cậu bé không mấy vui thích với nhà trường. 


Khi lớn lên một chút, Ramanujan học hết kiến thức Toán học của các thầy giáo ở 
trường và đọc sách Toán một mình. Mặc dầu không được học Toán có hệ thống, 
nhưng Ramanujan tỏ ra có một khả năng Toán kỳ lạ. Khi mới 12 tuổi chàng trẻ 
tuổi có thể giải được nhiều bài toán về Lý thuyết số và Giải tích. Thật đáng kinh 
ngạc khi Ramanujan có thể nghĩ ra những sự kiện và những ý tưởng Toán học trong 
một khung cảnh hoàn toàn trống vắng tri thức ở xung quanh. 


Lùi lại thời Trung cổ, ta thấy Ấn Độ có một truyền thống sản xuất ra nhiều kết quả 
Toán học nhưng không di kèm với chứng minh. Và cũng như các nhà Toán học Ấn 
Độ khác, Ramanujan không quan tâm mấy đến việc có được một chứng minh chính 
thống. Don giản là chàng chỉ đưa ra những kết quả Toán học dep dé, như là lấy 
chúng ra từ không khí, hầu hết là các đẳng thức và phương trình. Năm 1902 (15 
tuổi), học được từ trong sách phương pháp giải phương trình bậc ba của các nhà 
Toán học Ý thế kỷ 16, Ramanujan tìm ra được, theo cách riêng của mình, cách giải 
phương trình bậc bốn. Rồi chàng lao đầu vào giải phương trình bậc năm nhưng 
không có kết quả. Chàng đâu biết rằng phương trình bậc năm không thể giải được 
bằng căn thức (Abel, Galois). 


Tốt nghiệp trung học vào năm 1904, Ramanujan được tặng thưởng giải Rao vì học 
sinh có kết quả xuất sắc trong việc học Toán với điểm số cao hơn trần cực đại 
thông thường của nhà trường. Ramanujan được học bổng để vào học tại trường 
Đại học công lập Kumbakonam, ở đó Ramanujan đạt kết quả kỳ diệu về Toán học, 
nhưng tỏ ra không có năng lực gì ở các môn học còn lại, vì vậy Ramanujan mất học 
bổng. Chàng tự ý bỏ đi qua một thị trấn khác. Sau đó chàng xin vào học tại Đại 
học Pachaiyappa ở Madras. Cũng như ở trường trước, kết quả ở các môn học khác 
quá kém và cũng vì sức khỏe có vấn đề, chàng rớt trong kỳ tốt nghiệp. Tuy nhiên, 
chàng vẫn say mê tiếp tục nghiên cứu Toán học một cách độc lập. 


Việc rời Đại học mà không có một tấm bằng nào làm chàng nản lòng. Theo truyền 
thống Ấn Độ, Ramanujan được phép cưới vợ. Gia đình cưới cô bé Janaki Amal mới 
10 tuổi cho chàng, nhưng theo qui định, đám cưới chỉ hoàn tất khi cô gái đủ tuổi. 
Như vậy, hai người không sống chung với nhau. Ramanujan tiếp tục cuộc sống 
trong nghèo khó. Ramanujan trình cho một số giáo sư ở trường Đại học địa 
phương một vài kết quả của công trình nghiên cứu của mình để có được sự giới 
thiệu cần thiết khi đi xin việc. Công trình của chàng làm các giáo sư quá đỗi ngạc 
nhiên khiến cho mới đầu họ không tin là của chàng. Cho đến khi chàng chỉ cho họ 
thấy làm thế nào chàng có được các kết quả ấy, thì họ mới hiểu rằng chàng không 
phải là người làm đồ giả mạo, và họ viết cho chàng những thư giới thiệu nồng 
nhiệt, đôi khi có kèm thêm một chút tiền trợ giúp để cho chàng có thể tiếp tục 
nghiên cứu Toán học. 


Ramanujan cho đăng trên tờ Journal of Indian Mathematical Society (Báo của hội 
Toán học Ấn Độ) một bài toán thách đố các nhà Toán học tìm ra cách giải. Câu hỏi 
là tìm kết quả của chuỗi diễn tả bởi các căn thức lồng vào nhau sau đây: 


L2 1e aV ea EE 


Sáu tháng trôi qua, không có một lời giải nào được gói tới, vì vậy Ramanujan phải 
tiết lộ đáp số: Đó là số 3. 








Năm 1912, cuối cùng thì Ramanujan cũng tìm được việc làm, đó là một chân thư 
ký ở công ty Madras Port Trust. Chàng làm việc tốt và hữu hiệu đến nỗi còn dư 
thời gian để nghiên cứu thêm Toán và công bố thêm một số bài báo trên tờ báo 
Toán học địa phương. Trông thấy tài năng sáng chói của chàng, một số bạn và 
những người cộng tác đem công trình của chàng cho một số nhà Toán học người 
Anh xem, hy vọng tìm được sự ủng hộ cho người bạn trẻ của họ. Bất hạnh thay, 
mọi nổ lực đều không có kết quả. 
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3. Bức thư gởi cho G.H. Hardy 


Tháng 1 năm 1913, Ramanujan viết một bức thư cho G.H. Hardy (1877 — 1947), 
nhà Toán học người Anh tại Đại học Cambridge, kèm theo một bài dài 9 trang, nội 
dung là hơn 100 công thức (định lý) lấy từ công trình của mình. Hardy là giáo sư 
giảng dạy và là tác giả cuốn sách giáo khoa nổi tiếng thời ấy: cuốn A Course oƒ Pure 
Mathematics. Ngoài ra ông còn cộng tác với nhà Toán học tài năng John 
Littlewood (trẻ hơn ông 10 tuổi) nghiên cứu nhiều đề tài về tính toán, lý luận, và 
Giải tích thuần lý. 





Nhà Toán học G.H. Hardy (1877 — 1947), người đã tận tình giúp đỡ Ramanujan 
trong thời gian Ramanujan ở Anh. 


Cảm tưởng đầu tiên của Hardy sau khi xem xong bức thư là đây là một tác phẩm 
giả mạo. Ông nghĩ rằng ai đó chép lại một bài báo của một nhà Toán học nào đó 
trong một tờ báo Toán học mà không ghi xuất xứ. Ông nhận ra một vài kết quả 
như là hệ quả đã được người khác tìm ra và được phổ biến ở phương Tây. Còn 
một số công thức hoặc định lý khác ông chưa hề thấy bao giờ. Ông ngạc nhiên và 
suy nghĩ. Khi đọc lại mấy trang này một lần nữa, ông nhận ra có một số kết quả 
ông không hiểu, dẫn xuất từ việc khảo sát chuỗi số siêu bội (hyper-geometric 
series) mà trước đây Euler và Gauss có nghiên cứu. Hardy quá ấn tượng và quá 
ngạc nhiên, sau này ông kể lại: “Những định lý này chinh phục tôi hoàn toàn. Từ 
trước tới giờ tôi chưa thấy những điều như thế này bao giờ cả.”(Kanigel. The Man 
Who Knew Infinity). Những định lý này phải đúng thôi, ông kết luận: “bởi vì nếu 
chúng không đúng, thì không một ai có đủ trí tưởng tượng để phát minh ra chúng.” 


Hardy đem những gì Ramanujan đã viết cho các đồng nghiệp của ông xem, và họ 
cũng ngạc nhiên không kém. Rồi ông viết thư hồi âm cho Ramanujan, nói rằng ông 


rất quan tâm đến công trình của chàng và yêu cầu tác giả bổ sung chứng minh cho 
một vài định lý trong bảng công thức ấy. Ramanujan như nổ tung vì vui sướng khi 
nhận được thư trả lời, rồi ông viết cho Hardy: “Tôi như tìm được tình bạn ở nơi 
ông, vì ông là người đã đọc những điều tôi viết một cách có thiện cảm.” Sau cùng 
thì Hardy mời Ramanujan tới Đại học Cambridge. Trước lời mời của Hardy (nhân 
danh Đại học Cambridge), hội đồng Giáo Dục địa phương quyết định tài trợ cho 
Ramanujan một ngân khoản để ông làm việc tại Đại học Madras, hy vọng giữ ông 
ở lại Ấn Độ. Cha mẹ của Ramanujan tỏ ra chống đối việc ông đi Anh, cho nên ông 
buồn bả từ chối lời mời của Hardy. Hardy thất vọng, quan hệ giữa ông và 
Ramanujan nguội đi. Một thời gian sau, Hardy cố thử mời Ramanujan một lần 
nữa. Lần này thì Ramanujan sẵn sàng bởi vì mẹ của Ramanujan nằm mộng thấy vị 
Thần linh của gia đình nói rằng nên cho con trai bà rời khỏi nhà. (Neville, Srinivasa 
Ramanujan). 


4. Công việc học tập và nghiên cứu ở London 


Ngày 17 tháng 3 năm 1914, Ramanujan lên chiếc tàu thủy mang tên Nevasa rời 
Madras. Tàu đến Luân Đôn sau gần một tháng. Đón ông là E.H. Neville, người đã 
từng qua giảng dạy tại Đại học Madras, quen biết và giúp đỡ Ramanujan khi còn ở 
Madras. Mấy ngày đầu Ramanujan ở tạm nhà Neville, sau đó ông dọn về ở gần 
phòng của Hardy tại Cambridge, hai người gặp nhau hằng ngày đàm đạo về những 
định lý thú vị của Ramanujan. Trong thư, Hardy đã nhận được từ Ramanujan hơn 
100 công thức (định lý), nay Ramanujan lại mang qua thêm nhiều công thức mới 
nữa. Nhìn qua tất cả, Hardy có thể nhận thấy một số định lý đã được biết rồi, một 
vài định lý thì ông cho là sai, nhưng có nhiều định lý quả là những phát hiện mới. 


Littlewood đã nghe nhiều người, nhất là Hardy, nói về Ramanujan, nay có dịp đọc 
những trang ghi chép của chàng. Cũng như Hardy, Littlewood hết sức ngạc nhiên 
trước những công thức “đột phá” của chàng thanh niên đến từ một vùng trời xa 
lạ, thiếu hoàn toàn môi trường khoa học. Littlewood và Hardy cùng so sánh chàng 
thanh niên thiên tài này với Euler và Jacobi?. Tuy nhiên cả hai Hardy va Littlewood 
cũng nhận ra rằng, có thể do tự học, chàng tỏ ra thiếu kiến thức nền tảng ở một 
số lãnh vực. Hardy nói: “Có nên chăng khi phải dạy cho chàng thanh niên này một 
số phần Toán hiện đại. Sự giới hạn kiến thức của chàng ở một số nơi cũng đáng 
ngạc nhiên như sự phong phú và sâu rộng kiến thức ở một số nơi khác.” (O Ore, 
Biography in Dictionary of Scientific Biography). Littlewood được giao công việc 
hướng dẫn Ramanujan học tập (mentor), bổ sung kiến thức nền tảng mới, cũng 


? Carl Gustave Jacobi (1804- 1851), một nhà Toán học người Đức, có nhiều đóng góp quan trọng nhiều lãnh vực: 
Hàm số elliptic, Phương trinh vi phán, Lý thuyết 56... 


như cách thức trình bay lý luận Toán học chặt chẽ hon. Littlewood viết: “Công 
việc này thật sự khó bởi vì mỗi khi tôi trình bày một vấn đề gì cho Ramanujan mà 
tôi nghĩ chàng cần, thì chính tôi bị chàng đưa di xa, ra khỏi dự tính ban đầu của 
tôi.” (E Shils. Reflections on tradition, centre and periphery and the universal 
validity of science: the significance of the life of S. Ramanujan). Ramanujan cùng 
làm việc với Hardy và Littlewood ở Cambridge trong năm năm, ông đã công bố 
một phần của những khám phá mới của ông trong thời gian này. 


Tuy nhiên, cuôc sống và cách thức làm việc của Hardy và Ramanujan hoàn toàn 
khác nhau nếu không muốn nói là đối chọi nhau. Họ cộng tác với nhau trong sự 
va chạm của hai nền văn hóa và hai cá tính khác nhau. Trong khi Hardy là người 
vô thần thì Ramanujan chìm đắm trong tôn giáo (đạo Hindu), từ tư tưởng cho đến 
cuộc sống hang ngày. 


Trong vài thập niên trước đó, Toán học phát triển và hiện đại hóa dần lên. Toán 
học đòi hỏi nhiều ở tính chính xác và tính hệ thống chặt chẽ. Hardy là tín đồ của 
trào lưu này. Trong khi đó, Toán học của Ramanujan dựa trên trực giác và đôi khi 
mang tính thần bí khó giải thích. Trong thời gian này, Littlewood, người phụ trách 
hướng dẫn cho Ramanujan, phải “xếp bút nghiên theo việc đao cung” do Thế chiến 
thứ nhất đã đến giai đoạn gay gắt nhất, Hardy thay thế vai trò của Littlewood trong 
việc hướng dẫn Ramanujan đi đúng đường (tính chính xác, tính hệ thống), thay vì 
triển khai Toán học chỉ dựa trên trực giác và cảm hứng (inspiration) mà Ramanujan 
vẫn thường làm. 





Srinivasa Ramanujan (ở giữa) và các đồng nghiệp ở ĐH Cambridge. 


Tháng 3 năm 1916 Ramanujan được trường Đại học Cambridge trao bằng Tiến sĩ 
Toán vì những thành quả trong nghiên cứu về Lý thuyết số. Một phần của nghiên 
cứu này là một bài báo dài khoảng 50 trang được đăng trong Proceedings oƒ the 
London Mathematical Society (Lưu trữ của Hội Toán học London). Hardy và một 
số nhà Toán học đương thời nhận xét rằng bài báo về Lý thuyết số này quá độc 
đáo mà người ta đọc thấy được lần đầu trên tài liệu lưu trữ của Hội Toán học 


London. Qua đó người ta xác nhận thêm một lần nữa tài năng thiên phú đặc biệt 
của Ramanujan. 


Cuối năm 1917, ông được bầu làm thành viên của Hội Toán học London. Năm 
1918, ông được vinh dự trở thành thành viên của Hội đồng Hoàng gia Anh (Fellow 
of The Royal Society)?, năm ấy ông 31 tuổi và là thành viên trẻ nhất kể từ ngày Hội 
đồng được thành lập vào năm 1660. 


5. Thành quả và đóng góp của Ramanujan cho Toán học 


e Tù đầu những năm 1900, Ramanujan đã bắt đầu tự nghiên cứu về Lý thuyết 
số, Hàm elliptic, Phân số liên tục, và chuỗi số theo cách riêng của mình. 
Trong hơn 100 công thức (Định lý) gởi cho nhà Toán học G.H. Hardy, hầu 
hết là công thức về chuỗi số. 

e Ông tìm được ý nghĩa của tích phân Euler loại hai cho tất cả giá trị của n 
(dương, âm và phân sô). 

e Về dự đoán Goldbach: Đây là dự đoán cũ nhất (1742) cho tới nay vẫn chưa 
có lời chứng minh. Dự đoán nói rằng bất cứ số nguyên chẵn nào lớn hơn 
2 cũng là tổng số của hai số nguyên tố. (Thí dụ như 12 =5 +7; 14=3+ 
11). Ramanujan tuy không chứng minh được dự đoán trên nhưng chứng 
minh được rằng bất kỳ số nguyên khá lớn nào cũng là tổng của ít nhất bốn 
số nguyên tố. 

e Su phân cắt số nguyên (partition of whole numbers) là một bài toán tương 
tự mà Ramanujan quan tâm tới. Đây là một bài toán của Lý thuyết số và 
Đại số tổ hợp (Combinatorics). Thí dụ: 

4=3+1 
=2+2 
=2+1+1 
=1+1+1+1. 
Ông cũng quan tâm tới hợp số (composite numbers) như là quan tâm tới 
số nguyên tố: cấu tạo, phân bố, và các dạng đặc biệt. 

e Phương trình bậc ba, bậc bốn: Từ năm 1902, ông đã tìm được cách giải 
của riêng mình, và ông thử giải phương trình bậc năm nhưng không thành 
công (ông không hề biết trước đó Abel và Galois đã chứng minh được loại 
phương trình này không giải được bằng căn thức). 

e Ông đã nghiên cứu về chuỗi số điều hòa và hàm Euler zeta. Trong sổ ghi 
chép của ông có nhiều công thức liên quan đến ¿(3). Ông khám phá lại 
công thức Euler: 


3 The Royal Society có thể xem như Hàn Lâm Viện nước Anh. 


(3) = Dia Gene trong đó Hạ = Eja. 
e Nám 1917, ông đã tổng quát hóa được chuỗi Glaisher, nói dung được trình 
bày trong bài báo có tựa đề A series for Euler constant Y: 
na ¢(2k + 1) 
(k + 1)(2k +1) 
Từ đó ông đã tính ra được hằng số Euler Y với 15 số thập phân. 

e Khoáng thời gian 1910 (trước giai đoạn qua London), ông thường dang 
những bài nghiên cứu của mình trong tờ báo của hội Toán học Ấn Độ, tờ 
The Journal of the Indian Mathematical Society. Trên tờ báo này, trong 
thời gian ấy, ông đã có những bài báo về Phương trình Elliptic Modular. 

e Về những số Bernoulli: Cũng trên tờ báo nói trên, vào năm 1911, ông có 
một bài báo xuất sắc về những số Bernoulli (tựa đề Some Properties oƒ 
Bernoulli's Numbers) được giới Toán học đánh giá cao. Mặc dù không học 
Đại học, nội dung này được ông nghiên cứu theo cách riêng của mình, 
Ramanujan đã đạt được những kết quả làm ngạc nhiên giới Toán học Ấn 
Độ. 

e Về chuỗi siêu bội (hyper-geometric series): Trong cuốn sổ ghi chép của 
Ramanujan (người ta không biết đích xác thời gian, đâu đó khoảng 1912 — 
1918) người ta đọc thấy Ramanujan khám phá ra những định lý về chuỗi 
siêu bội theo cách riêng của ông, những công thức này Gauss, Kummer, 
Pfaff-Saalschütz, Dixon và Dougall đã tìm ra trước đó rồi. Ngoài ra ông còn 
có một số khám phá mới chưa hề được biết ở Châu Âu trước đó, chẳng 
hạn như một số định lý về tích các chuỗi số siêu bội cũng như mở rộng tiệm 
cận của chúng. (Journal of Computational and Applied Mathematics, 2005. 
An entry of Ramanujan on hyper-geometric series in his Notebook). 

e Nam 1918, Hardy va Ramanujan nghiên cứu về mở rộng ham phân hoạch 
P(n) (partition functions). Hai ông đã đưa ra được dạng tiệm cận của chuỗi 
không hội tụ. Điều này cho phép tính toán sự phân cắt mọi số nguyên. 
(Năm 1937, Hans Rademacher’ cải tiến phương pháp và tim ra được chuỗi 
hội tụ để giải bài toán trên.) Công trình của Hardy và Ramanujan trong 
lãnh vực này đã cung cấp những phương pháp mới rất hữu hiệu để tìm ra 
công thức tiệm cận gọi là phương pháp đường tròn. 

e Nhüng năm cuối đời, Ramanujan khám phá ra hàm mock theta. Trong 
nhiều năm, hàm này vẫn còn là một bí ẩn. Nay người ta biết được rằng 
nó là phần giải tích của dạng điều hòa yếu Maass. 


^ Hans Rademacher (1892 — 1969), nhà Toán học người Mỹ gốc Đức, giáo su tại Đại hoc Pennsylvania, chuyên về 
Giải tích và Lý thuyết số. 
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Theo Bruce C. Berndt, giáo sư trường Đại hoc Illinois, Ramanujan đã công bố 37 
bài báo và rất nhiều công thức được ông ghi chép trong bốn cuốn tập (notebooks) 
mà một cuốn nay đã thất lạc. Người ta ước chừng trong những sổ ghi chép ấy có 
khoảng 4000 công thức (hoặc định lý), hầu hết không chứng minh. Từ đó đến nay 
một số lớn công thức đó đã được chứng minh, tạo hứng thú cho một số nhà Toán 
học thế hệ sau. 


A few formulae (out of the many possible ones) 


1 S (om)? đón +5) „ [s CD" (An + 2146009 ` 
x E g 1*4 (416 210#+1 (aht (441)? 


a=0 


| = "... 
`. sa. na 





48 |4 (aht) 
By denoting (x), the value : il dt ey = x(x +1)...(¢+2 — 1) (it's Pochhammer's symbol), we get : 
i=0 
g1 3 zi 
— 4°(m) — 64" (nl) 2 
Et -1 
= (I5n«2) 1 Ns x MC ae 2 
T E 6.6 (2) na 58 2 PRUNE) (À) 


ri 





PIES pua OADADN 4 J 854/85 yc el) ay 


1843 (nly? 


„=0 2-0 


Si 
Má LEL fy a EGL, 


(al? 314 (ml yon 
2-0 a=0 


(nl? 5172211 n-4 (ny 18279 


a=0 a=ũ 


1) (1) (3) | d 3 (Y 3) 


a=0 a=0 


[stel EL Ls Pa (318, 


T $5 - (nli 492 MA (ø1)29924 
Thế giới số rt của Ramanujan. (Wikipedia). Người ta tự hỏi: Với một người không được 
học đến nơi đến chốn ở Đại học thì lấy đâu ra các công thức này? 
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6. Cuộc sống riêng tư 


Suốt cuộc đời ngắn ngủi, Ramanujan luôn luôn bị phiền nhiễu vì vấn đề sức khỏe 
của mình, nhất là trong thời gian 5 năm sống tại Anh. Ở đây khí hậu ẩm và lạnh 
khác với khí hậu nóng và khô ở quê hương ông miền nam Ấn Độ. Thêm vào đó là 
chế độ ăn uống không đầy đủ. Thời kỳ này là thời kỳ của Thế chiến thứ nhất 1914 
— 1918, thực phẩm không những khan hiếm mà còn không đầy đủ cho chế độ ăn 
uống kiêng khem của ông”. Sức khỏe ông xấu dần. Cuối năm 1918, người ta phải 
đưa ông vào bệnh viện với chẩn đoán là kiệt sức vì thiếu sinh tố và thiếu dinh 
dưỡng. Ngoài ra, ông có dấu hiệu bệnh lao đang trên đà phát triển. Tháng 2 năm 
1919, ông được đưa về quê hương. Một năm sau, năm 1920 ông qua đời, khi ấy 
ông mới vừa bước qua tuổi 33. 


Ramanujan được mô tả như là con người trầm lặng, nghiêm trang nhưng vui tính. 
Ông theo hệ phái Ấn Độ giáo chính thống, nữ thần Namagiri Thayar là nữ thần của 
gia đình ông. Ông tin rằng chính vị nữ thần này đem lại niềm cảm hứng cho ông 
trong khi nghiên cứu Toán học (Kanigel. The Man Who Knew Infinity). Ông nói: 
“Đối với tôi, một phương trình chỉ có ý nghĩa khi nó phản ảnh một ý tưởng của 
Thượng đế.” (Chaitin, Gregory. Less Prooƒ, More Truth). 





KK kK K KK 


5 Ông tự đi mua thực phẩm và tự nấu ăn ở nhà theo chế độ riêng, phù hợp với tôn giáo của ông. 
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Phụ bản 1 
Những con số Taxi 


Ramanujan được cho là quen thuộc với từng con số nguyên. Không có sự việc nào 
tốt hơn để chứng minh tình yêu của ông với các số nguyên - không một chút tình 
cờ nào cả - đó là việc xảy ra trong lần cuối cùng ông nói chuyện Hardy trước khi 
chết. Trong khi ông bị bệnh nằm liệt giường thì Hardy đến thăm. Hardy nói: “Tôi 
đến đây bằng taxi, nó mang một con số rất chán: số 1729.” Ramanujan ngạc nhiên, 
thu hết sức còn lại ngồi bật dậy trên giường và nói lớn: “Không, không đâu Hardy, 
đó là một con số rất thú vị! Nó là con số nhỏ nhất diễn tả tổng của tam thừa của 
hai số trong hai cách khúc nhau!” Thật vậy: 


1729 = 93+103 = 13+ 12°. 
Số 1729 sau này được gọi là số taxi Ramanujan, hoặc là số Ramanujan. 


Từ sự kiện này, có một chủ đề nghiên cứu về những con số taxi — đó là những con 
số T(n) nhỏ nhất có thể diễn tả là tổng của tam thừa hai số khác trong n cách khác 
nhau. Cho tới ngày nay mới chỉ tìm ra được 6 con số taxi đầu tiên. Năm khám phá 
các số này (từ số thứ ba trở đi) là 1957, 1991, 1997, và 2008. 


Ta1) = 2 = 13413 
Ta(2) = 1729 = 13 + 123 
= 9 + 103 
Ta(3) = 87539319 = 1673 + 4363 
= 298 + 4233 
= 2553 + 4143 


Ta(4) = 6963472309248 = 2421? + 19083? 

= 5436? + 18948? 

— 10200? + 18072? 

— 13322? + 16630? 
Ta(5) = 48988659276962496 = 38787? + 3657573 
— 107839 + 362753? 
2052923 + 3429523 
221424 + 336588? 
231518 + 331954? 


Ta(6) = 24153319581254312065344 = 582162? + 28906206? 
3064173? + 288948033 
= 8519281? + 28657487? 
16218068? + 27093208? 
— 17492496? + 26590452? 
= 18289922? + 262243663. 


(Nguón: Wikipedia). 
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Phụ bản 2 
Tổng của chuổi số các số tự nhiên 


e Nhu chúng tôi đã giới thiệu, ngay trang đầu trong bức thư S. Ramanujan gởi 
cho G.H. Hardy có công thức: 


IM 243064 ke —=r. 


lA : - 1 
(Viết lại cho rõ: 1 +2 +3+4 + ...=- "i. 
Từ đâu Ramanujan kiếm ra công thức này? Nếu như nó sai, tại sao ngày nay người 
ta còn nhắc tới nó làm gì? 


e Ta hãy xem: 


1+2+3+..+n TUM. 





Rõ ràng là tổng số càng ngày càng lớn khi n càng ngày càng lớn. Người ta nói tổng 
số tiến tới vô cực khi n tiến tới vô cực. Hơn thế nữa, tổng các số dương sao lại 
bằng số âm? Tổng các số nguyên sao lại bằng phân số ? Ramanujan viết nó từ năm 
1913, và ông ta biết ông ta viết cái gì và vì lý do nào. 


e Ramanujan chắc chán đang làm việc trên ham số Euler zeta®. 
Vào giữa thế kỷ 18, nhà Toán học đa tài Euler đã chứng minh được rằng: 


1 1 1 io jme ire Mes den n x fi Z. x 
1+ = + =+ —+..+ — tiéntói — khi n tiên ra vô cực. Người ta nói chuỗi sô 
22 32 42 n2 6 


1 1 xế EZ 
1+ — + =+ — +... hội tụ tới —. 
22 32 42 6 


Một cách tổng quát người ta biết rằng 


1 1 1 1 
S(x) = 1+ See age EG Au hus 


6 Có thể xem thêm van đề này ở bài viết Tim hiểu giả thuyết Riemann trong Rosetta.vn/lequanganh. 
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hội tụ tới một số hữu hạn khi x > 1. Người ta nói hàm số S(x), đặt tên là hàm số 
Euler zeta, được xác định khi x >1. Chuyện gì xảy ra khi thay x bởi giá trị x < 1 ? 
Chẳng hạn nhu x = - 1? 


S(-1)=1+2+3+4+..... 


Chuỗi số sẽ phân kỳ (không có tổng hữu hạn). Nói một cách khác, trong trường 
hợp này chuỗi số có tổng bằng vô cực. 


e Bằng một kỹ thuật mở rộng hàm số, gọi là mở rộng giải tích liên tục 
(extension by analytic continuation), từ hàm số Euler zeta S(x) người ta được 
hàm số @(x), đặt tên là hàm số Riemann zeta, hoàn toàn xác định khi x < 1. 
Nếu ta thu lại trên x > 1, thi hàm số Riemann zeta §(x) sẽ là hàm số Euler zeta. 
Hàm số C(x) do nhà Toán học xuất sắc Riemann của thế kỷ 19 sáng tạo ra. 

1 1 1 7 i m s 
C(x) = 1+ op tag bd qu xác định với mọi x < 1. 


" ; duce Sox. Re : ; 1 i 
Nếu chung ta thay giá tri x = -1 vào hàm số Riemann zeta thi ta có š(-1) = - D Nói 
cách khác, ta có: 


TOS See aa 
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Đó chính là ly do vì sao Ramanujan đưa ra công thức trên. Thời ấy ít người hiểu 
được, còn ông ta chẳng có lời giải thích nào. 


e Mót “mẹo vặt” (a trick) để có hệ thức ấy”. Đặt: 
A=1-1+1-1+... 
Ta có: 
1—A =1-(1-1+1-1+...) 
= 1-1+1-1+..-= A. 
Từ dé lấy ra được A = s . Đặt: 
B=1-2+3-4+5-.... 
Ta có: 
A-B = (1-1+1-1+..)-(1-2+3-4+5-...) 
=(1-1)+(-1+2)+(1-3)+(-1+4)+(1-5)+... 


=0+1-2+3-4+5.... 


= B. 
Với A=, ta suy ra được 


2B=~ hay là B=-. 
2 4 


7 Đây chỉ là một mẹo để có kết quả, không phải là một chứng minh nghiêm túc. 


C=1+2+3+4+..... 


Ta có: 
B—C=(1-2+3-4+..)—(1+2+3+4+.....) 
= (1-1) + (-2 - 2) + (3 - 3) + (-4 - 4) + (5-5) + (-6 — 6) +... 
=0—4+0—8+0-12+.... 
=-4(1+2+3+4+.....) = -4C. 
Với B - 7, ta suy ra được == - 3C, tức là 


C= 1+2+3+4+..... = Bì 
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e Tại sao công thức có vẻ không hợp lý này lại quan trọng? Nói ngay, nó được 
dùng trong lý thuyết dây (string theory), một lý thuyết mới trong Vật lý. 


CASIMIR EFFECT 


UNCHARGED METALLIC PLATES 
VACUUM FLUCTUATIONS 


CASIMIR FORCE 


(Hình lấy từ Wikipedia). 





Ngoài ra tổng Ramanujan có một ảnh hưởng lớn trên Vật lý lượng tử nhằm giải 
thích hiện tượng được gọi là hiệu ứng Casimir. Hendrik Casimir (1909 - 2000), một 
nhà Vật lý người Hà Lan, cho rằng tồn tại những lực hút giữa hai tấm kim loại đặt 
trong chân không do sự hiện diện của những hat ao (virtual particules)®. Dé tính 
tổng năng lượng của các lực hút giữa hai tấm kim loại này (phải hữu hạn) ông phải 
nhờ cách tính tổng Ramanujan. Sau khi tính toán, nhà Vật lý đi tới tổng: 


1+8+27+64+.... 


Đó chính là S(-3), tức là giá trị của hàm số Euler zeta với x = -3: 


8 Theo Vật lý cổ điển, không có hiện tượng gì xảy ra trong khoảng chân không giữa hai tấm kim loại. 
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S(-3)=1+- + ety te 1484274 64+... 


Nhưng tổng nay bang vô cực, điều không hợp lý trong Vật lý. May thay, theo cách 
tính của Ramanujan, với x = -3 < 1, thì S(-3) = §(-3) = = , một số hữu han. Đó là 
giá trị của hàm số Riemann zeta tại x = -3. Điều kỳ diệu là các nhà Vật lý lượng tử 
tạo ra những thí nghiệm và thấy có lực hút giữa hai tấm kim loại tương ứng với 
năng lượng hữu hạn cho bởi: 


f(-3)=1+8+27+64+...=——. 
120 


Chúng ta nên nhớ rằng tổng Ramanujan có từ đầu thế kỷ 20, còn Vật lý lượng tử 
được khám phá vào cuối thế kỷ 20. Cho nên có người gọi Ramanujan là “người 
ngoài hành tinh” là vì thết 
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